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ПРЕДИСЛОВИЕ 

llредшы 'с\.еМёLЯ. '--lИTc\.'Л:~JlIO KliИl 'а, ЛВдЛе'l'(.;Л девЛТliс\.ДЦс\.ТЫМ вы-

11ус.;ком ком11декс.;с1, у '--lебliиков "Мс1,темс1,тикс1, в техliи '--lес.;ком у liИ

верс.;итете ". O1ic1, с.;одержит с.;ис.;темс1,ти'--lес.;кое изJюжеliие курс.;с1, 
V 

дис.;кретliОИ мс1,темс1,тики. 

f->с1,3витие кдс1,схи<tеt.жой (,, lie11pepывliOЙ ") мс1,темс1,тики бы

JЮ обуt;Jювдеliо 11режде вt.:е1'О решеliием За.Да.'--l ес.;тес.;твозliа.liил, 

1·дс1,вliым обрс1,3ом физики. ,, Дис.;кретliсLЯ." же мс1,темс1,'1·икс1, рс1,з

вивс\.J1аt.:ь в с.;влзи t.: изу'--lеl!ием зс1,ко1iов и 11ра.вид '--lедове'--lеt.:к01'О 

мыШJ1е1iин., '--!ТО и обуQювиJю ее 11риме1iе1iие в тех обдс1,с.;тя.х 

техliики, которые тс1,к иди Иlicl,'--le t.:влзс1,1iы с.; модедировс1,1iием 
V 

мышдеliИЛ, И В 11ервую О'--lередь В ВЫ'--lИ(;JlИТедЫiОИ теХliИКе И 

11ро1 ·рс1,ммировс1,1iии. 

Мышдеl!ие рес\.J1изует с.;ебл 11режде вс.;е1'О в я.зыке. llоэто

му рс1,3умно с.;ч:итс1,ть, ч:то лдро ,цис.;кретной мс1,темс1,тики обрс1,

зует имeliliO мс1,темс1,ти '--1ес.;кс1,л теорил н.зыков, TO'--lliee, обдс1,с.;'1ъ 

этой теории, 1iёl,3ЫВа.емм теорией формс\.J1ы1ых лзыков. Сдо

во "форМс\.JIЫIЫЙ ;' ПОД'iеркивс1,ет, '!ТО В этой теории изу'iёl,ЮТТЯ 

В 0(.;liOBtlOM иt.:кyc.;c.;твetltlble я.зыки, с.;неЦИс\.JlЬtlО (;OЗДc\.tllible ДJIЯ. 

V 

ка.ких-то це.11еи: я.зыки 11ро1'ра.ммирования., языки ма.тема.тики 

и т.11. Т'еоµия фоµмс\.JlЬliЫХ лзыков лвдлетс.;я бс1,30Й теоµии ко

диµова.tlИЯ, ,, Kl)ИllT0JIOl'ИИ '", изу<tс1,ющей методы Зё:1,ЩИТЫ Иtlфоµ
мс1,ции, теоµии с\.Jн·оритмов и в 011µeдeJШliliOM с.;мыt.:JШ мс1,темс1,ти

'--lес.;кой JЮ1'ики. Н 11µикдс1,дtlом с1,с.;11екте этс1, теоµил с.;дужит ос.;tlо

вой µс1,3ра.ботки мс1,темс1,ти '--1ес.;ко1'О обес.;11е'--1еliия. вы '--1ИQ1итедьliых 

Мёl,ШИ!i. 

Доминиµующим в с.;овµеменной теоµии фоµмс\.J1ьных лзыков 

я.шнн:~тс.;я. с\.Jн'ебµа.и <tес.;кий 11одход1 в котором с.;у щec.;твetlli0 ис.;-

11одьз уе 1тл ш111с1,µс1,т, бс1,зирующийс.;л licl, 1101iлтии c\.JH 'ебµс1,и '--lес.;кой 
с.;труктуры 11одукодьца.. Этот а1п1аµа.т во MtlOl'OM нохож lia. а.11-

11с1,рс1,т диliеЙliоЙ с\.JН 'ебры. Сис.;темс1,ти '--!ес.;кое издожеliие теории 
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форма,.11ыiых я.зыков ш1 бi::1.Зе теории ноду кодец и я.вдлетt;л ОДliОЙ 

из Ot;liOBliЫX задач этой KliИl'И. Отме·l'им, что в 0·1·е'iеt;·1·венной 

у 'ieбlioЙ дитера·1·уре такой нодход 110'-iти lie ноду 'iИд отражеliин .. 
Теорил форма,.11ьliых я.зыков t;yщet;твeliliO 011ираетt;л и liёt те

орию 1 ·рафов. Mlio1-иe зада'iи теории лзыков ( на11ример 1 зада'iа 
011редедеliия. .нзыка кolie'iliOl'O w1и мш·aзиliliOl'O автомата) t.:.1:ю

дитt.:я. к зада'iе о 11утя.х во взвешеliliЫХ (pi:t3мe'ieliliыx) opиeliти

poвaliliЫX 1 ·рафах1 1 ·де мliожеt.:т1.ю меток имеет а,.111 •ебраи 'iet.:кy ю 
t;тру ктуру ноду кодьца. 

Издожение материа,.11а ноt.:троено t;деду ющим образом. 1 'да
ва 1 11оt.:вя.ще1iа мliожеt;твам и Ol'liOШeliия.м. Здеt;ь liёtllOMИliёt

ютt.:л Ot.:lioвы теории МliОЖеt;тв1 издожеliliые в нервом вынуt;ке 

комш1екта у'iебников, при'lем liекоторые вопроt.:ы излагаютt.:л 

бодее де1·а,.11ьliо. Ot.:liOBliOe t.:одержаliие l'давы t.:оt.:·1·авдя.е1· теория. 

отliошений. Центра,.11ьным результатом я.ш1летt.:я. теорема о не-
V 

llОДВИЖНОИ TO'lKe ДJ!Л ИliДУ КТИ.ВliЫХ y11opлдo'ieliliЫX МtlОЖеt.:тв, 

liёt бi::1.Зе которой t;·1-ролтt;л методы решения. зада'i о 11утлх в 1-ра

фах и а,.111-ебраи 'iеt;кие методы в теории форма,.11ьtlых я.зыков. 

Ввиду важноt.:ти о.Jrгебраич:еt.:ких методов в диt.:кретной ма

тематике бодьшое BliИMёtliиe у де.11.нетt.:я. а,.111 ·ебраи 'iеt.:кой теории; 

ей 11оt.:влщены три 1 'давы. 1:3 1 ·лаве 2 изда1 ·аю·1тл элементы кдаt.:

t.:И'iеt.:кой общей а,.11гебры и раt.:t.:матриваютt.:л группы, кодьца 

и нодя.. 1 'дава 3 ноt.:вя.щена нодукольцам и булевым а,.1н·ебрам. 
ПриведенliыЙ здеt.:ь материа,.11 имеет важliое Зlia'ieliиe t.: ТО'i

ки зреliил 11ридожеliил аJН'ебраи 'iеt.:ких методов ю:tк в теории 

форма,.11ьных лзыков1 так и в теории бу девых функций. Оt.:обен
liОt;·1ъю изJюжеliил лвдлетсл 011редеJШliие бу девой а,.111-ебры как 

'iat.:TliOl'O t;J1y'ictл нодукодьца. 1:3 l'дсtве 4 нриведены liекоторые 
рез у дьтаты общей теории а,.111 ·ебраи 'iеt.:ких t.:иt.:тем. 

1 Jraвa 5 поt.:влщеtlа теории графов. Центра,.11ы1ое меr.;то в гда
ве занимает изложение а,.1п'ебраи'iеt.:ко1'0 метода решеliил задач 

о 11у-тлх в ориеliтированных 1 'рафах, pi:t3мe'ieliliЫX над ноду кодь
цами. Этот материа,.11 t.:дужит1 t; ОДliОЙ t.:тopoliы, иддюt.:трацией 
11римененил а.Jн'ебрсtи'iеt;кой техники в решении 1-рафовых за

да'i, а t; дру1·ой - Ot;liO.вoй решеliил задсt'i в теории форма,.11ьliых 
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Л3ЫКОВ. l JlciBci Gодержи.т ТсiКЖ(; 011.И.GсiНИ.(; некоторых с\.Jll'Ори.т

мов lici L 'pciфcLX: c\.Jll 'ОРИ.ТМсi " 110.И.GKci в L 'JlY би.ну а. и. ,, LlOИ.GKci в 

ши.рину ;, 1 c:\JIГUpИГMci KpctGKc:\Jici ДJIЛ UГЬIGКсiНИЛ UGГUBHUГU деревсt 

liciИ.M(;libШ(;L 'О Bf;Gёt.1 c\.JlL 'ОРИ.ТМсi T OllOJIOL 'И. '-il;GKOЙ t.:орти.ровки.. Ко

ротко pciGGMctтpи.вctIOTGЛ И.3Оморфи.зм L 'рсtфов1 L 'РУ LlllЫ сtвтомор

фи.3МОВ 1 ·рсtфов и. эдементы ци.кJюмс:1.,ти.ки. ( ctнaJ1и.3ct t.:тру кту ры 

ци.ююв неuри.енти.µовсttiНО1 'О 1 ·µctфci). 
1 JlciBci о llOGBЯЩf;tici KJlci(;(;И. '-{(; (;КОМУ рсL3деду ди.t.:кретtiОЙ Мсi

темсtти.ки. - булевым функциям - и. вкдю'-iсtет вонроGы ми.tiи.

ми.3сtци.и. булевых функци.й и. теорему llot.:тct о фу tiKЦИ.OtiaJlЬtiOЙ 

llOJltiOT t;. 

J:3. l'JlciBciX 7 и. 8 И.3JЮЖ(;Нсi теор.и.я фоµмаJlЬНЫХ Л3ЫКОВ. l 'дct
Bci 7 Gодеµжи.т " ди.tiеЙtiую 'ictGть " этой теоµи.и. - теоµи.ю кo

til;'-itiЫX ciBTUMciTUB и. ре1 ·удлрtiЫХ Л3ЫКUВ~ ci l 'JlciBci 8 - теuµи.ю 

коtiтекt.:тtiо-t.:вободtiых л3ыков . Это всtжtiеЙши.й кдctt.:t.: л3ыков1 
(;l'O теоµети. 'il;GKИ.Й ciHc\.JlИ.3 ЛВJIЛ(;Т(;Л ОGНОВОЙ МНОL'И.Х и.нфоµмсt

ЦИ.ОtitiЫХ Tl;XtiOJIOl'И.ИI TciKИ.XI в '-iciGTtiO(;TИ., K ciK нроекти.ровсtti.И.(; 

KOMlIИJIЛTOIJOB Ид.И. IJcL3IJa.бoткct JlИ.tiL'BИ.t.:T'И. '{(; (;КОГО обеGпечени.л 

бсL3 ДcititiЫX. ФytiДёt.Mt;tlTc\.JlbtiЫM ЛBJlЛf; l'GЛ llOtiЛTИ.t; Mcil' ёt.3.И.titiU-

1'0 ciBTOMciTci - pctt.:ll03HciBcil'f;JlЛ В KJiciGGt; KOHTt;Kt.:TtiO- t.:BOбOДtiЫX 

Л3ЫКОВ. Именно эт·сt МОД(;JIЬ Л3ЬIКсi Gдужи.г MciTf;MciT'И.Ч:t;GKOЙ 

OGHUBOЙ конкретных Т(;ХНОJЮL 'И.Й ра.3рсtботки. GИ.HTciKGИ. '-il;GKИ.X 

ciHc\.JIИ.3ciTOpOB ДJIЛ Л3ЫКОВ 11рОL'рсiММИ.р0ВсiНИ.Л. 

l3 доноднени.лх к L'дсtве 8 11µ.и.ведены эдементсtµные t.:ведени.л о 

t.:И.tiTciкGи. '-ieGкuм сLнаJ1и.3е кuнтекt.:тнu- t.:вuбuдных л3ыкuв и. введе

ни.е В матемсtти. '-il;GKY К> теоµи.ю (;(;МсiНТИ.КИ. фОf>Мс\.JlЬНЫХ Л3ЫКОВ 

(в '-iciGTHOGTИ., Л3ЫКОВ llIJOl'IJciMMИIJOBaни.л). ЗдеGь мы llЫTcif;MGЛ 

нереки.нуть "моGти.к ;, от '-1.И. t.:той теор.и.и. к нрсtкти. '-iеGкой тех

НОJЮL'И.И. ciHc\.JIИ.3ci контекt.:тно-Gвободных л3ыков, и.G11одь3уемой 

нµежде BG(;l'O В KUMllИ.JlЛTOpctx. Этот мсtтерИ.аJl llf>И.3BciH llf>UИ.Jl-
V V V 

JlIOt.:Tf)И.f>OBciTЬ GВЛ3Ь между И.3JЮженои MciT(;MciTИ.'il;(;KOИ теuµи.еи 

и. ее нри.дuженилми. к рсL3рёtбuтке мсLтемсLти. '-iet.:кUL'U uбеt.:нечени.л 

комньютеров. 

J:3. конце каждой l'JlciBЫ lIOM(;Щl;tiЫ 3ciДci'-iИ. ДJIЛ (;ciMOt.:TOЛTeJIЬ

HOL ·о µешени.л. Нсtи.бодее тµу дные 3а.Дсi'-1И Gtiа.бжены уксL3а.нилми. 

J:3. некоторых 3ctДct'-iciX t.:uдержёtтt.:л и. теорети. '-iе t.:ки.е ре3 у дьтсt·1ъ11 
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ДОllОJlНЯ.ЮЩИе ос.;новной текс.;т. Ча..с.;ть 3а..Да..'1 11{->ИДУ Мё:\,Нё:\, а..ВТО{->сL

ми, '-lа.с.;ть 3а.и.мс.;твова..на.. и.3 дi->У 1 'и.х 3а..Да..'1ни.ков и. у L1ебников. 
Дис.;кrетliа..Л мu.темu.тикu. - бури:о 1->а.Звивu.ющмс.;я обдu.с.;ть. 

К с.;ожа.1шнию, В этом у'iебнике мы не На.ШJlИ ВO3МОЖНO(.;ТИ. да.же 

0630{->НО И.3JЮЖИ.ТЬ некОТО{->ЬШ {->е3удьтu.ты, {->а.ЗВИ.Ва.ЮЩИ.е КJiс\,(.;

(.;И.'i:е с.;кую теоrию Г{->а.фов (ги11еrгrа.фы, с.;ети. Петrи, потоко

вые ДИ.а.1'{->а..Ммы) И теоrию Я.3ЫКОВ ( с.;ве{->ХЪЯ.3ЫКИ, ё:\,.1:П'ОМа.ТЫ На..Д 

(.;'1'{->уктура..ми., OTJlИ.LlHЫMИ. от (.;JIOB, теоrию а.111 'O{->И.ТМОВ Ка.К ди.
liа..МИ. Ч:еl:КИ.Х с.;и.с.;тем, то110JЮ1'и.ч:е с.;ки.е методы в с.;ема.liтике). Мы 

rекомендуем интеrес.;ующемус.;я '-lИТа..тедю обс.;тоятедьно нa..11и.

c.;u.liliYIO Ha..нdbook ot' Theoгetic.;u.L Co1111 )uteг Sc.;ieнc.;e " а. та..кже " r , 
11о с.;дед.1:iи.е выну с.;ки. 11еrи.оди.'-lес.;ко1'0 И.3Да.liи.л " Lec.;tuгe нotes iн 

Corнruteг Sc.;ieнc.;e ;·. На..и.бодее и.liтerec.;tlыe, с.; liа.шей то'-lки. 3{->е

liия, {->а.боты и3 это~ ·о И.3Дё:\..1:iи.я. ука.Зё:\..1:iЫ в с.;ни.с.;ке ди.теrа..туры. 

Для ус.;неши:O1·O OL:BOeliИЯ Мё:\.Те{->И.а.!Iё:\. КНИl'И. ДO(.;T' ё:\.TO'itlO 3Нё:\.-
V V 

ния. '1'{->а.ДИЦИОННЫХ ку{-> L:ОВ ма..тема.ТИ '-leL:KOl'O а.На.11И.3а.. И динеинои 

а.111 'ебrы, 'iИТё:\.емых в техни '-lе с.;ком у нивеrс.;итете. Мы в ос.;нов

ном опи.rа.11ис.;ь и:1::1, ма..теrи.а.11, И.3Jюжеи:liыЙ в вьпrу с.;ка.х I- IV liа.

с.;тояще1 'О комндекс.;сL у'-lебни.ков. 

l3 текс.;те Кllиги имеютс.;л с.;с.;ылки. liё:\. дrугие вынус.;ки комндек

с.;1::1, у'iебников . Та.кой с.;с.;ыдкой с.;дужит номеr вы11ус.;кс1,. На.111->и

меr, [l j О3НсL'iё:\.ет, '-lTO и.меетс.;я. в виду неrвый вынуек. Сс.;ыдки 
бе3 {->ИМL:КИХ цифr OТfiO(.;ЛТ(.;Л только К этому, девятJ:Iа..ДЦа.ТОМУ, 

вынус.;ку . Та.к, (с.;м. 1.2) отс.;ыда..ет '-lИТа..тедя ко втоrому llа..{->а..-

1'{->ё:\.фу lle{->BOЙ l'Jlё:\.BЫ 1 ё:\. (с.;м. Д.7.1) - К lle{->BOMY ДOllOJIHe.l:iИ.IO 

с.;едьмой гла..вы эт·ой кliи.ги . Сс.;ыдки и:а.. lioмera.. фоrмул и rи

с.;у нков на..б{->а.Ны обы 'iным шrифтом (на..111->имеr, (2.1) - 1шrва..я 

фоrмуда.. в 1·дu.ве 2, (rис.; . 1.5) - нлтый rис.;унок в 1'да.ве 1). 
Dодьшиllс.;тво ис.;поль3уемых в этой Кliиге обоЗllсL'i:ени.Й 11оме

щtшо В lle{->e'-lнe 0(.;tlOBliЫX обО3На..'iеliиЙ, l'де liа..{->ЛДУ (.; их К{->а..ТКОЙ 
{->а..L:ши.фrовкой ука.За.НЫ l 'Jla,Bё:\, и lla.{->a..l '{->a..ф, в КОТО{->ЫХ можно 
на..Йти. бодее нодробliое обълс.;нение 110 ка..ждому и.3 обознсL'-lений. 

Ддя. '-lа..L:ти обо3На..'-lений, введенных в неrвом вынуL:ке, у ка.За..ны 

l'да..вё:\. и Нё:\.{->а.1'{->а..ф 11еrво1·0 вынус.;кu., ё:\. тu.кже 111->и необходимос.;ти. 

l'Jia..Bё:\. и Llа..{->ё:\.1 '{->а..ф этой кни1·и.. Нё:\.11{->имеr, I-1.3, 1.1 нока.Зывё:\.

ет, 'iTO обо3tlё:\.'-lение введено в тrетьем llё:\.{->a.l'{->a..фe 1шrвой l'да..вы 
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Ш:~рво1·0 вынуt.жu. и нолс.;1tе1tил к 1tему t.:одержu.тt.:л в нервом нu.

рёы 'рсtфе нервой l 'JlcLBЫ девЛТliU.ДЦёLТОl 'О вынуt.:ка.. 110(.;JШ ЭТОl 'О 

нepe'iliЯ. нриве.це1tы littниt.:ttliиe и рус;t.:кое нроиз1tоше1tие вхuдя.

щих в формуды букв JlU.TИlit.:KOl'O и l'pe'iet;KOl'O а,,!lфсtвитов. 
В ко1tце KliИl'И номещены t.:ниt.:ок рекомендуемой дитерсt.туры 

и нредмет1tыЙ у КсLЗсt.1·едь, в котором рсt.с;н0Jюже1tы в а,,Jlфсt.вит1tом 

норя.дке (но с;у щеt.:·1·витеJ1ь1tому в име1tитеJ1ь1tом нсt..цеже) вс;е 

выдеденные в текс;те по.л,ужир'Н,ь~.м курс·ив о.м термины с; 

уксLЗсt.liием с;трu.1tицы1 1 ·.це Oliи t.:тро1 'О онредедеliы иди онис;u.1tы. 

Выде,11ение термина. с:rз~т.л,ым курс:·иrзим ознсt.'iсt.ет, 'iTO этот 
термиli в ДcLliliOM HcL.(..>cLl 'рсt.фе ОТliО(;ИТ(;Я. к КJlЮ'iевым (;JIOBcLM 
и 'iитu.тедю доджно быть извеt.:т1tо е1'О знсt.'iение. З1tct.'ie1tиe 

u 

ЭТОl'О термина. можно утО'iНИТЬ1 На.ИДЛ (; номощью нредметНОl'О 

уксLЗсt.теJ1л необходимую с;трu.ницу это1·0 вынуt.:кu.1 нu. которой 

термиli онредеJ1е1t иди oниt.:ct.li. E(.;JIИ термиli введеli в дру1·ом 

вынуt.:ке1 то да.на. с;t_;ы:дка. нu. этот вынуt.:к (нш1ример1 ПI ознсt.'iсt.ет 
ссыдку lict. третий выну ск) 1 а. тсt.кже у KcLЗct.lict. курсивом стрсt.1tицсt. 

u u 

нреддш·сt.емои к1tи1·и1 lia. которои имеютс;л 1tекоторые нолt.:1tе1tил 

к этому термину . 

Авторы вырсt.жсt.ют 1·дубокую бдсt.1·одu.р1tо t.:ть А.А. Киридь

'iенко И м.с. ВинОl'.(..>ёLДОВОЙ За. МНОl'О'iШ.:денные 110Жt',,JlёtНИЯ. И 

3a.Me'ictliИЯ., которые быди Y'iTeliЫ нри НОДl'ОТОвке KliИl'И. 

llep1:щ 'iТением КНИl'И в цедлх (;U,MOKOHT.(..>OШI нреддёLl'сtетt.:л 

выноднить нриведенные ниже зсtдсtнил. 1:3 текс;те зсtдс:t.ний пря
мым полужирным шрифтом выдеJ~ены термины, знсt.'iе1tие 

которых доджliо быть извеt.:тliо 'iИТсtтеJ1ю 1 u. в ко1tце кu.ждо
ео зсtдсtнил уксLЗа.Но., t.:t.:ь1.11кct Но., номер вынус;ко.,1 в котором можно 

1tсtЙ1'и соответствующие рсLЗълс1tе1tю1. В ос1tов1tом тексте KliИl'И 
u 

эти термины не выдеJ~ены и не входлт в нредметныи уксLЗсtтеJ1ь. 

Задания: для: самопроверки 

1. Что тсtкое кo1te'i1toe множество, подмножество, эле

мент множеt.:твсt'? Ксt.кими сноt.:обсtми можно зсLдсt.ть МliО

жеt.:тво'( llриведите нримеры конечных и счетных мно

жеств. [I] 
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2. Н вллетL:л ди множе<.:тво в<.:ех рациональных чисел 

счетным'! [l] 
3. Ч.то та.кое множество вL:ех действительных чисел'! 

qто нонима.ют нод расширенной (пополненной) числовой 
прямой'! [I] 

4. НвллетL:л ди множество натуральных чисел соб

ственным подмножеством множества целых чисел'! [I] 
5. Ка.кие онера.ции на.д множеt;тва.ми Ны зна.ете'! llepe'iи

t;.11итe t;вОЙt;тва. этих онера.ций. [I] 
о . Н 'iем за.кдю'iа.етt;л принцип двойственности ддл за

конов де Моргана'! [ 1] 
7. Из Ка.КИХ ЭТа.lЮВ t;О(;ТОИТ ДOKa.Зa.'l't',JlЬ(;TBO 110 методу ма

тематической индукции'! I] 
8. Сформудируйте 011редеJ1ение взаимно однозначного 

отображения двух мнuжеt;тв. Ч.тu та.кое тождественное 

отображение'! Чему ра.вна. композиция прямого и обрат

ного отображений двух множес.;тв'! [I j 
9. llpи ка.ких уt;.1ювилх uтuбра.жение uднut'U мнuжес.;тва. в 

дру1'uе на.Зыва.ют сюръекцией1 инъекцией и биекцией'! [I] 
lU. Что на.Зыва.ют неподвижной точкой отображения'! 

Скuдькu ненодвижных ТО'iек у отобра.женил у= t:>iн:.i·'! [I] 
11. Какие элементарные функции Ны зна.ете'! [ П] 
12. Что 'l'a.кue область определения и область значения 

функции'! [I] 
13. llриведите нримеры функций1 непрерывных в интер

ва.11е (и,Ь) . Н 'iем ра.Зди'iие между монотонной и строго 

монотонной в некотором нромежутке функцилми'! [I] 
14. Что '!'а.кое последовательность элементов множе

ства'! [I] 
15. Ка.кими с.;войс.;твсtми 06J1а.да.ет предел последователь

ности'! [I] 
lo. Сформулируйте при3нак Вейерштрасса сходимо

сти Ul'pctHИ'ieннuи 110 (.;JН:ЩОВсtТедьнuс.;ти. [I] 
17. Ксtкова. <.:вя.зь меж11,у KUJIИ'iet; 1'вoм сочетаний и KUJIИ'ie

c.;твuм размещений из п эдементов 110 k'! [I] 
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18. Чтu ·1'1:t,KU~ единичная и. нулевая матрицы'! [III] 
1~. '-iтu такu~ диагональная матрица1 вepxнJIJI тре

угольная (нижнJIJI треугольная) матрица'! [III] 
20. Ддя Ма,'l'l-->И.Ц Ка,КИ.Х типов (рммеров) Ulli-->~Д~JШliЬl 

011~µации сложениJI и. умножениJI'! [lП] 

21. Что такое определитель 'iИ.t.:Jювой квадратной ма
трицы порJiдка п'! Ксt,к с.1:шзсt,ны uн~µсt,ции транспонирова

НИJI и вьг1исJ~енил обратной матрицы'! [III] 
22. Ксt,кую квсt,дµсt,·1·liую Ма,'l'I-->и.цу liаЗывсt,ют вырожденной1 

а ксt,кую - невырожденной'! [III] 
23. Ксt,ки.~ с.1:юйс·1'всt и.меют uн~µсtци.и. сложениJI свободных 

векторов в 11µucтµctlit.:тв~ и. умножениJI вектора на число? 

Ксtки.ми. сtJн'ебµсtи. 'tески.ми. свuйствсt,ми. uбдсtдсt,ют скалJiрное и. 

векторное прои3ведениJ1 вектuµuв'! llI] 
24. Чтu тсtкое коллинеарные и. компланарные векто-

µы'! [111] 
25. Чтu такuе линейное пространство'! Ксtкuвы ак

сиомы линейного пространства'! Что такuе линейное 
арифметическое пространство'! [IV] 

26. Чтu тсtкuе рммерность линейного пространства и. 
бмис линейного пространства'! [IV] 

27. Чтu тсtкuе линейный оператор'! IV] 



◄ и ► 

# 
и Е: А 

ОСНОВНЫЕ ОБО3НА ЧЕНИЯ 

нач.i::tдО и окончание дока,3ат!:'дьст1:щ 

окончание нримера иди 3амеч.анил 

эдемент и 11ри1tадJ~ежит м1tожеству А (м1tоже<..:тво А 

содержит· элемент и) I-1.1, 1.1 

элемент и не нринадлежит множеству А (множество 

А не t,;одержит элемент и) I-1.1 1 1.1 

{и, ь) с} - множеt,;'l'ВО, СО(..;'l'ОЯ.Щее И3 элементов и) ь) (; I-1.1, 
1.1 

А = { х; ... } - множество А состоит И3 эдементов х 1 обладаю

щих <..:воиством, у кi::tЗанным нocJie двоеточ.ил I-1.1, 
1.1 

!о 

и 

А = В 

11уt,;тое множеt,;тво I-1.1, 1.1 

универсальное множество 1.1 

множеt,;тва А и В равны 1.1 

А С В, В -:) А - множе<..:тво А лвшrетсл нодмножеством мно

жества В (А включено в В) I-1.2, 1.1 

А С В1 В-:) А - множеt,;тво А вюrю'iено в множество В или 

совш:tдает с ним1 I-1.2, 1.1 

АПВ 

AUB 

А 

А\В 

А6.В 

11epet,;e'ie1tиe м1tожеt,;тв А и В I-1.4, 1.1 

объеди1tе1tие м1tожеств А и В I-1.4, 1.1 

ДOllOJIHeliиe МliОЖества А до у1tиверсадЬНОl'О MliOЖe

(..;'l'Bёi I-1.4, 1.1 

рi::tЗноt,;ть мнuжеt,;тв А и В I-1.4, 1.1 

симметрич.ескал рi::tЗ1tость м1tоже<.тв А и В I-1.4, 
1.1 
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k 

UAi - объединение k множе<.:тв А1 1 ... 1 Arc I-1.41 1.5 
i -l 

k 

nлi 
i -l 

2А 

V и /\ 

V 

(\ 

• 

х 

V и 3 

(х 1 у) 

Х х У 

ст 
п 

множе<.:тво в<.:ех нодмноже<.:тв множе<.:твсt А 1.1 

(.;ИМВОJIЫ дизъюнкции и конъюнкции I-1.5, 1.1 

будево объединен:ие 3.4 

булево неµес.;е'iение 3.4 

с.;имвод имндикс:t.ции I-1. 5 1 1.1 

(.;ИMBOJI ЭКВИВНJiеНТНО(.;ТИ l-1.51 1.1 

отµицсtние вы<.:ксtзывсtнил А I-1.5, 1.1 

булево до1юднение эдементсt х 3.4 

ква.нтоµ вс.;еобщнос.;ти (Vx - ддл дюбо1·0 х) и ква.н

тоµ с.;ущес.;твовсtния. ( 3х - с.;ущес.;твует х) I-1.51 1.1 

уноµя.до'iеннсt.н 11ctµct эдементов х и у 1.2 

нµлмое (дексtµтовu) 11µuизведеtlие мнuжес.;твсt Х шt 

Ml:iUЖ(;(.;TBU у I-2.51 1.2 

п-л дексtµтовсt с.;те11еtlь множес.;твсt Х (дексtµтово 11µ0-

изведеliие п экземш1я.µов множес.;твсt Х) I-2.5 

'iИt;JIO µаЗмеще1tиЙ (без новтоµеliиЙ) из п эдеме1tтов 

но rn I-2.6, 1.9 

'iИt;JIO c.;o'ieтctliиЙ ( без новтоµеliиЙ) из п эдемеliтов 110 

·rn I-2.6, 1.9 

'iИt;JIO 11еµес.;тсt1tовок из п эдеме1tтов I-2.6, 1.9 

MliUЖ(;(.;TJ::IO liёtTYI:->НJIЬliЫX 'iИ(.;eJl I-1.3, 1.9 

множес.;тво tlеотµицсtтедьliых цедых 'iИ<.:!:',,JI 1.9 

мliожес.;тво цеJ1ых 'iис.;ед I-1.3 

м1tожес.;тво µсtцио1tНJ1ь1tых 'iИ<.:eJI I-1. 3 
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lR 

[х, у] 

OCHOHHЫl!J ОНОЗНА Чl!JНИН 

множеL:т.1:ю деиL:твитедьных 'iИL:e.11 

3с1.,мкнутый нромежуток ( отрезок) 

I-1.3 

I-1.3 

(х, у) открытый нромежуток (интерщt.11) I-1.3 

[х, у) , (х , у] - 11одуинтерва,11ы I-1.3 

j"; А • В - отобрс1.,жение ( функцил) из множеL:твс1., А в множе

L:тво 13 I-2.1, 1.3 

у = j" (х) - эдемент у еL:ть обрс1.,3 элементс1., х нри отобрс1.,жении 

j" I-2.1, 1.3 

j"; х i-+ у - отобрс1.,жение (функция) нереводит эдемент х в э.11е

мент у, т.е . у= f' (x) 1.3 

отобрс1.,жение, обрс1.,тное отобрсtжению i I-2.3, 1.3 

нодный 11рообрс1.,3 ЭJ1ементсt у нри отобрсtжении j" 
I-2.1, 1.3 

j"(G) обрс1.,3 множеL:твсt С нри отобрсtжении i I-2.1 , 1.3 

j'-1(D) - нодный нрообрёtЗ множеL:твсt D нри отобрсtжении i 
I-2.1, 1.3 

13А - маожеL:тво вL:ех отображений из А в 13 1.3 

р v rJ, i v g - комнозици.я: L:оответL:твий р и rJ, комнозиция. ото

брсtжений I и g 1.3 

р С А1 х Ai - L:оотве1·L:твие из множеL:твсt А1 в множеL:тво Ai 
1.3 

D (j') 

D (p) 

R(j') 

R (p) 

обдаL:ть онредедения. отобрс1.,жения. f" I-2.1, 1.3 

обдаL:·1ъ онределенил L:оответL:твил р 1.3 

обдаL:ть зна'iенил отображения I I-2.1 , 1.3 

обдаL:ть зна'iенил L:оответL:твил р 1.3 

( ) 1.3 р х L:t'ieниe L:OUTBtTL:TBИЛ р 

р- 1 L:UOTBel'L:Tвиe, oбpctтtloe L:OOTBeTL:TBИIO р 1.3 

р С А1 х ... х Ап - n-ap1toe отношение lict м1tожеL:твсtх А1 , ... , 
Ап 1.3 

idл - дисt1·O1tа,11ь м1tожеL:твсt А 1.3 



р* 

f"n (х) 

Plc,u 

Plc 

Plr.>c 

Рlм 

[xJr 

15 

peфдeKCИBliO-тpali3И'l'ИBliOe замыЮLliИе бишJ..pliOl 'O от

ношеliИЯ: р 1.6 

резудьтат n-кpaтliOl'O 11µимеliеliил фуliкции / к ЭJШ
менту х, 11ри'iем /u (x) = х 1.8 

( С, D )-01 ·paliи 'ieliиe соответствия. р 1.4 

С-сужеliие соответствия: р 1.4 

стро1·ое С-сужеliие соответствия. р 1.4 

Оl'рани'iение бинарно1'0 отношения: р на 110.цмноже

ство М 1.4 

иliдексированliое семейство множеств ( с множест
вом индексов I) 1.5 

объединеliие индексирощtнliОl'О семейства множеств 

1.5 
V 

нересе'iение индексированного семеиства множеств 

1.5 

кдасс ЭКВИВШШН'l'НОСТИ Эдемента Х 110 О l'liОШению 

ЭKBИBc\.ileliTliOC'l'И f.} 1. 7 

А/ р фактор-мliожество мliожества А 110 отliошеliию эк
вивш1ентности р 1. 7 

а= Ь (rнod k) - 'iИСда а и Ь равliы 110 модудю k 1. 7 

=(rrюdk) - биliaplioe OTliOШeliиe paвeliCl'Ba 110 модудю k 1. 7 

~ 1 -<, С 1 ~ - с·л:ы1дартные обозна'iенил µазди'iных отноше

liИИ 11орлдка 1.8 

~ 1 >-, =i 1 >r== - обозна'lения отношений порл.цка1 двойственных 
t,;OUTBeTt,;TBeннu к ~' -<1 с1 ~ 1.8 

< 1 -< 1 С - обuзна'iенил отношений t,;тµо1 ·01 ·о норлдка, 011реде
дя:емых соответственно ::;::: -< С 1.8 ---.с:: ,_,_ 

> 1 >-, =:J - обозна'iеliиа uтношеliиЙ t,;тpu1·01·u 11орндка, двuй

t,;твенных соответt,;твенно к <, -<, С 1.8 

<I oбoзlia'ieliил отношения: доминирования:, 011µедеJ1я.е

мо1 ·о OTliOШeliиeм норлдка ~ 1.8 
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~uµ В ( iпf" В) TU'i.1:iё:l.,}i B~J-)XtlIOJ. (1'U'itlё:l.,}i .1:iИ.ЖШi.Н) 1 'J-)ё:l.,.1:iЬ М.1:iUЖ~-

t.:тва 1З I-2. 7, 1.8 

~ uµ Хп ( iпf" Хп) - тu 'itlaл верх.t:iлл (тU'itlaл .1:iИ.Ж.1:iЛЛ) l 'J-)ё:1.,.1:iЬ 11u
t.:Jшдuвaт~1ьtlut.:ти. Хп 1.8 

li111 Хп 
n • ::x.> 

о 

о 

1 

V 

.1:iё:l.,ИМ~.1:iЬШИ.И ЭJШМ~.1:iТ И..1:iДУ KTИB.l:iOl'O 'iё:1.,L:ТИ. 'itlO у нoµл-
ДO'ietltlOl'O М.1:iОЖеt.:тва 1.8 

м.1:iuжеt.:тво А экви.вад~.1:iТ.1:iU М.1:iОЖ~t.:тву 1З 1.9 

мощ.t:iо t.:ть MtlUжet.:тl3-a А 1.9 

МОЩ.1:iОL:ТЬ t.: 'ieT.l:iOl 'O MtlOЖet.:T13-ё:I., 1. 9 

мощноt.:ть конти.нуума 1.9 

нудь uтноt.:и.тедьно uнеµаци.и. 2.1 

едИ.1:iИ.Цё:1., O'l'tlOL:И.T~lЬ.l:iU онеµаци.и. 2 .1 

u, - l эдемент, обµатный эдементу а 11µи. му дьти.1ши.кати13,
ной 3ё:1.,11И.(.;И. l'J->YlllJ.Ьl 2.2 

V 

-а эл~м~нт, пµuтивuпuлuжныи эл~менту а при аддитив-

нuй 3ё:1.,11И.t.:И. кuммутаТИ.13-НUЙ l'J->YllllЬl 2.2 

Sn t.:и.мм~три.'iеt.:кал 1·µу1111а t.:тене.1:iи. п (1·µу1111а нод t.:та

НО13-ОК r1,-эдементно1-о множеt.:т13-а) 2.2 

аН (На) - де13-ыЙ (нµс:1.,13,ыЙ) t.:межный кдаt.:t.: нод1·µу1111ы Н (ка

кuЙ-ди.бо 1-µунны G), uнµедед.немый эдeмetl'l'UM а Е= G 
2.7 

G / Н фактоµ-1-µу1111а 1·µу1111ы G но .1:iOJ-)MaJJ.ЬtlUЙ 11од1-µу1пш 
Н 2.8 

в 

кодьцо 13-Ы'iето13- 110 модулю k 2.3 

аддити.13-нс\Jl 1-µу1111а 13,ыч:ето13, но модудю k 2.3 

мульти.ш1и.кати.внал 1-µунна вы'i~тов но модулю р 

(ДдЛ liJ-)Ot.:TOl'O р) 2.3 

нuдукодьцu ( { о, 1} 1 +, ·, о, 1) (дву XЭJleMetll'tlUe llUдy
KUJlЬЦO) 3.1 
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ПОдуКОJIЬЦО (JR+ 1 IIlill1 +1 +::xJ 1 0) (подуКОJIЬЦО .1:!Е~ОТ
рИЦа.ТедЫiЫХ деЙt.:ТВИТt;/IЫiЫХ 'iИL:ед вмеr;те (; +::xJ (; 
ош~ра.ция:ми взлтил liа.и:меньшего эдемента. и: t.:Jюже

.1:iил) 3.1 

11одукодьцо (2А 1 U 1 n1 0 1 А) (11одукодьцо вr;ех нод
м.1:iожеt.:тв м.1:iожеt.:тва. А) 3.1 

подукодьцо (2АхА, U, о, 0, idл) (пОJrукольцо вr;ех 
бина.рных отношений на. множеr;тве А) 3.1 

11оду кодьцо ( No 1 +, ·, О, 1) ( ноду кодьцо .1:iеотрица.

теJrьных Ц(:;!IЫХ ч:иr;м r; обычными онера.цилми L:Jю
же.1:iил и у М.1:iОЖе.1:iия:) 3.1 

нодукодьцо ([и 1 Ь] С !R1 rна.х1 rнiп, а, 1 Ь) (нодукодьцо 
V V 

'iИL:(:;11 из отрезка. 'iИL:Jювои нря.мои L: 011ерацин.ми взн.-
тил ма.кt.:имума. и ми.1:iимума. из двух 'iИL:ед) 3.1 

Matr( S) - м.1:iожеL:тво вL:ех ма.триц r; эдеме.1:iта.ми из ноду кодь
Ца. S 3.3 

Мп(S) 11оду КОJlЬЦО КВа.Дра.Т.1:iЫХ Ма.триц норя.дка. п (; Эдеме.1:i

Та.МИ И3 11Оду КОJlЬЦа. S 3. 3 
V 

ПOJIYKOJIЬЦO вr;ех ,цмителеи На.тура.JIЬНОГО 'IИ:L:Jia. п 

3.4 

L х п 1 L х п - тО'i.1:iа.Н. верх.1:iн.я. 1 ·ра.1:iь бer;кo.l:ie'i.1:il>Й ноr;дедова
nс.N 

тедЫil>L:ТИ х1, ... 1 Хп, ... эдеме.1:iТОВ 3a.MK.l:iYTl>l'O 110-
ду КОJlЬЦа. 3. 2 

итера.цин ( 3а.МЫКа..1:iИе) эдеме.1:iТёt U 3a.MK.l:iY 'l'l>l 'O 11Оду

кодьца (иди 11одукодьцс1 r; итерацией) 3.2 

двухэ;шме.1:iТ.1:iсtя. будевс1 шн·ебрсt (то же, '!ТО 11оду

кодьцо В) 3.4 

А= (А, П , 11) - шн·ебрсtи'iеt.:кая. L:иt.:тема L: .1:iОt.:итедем А L:Иl ·
' .1:iа.Турой, (;()(;ТОЯ.Щей И3 М.1:iОЖеL:тва 01Шра.ций ! ! И 

M.l:il>Жet.:твct ОТ.1:iОШе.1:iиЙ 11 4.1 

А = ( А, П) - шн ·ебра. r; .1:iОt.:ИТ(:;!1ем А и r;и1 '.l:ict.тy рой ( м.1:iоже
t.:твом онераций) ! ! 4.1 
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А = ( А1 П) мод~1ь L: tlОL:и.т~н:~м А и. L:И.1 'Шtту рой ( МtlОЖ~-

t.:твом ОТtlОШЕ:Ши.Й) 11 4.1 

[B]1t замыкаtlи.~ МtlОЖ~t.:тва 1J 110 011~раци.ям t.:И.t'tlaтypы П 

(П-замыкаtlю:~ мtlожеt.:тва В) 4.2 

h; А ➔ В - гомоморфизм h аJtг~браи. чеt.:кой t.:и.t.:т~мы А в аJ1-

1'~браи. ч~t.:кую t.:и.t.:т~му В 4.4 

К~гh 

h(A) 

л:дµо гомомоµфи.зма h одной а-7IГ~бµаи'l~t.:кой t.:и.t.:т~

мы в дРУ1'УЮ 4.4 

1 'омомоµфtiыЙ обµаз аJН '~бµаи. ч~L:кой L:и.L:т~мы А ( от
tlОt.:и.т~дьtlо 1'омомоµфи.зма h) 4.4 

L:и.мвод изомоµфизмёL аJН '~брёLи. '-l~ t.:ких. t.:иt.:тем 4.4 

А/ р фёLктор-t.:иt.:темёL аJП'ебрёLи'-lеt.:кой t.:иt.:темы А 110 коtl

гµуэнци.и. р 4.3 

·и f----lG ·и - верши.tlёL ·и t.:oeди.tletlёL µебром t.: веµшиtlоЙ ·и в ш:~opи.

etlти.µoвёLtltlOM t'µафе G (и.м.я. t'µафа '-!аL:то 011уLжает

t.:л:) 5.1 

·и ➔с ·и - L:ущеt.:твует ду l'i:L в оµи.ентиµоваtltlОМ t'.(.)ёLфе G L: tlёL

'-laJIOM ·и и. коtlцом ·и (и.мл 1 'µафа '-lat.:тo 011у t.:каетt.:.я.) 

5.1 

·и 1==1 * с ·и - из веµши.ны ·и ( неориентированно~ 'О 1 'рафа G) до
L:ти.жи.ма верши.tlа ·и (и.мн 1·рафа '-!аL:то 011уL:каетL:.я.) 

5.1 

·и 1==1+ ·и - t.:ущеt.:твует цень ненудевой ДJ1и.ны1 t.:оедин.я.ющсtЯ. 

веµши.tlы ·и и. ·и (tieoµи.etlти.µoвatltlOt'O t'µафа) 5.1 

'U l==jn 'U - t.:ущ~t.:тву~т Ц~llЬ ДJ!И.НЫ '(1.,1 t.:о~ди.н.я.юща.я: В~.(.)ШИНЫ 'U 

и. ·и (неоµи.енти.µованно1'0 1'.(.)афа) 5.1 

'U =?-* 'U - И.3 в~рши.ны 'U ( tleKUTU.(.)01 '0 ори.енти.роваtlНОl ·о 1 'ра-

фа) доt.:ти.жи.ма в~µши.на ·и 5.1 

·и=?-+ ·и - t.:ущеt.:твует нуть ненудевой длины из вершины ·и в 

веµши.tlу ·и (в ори.енти.рованном t'рафе) 5.1 
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r_:ущ~t.:тву~т нуть ддиliы п 11з в~ршины ·и в в~рш111iу 

'U (в op11~1i'l'l1{-)0BёtliliOM 1 ·раф~) 5.1 

L:TelШliЬ веµш111iЫ 'U (в 1ieoµ11e1iTl1I->OBёtliliOM l1Jll1 0µ11-

eliTli{-)OBёtliliOM 1·рафе) 5.1 

llOдyGтeнeliЬ 11(.;ХОДёt верШ111iЫ 'U (в 0µ11eliTl1{-)0BёtliliOM 

1 ·µафе) 5 .1 

llОдуGтеШ:ШЬ захода верШ111iЫ 'И (в 0µ11eliTlil->OBёtliliOM 

гµафе) 5 .1 

MliOЖeGTBO BGex TёtKliX веµш111i 'U ( 0µ11eliт11µoвёtlili

l'O ид11 неориентиµоваliНОl'О 1'рафа) 1 что ·и ➔ ·и (ддл 

0µ11eliTl1{-)0BёtliliOl'O 1·рафс1,) l1Jll1 'U f----J 'U (ддя. lieop11eliTl1-

poвc1,1iliOl'O 1·µс1,фс1,) 5.1 

MliOЖeGTBO BGex ТёtКИХ веµш111i 'U ( 0µ11e1iT11I->OBёtlili01'0 

l '1->ёtфёt) 1 '-J.'l'O 'U --+ 'И 5 . 1 

L{ u] GllliGOK t.:MeЖliOGTli верШ111iЫ 'И ( В lieo µ11eliTl1{-)0 Bcl,liliOM 

l1Jll1 op11eliTИI->OBcl,liliOM 1·µафе) 5.2 

d('u) 1 h (·и) 1 l (·и) - 1 'дубиliа1 выt.:ота и уровеliь r_:ooтвeтt.:твeliliO 

узда ·и деµева 5.3 

hг выt.:отс1, деревс1, '1' 5.3 

G 1 '""' G 2 - 1 'µс1,фы G 1 и G2 изоморф!iы 5. 7 

G 

V* 

дo11oдli~1i11e 1•рс1,фс1, G 5. 7 

мliожеr_:тво вt.:ех GJIOB в с\,11фав11те V 7 .1 

v+ MliOЖeGTBO вt.:ех liену t.:тых (,;JIOB в с1,дфавите V 7.1 

vп V 71 MliOЖeGTBO вt.:ех GJIOB ДJIИliЬI п в ё:1,Jiфёtвите . 

л 11у t.:тое GJюво 7.1 

x (i) i-я. буквс1, GJювс1, х 7.1 

x (l)x(2) ... x (k) - 11обукве1i1iёtЛ зш111Gь GJювс1, х 7.1 

('u l х, 'V) - вхожден11е (,;JlOBёt х в (,;JlOBO у= 'UX'V 7.1 

'U L 'U GJIOBO 'U ВХОД11'1' В GJIOBO 'И 7.1 

L-1 · L-2 Goeд111ie1i11e (коliкате1iац11л) я.зыков L-1 11 L-2 7.1 
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и.тераци.я. я.зыка L 7 .1 

нози.ти.J:3.liал и.тераци.я. я.зыка L 7 .1 

ноду кодьцо .1:3,с.;ех лзыко.1:3, J:3. а.11фа.1:3,и.те V 7 .1 

нра.1:3-И.JЮ J:3.ЫJ:3.ода (нродукцил) J:3. l'рамматике 7.2 

цено'--iка б lie11ocpt\ЧGTJ:3.eliliO J:3.ЫJ:3.Одима J:3. 1'рамматике 
G и.з ценоч.ки. 1 (и.мл l'раммати.ки. 'i.асто онус.;каетс.;л) 

7.2 

це1ю'--lка б lie11oc.;peдc.;т.1:3,eliliO J:3.ЫJ:3.оди.мс\. J:3. 1'рсLммсLти.ке 
G и.з цено'i.ки. 1 нри.меliеliи.ем нрсL.1:3-И.дсL р 7 .2 

цепочка б выводима в грамматике G из цепо'Iки. 1 
(и.мл l'рёLММёLТИ.КИ '--icLGTO 011ус.;ю:1..еТ(.;Л) 7.2 

с.;уще(.;т.1:3,ует J:3.ЫJ:3.ОД lieliyдeJ:3.oЙ дди.liы цено'--iки. б J:3. 
грёtммёtтике G и.з цепо'Iки. 1 (и.мл грёtммати.ки 'IcLL:TO 
011уL:ксLетс.;л) 7.2 

c.;yщeL:'l'J:3.yeт J:3.ЫJ:3.ОД дди.liы п цено'i.ки. б J:3. l'рёtммати.ке 
G из ценоч.ки 1 (и.мл l'раммати.ки 'i.ёJ..L:TU онус.;каетс.;л) 

7.2 

сх • fJ1 1 fJi I • . , 1 fJп - зани.с.;ь Мliожес.;т.1:3,а 11ра.1:3,и.д 1 'раммати.ки. с.; 

R(V) 
(сх + (J) 
( (Х. (J) 

u u u 

7 2 ОДliОИ и тои же девои 'i.aGTЬIO (Х • 

11одукодьцо ре1'удя.рliых я.зыко.1:3, J:3. а.11фа.1:3,и.те V 7.4 

с.;умма ре1'удлрliых .1:3,ыражеliи.Й 7.4 

нрои.з.1:3-едеliи.е ре1'удя.рliых .1:3,ыражеliи.Й 7.4 

итерация. И llOЗИTИJ:3.licLЛ итерация. ре1 'YдЛpliOl 'O .1:3-Ыра

жеliИЯ. L:OOTJ:3.eTL:TJ:3.eliliO 7 .4 

Ч ➔и, Г - И.3 L:OL:TШiliИ.Я. Ч KOlie'i.liOl'O ё:l.,J:3.ТОМё:1.,Тё:1., J:3.03MOЖeli 11ере

ход J:3. (.;0(.;ТОЛliИ.е ,,. 110 (.;И.МJ:3.Оду (и.ди. 11у(.;ТОЙ цено'i.ке) 

а 7.5 

ча • ,,. - 3а,ПИL:Ь КОМёLНДЫ коне'IНОГО а,ВТ'ОМёLТёL ( ПО с.;имволу 
u 

иди 11у с.;тои цено'i.ке а pcLЗpeшeli нереход из L:О(.;ТОЯliИЛ 

q J:3. L:OGTOЛliИ.e 'Г) 7. 5 
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ценО'-1.Ю:L Х '-1.ИТёW'l'СЯ. IO:L liекотором нути И3 СОС.ТОЯ.liИЯ. 

q н t.:Ot.:TOЯ.liИe ,,. коне'-lНОl'О all'l'Oмaтa 7.5 

л3ык коне'-lнОt'О автомата М 7.5 

L:ИMl:IOJI ЭKllИlli:t.JleliTHOL:TИ KOlie'-iHЫX allTOMaTOll 7. 5 

qaZ • гу - 3а11иt..:ь комаliдъ1 Мll-а1:п'омата (и3 сос·1'ОЯ.liИЛ q с 
нерхним L:ИMllOJIOM В маt'а3ИНе Z 110 входному симво-

V 

ду иди нуt..:тои цено'-lке а pi:t.3peшeli неµехо,1..1, н t..:OC'l'O-

Лliиe г с заме!:iоЙ симвода Z цено'-iкuй 1 ) 8.4 

ГМ , f--м , Г t, Гм - ОТliОШе!:iИЛ 1:iе11осредствеli1:iОЙ выводимо
t..:ти, выво,1..1,имости, выво,1..1,имости 3а l:ie!:iy девое '-1.ИGJIO 

шаt'ОВ И выводимости 3а n шаt'ОВ COO'l'lleTt..:TlleliliO на 

множеt..:тве конфи1'ураций МН-автомата М 8.4 

L(M) я:3ык МН-автомата М 8.4 

S(L, L1 , ... , L,i) - су11еµ1103ицил (нод t..:та!:iовка) я:3ыков Li , ... , 
Ln В Л3ЫК L 8.5 

А+-!- X1Xi . . . Хт - yнopлдo'-iel:iliOe дерено, коре!:iь котоµоt'О 

lIOMe'-iel:i СИМВОJЮМ А, а JlИL:ТЬЛ имеют метки х l, ... 1 

Хт 8 .1 

А+ X1Xi ... Хт - куt..:1' yнoµя.дu'-1.el:il:iOl'O ,1..1,еµена , коре!:iь кото

ро1'О номе'-1.е!:i t..:имноJюм А, а дистья. имеют метки 

Х1, ... , Хт 8.1 
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Буквы латинского алфавита 

На.'I~J..>Га.НИ:~ llроизно- На.'l~J..>Га.НИ:~ llрои:зю.>-

шеliие шеliие 

А а. А и а, N 11 N п Эli 

в ь в ь бэ () о о () о 

с(.: с(; цэ i> р Рр llЭ 

D d 1J d дэ Qq Q q ку 

Ее Ее е R г R 'Г эр 

t' f" Fj' эф s ~ s fj Э(.; 

G g G у же т t т t тэ 

Hh н h а.Ш u u и 'U у 

I i [ i и у у V 'И вэ 

J j J j 
V 

Ww w дубдь-вэ иог 'Ш 

К k К k Ка. х х. Хх ИК(.; 

L l L l ЭJlЬ у у у у Иl'J.)~K 

М 111 м- rn эм z '/, z z зэт 

llpeд(.;'l'a.ВJШli liа.ибодее у11отребитедьliыЙ (lio lie eдиli(.;'l'Beli

liыЙ) ва.µиа.liТ 11µоиЗliОШеliИЛ (в Ч.a.(.;TliO (.;'l'И , вме(.;Т() ,, йот ;' ИliOl'Дa. 

l'OBOJ.)ЛT " жи ;·). 

Буквы греческого алфавита 

На.ч.ер- llµoизlio- На.ч.еµ- llµoизlio- На.ч.еµ- llpoизlio-

Ta.liИe шеliие Ta.liИe шеliие Ta.liИe шеш,1.е 

А с\JIЬфа. I 
V 

р (Х 1,, ИОТа. р ро 

н (J бета. к х Ka.lllla. ~ (J (.;Иl'Ма. 

l' ' Га.ММа. А ,,\ юtмбда. т т та.у 

д б дедЬТа. м µ, ми у 'И Иll(.;ИJIOli 

Е ~ Эll(.;ИJIOli N V liИ ф 'Р фи 

z ( 
~ 

( х дзета. - К(.;И х х.и _, 

н 'f/ эта. о () OMИKJ..>Oli w ф 11(.:И 

е i) () тэта. 11 7Г llИ н (,v OM~l'a. 

На.µлду L: yкa.Зa.liliЫM 11µоизliошеliием та.кже l'Овоµлт 1, длмб-
д а. ;, МЮ ;, И liIO " . 

1 " " 



1" МНО)КЕСТВА И ОТНОШЕНИЯ 

1.1. Множества 

Эдементы теории множеt.:тв и.зJюжены в [I]. Н;,:ы1омним здеt.:ь 
оt.:новные llОНЯТИЯ И. обО3НёL'iения. 

llоняти.е множеt.:твсL лВJrяет't.:Я иt.:ходн:ым не определяемым 

t.:тро1-о ноняти.ем 'i'. llри.ведем здеt.:ь онредедени.е множеt.:твсL (тo'i

tlee, llOЯt.:.lietlи.e и.деи. MliOЖet.:TBr.:i), 11рИ.1iёLДJiеЖёLЩее г. Кr.:iнторун; 
" lloд многообрёLЗием или множеt.:твом я понимсLю вообще вt.:е 

мно1'ое1 которое возможно мыt.:ди.ть кс1.,к еди.ное, т.е. тсLкую 

t.:овоку 1111оt.:ть 011редеде1111ых ЭJ1еме11тов1 которёL}l ноt.:редt.:твом 

од1101'О 3ёLKOlir.:i может быть t.:оеди.11е11сL в од110 цеJюе ;'. 
Множеt.:твсL будем1 ксLк 11рсLви.Jю1 обознсL'iсLть бодьши.ми бу

квсLми. JlёLTИ.lit.:KOl 'О ёLJlфёLВИ.ТёL ёL и.х эдеме11ты - МёLJlЫМИ. хотя 
' ' 

И.liOl'Дr.:i от ЭТОl'О t.:Ol'JlёLШeliИ.Л нри.детt.:л O'l'L:'l'YllёLTЬI ТёLК КёLК ЭJШ-

меliТёLМИ. lieKOTOIJOl'O MliOЖet.:'l'Br.:i MOl'Y'l' быть дру1·ие MliOЖet.:TBr.:i. 

Тот фс1.,кт, '!ТО эдеме11т а 11ри.11с1.,ддежи.т м.ножеt.:тву А, зс1.,11и.t.:ывсL

етt.:л в виде а Е: А. 

н МёL'l'еМёLТИ.Ке мы имеем ДеJЮ (.; t.:ёLМЫМИ рёLЗдИ.'iliЫМИ. MliO
жet.:'l'BёLMИ.. Ддя эдеме11тов эти.х м11ожеt.:тв мы и.t.:нодьзуем двёL 

OCliOBliЫX ВИ.Дr.:\. oб03lir.:\.'ieliи.Й: KOlit.:Tr.:\.liTЬl И. неремtшные. 

Ипдивидпая копстапта (и.ли нроt.:то копстап"~а) t.: 
обдr.:\.t.:тью 3НёL'iений А обознсL'iсLет фикt.:ировсLliный эдемент мно

жеt.:твсL А. ТсLковы1 нсL11ри.мер1 обознсL'iени.я. ( 3r.:illи.t.:и. в онреде-

;,Это и:м~~т M~(;Tl> в так Ю:\3ыва~мой: ,,наи:вн:ой:" Т~()J>И:И: МН:()Ж~(;ТВ. В 
(;()ВJ>~м~н:н:()Й: мат~мати:'-I~(;К()Й: Jrи:т~J:>ату J:>~ фи:~ 'У J:>ИJ:>Y ют J:>а3ЛИ:'-IН:Ы~ П()l;TJ:>()
eliия те()J:)И:И. Mli()Жe(;TJ;J., J;J, К()].'()J:)ЫХ 1ЮЮП'И:е Mlil>Жe(;].'J;j,(t, (;"l ' J:)()L '() ()ll}>e,цeдJi

~T(;Л f[()(;J:)~n;(;TB()M наб()]:>ёt, аК(;И:()М ( аК(;И:()МаТИ'-I~(;КИ~ Т~()]:>ИИ МН:()Ж~(;ТВ)' Н:() 
llJ:>И: ЭТ()М И.(;ll()Jlb3YIOT(;}[ уж~ ,цру1 'И.~ Н:~()1IJ:>е4едимые 1ЮЮПИ.}[. в J:)ct.MKct.X 

ку J:>l;c:t . .LJ,Иl;кpeГli()Й: мс:t.темаrи.ки нам .LJ,()l;TaT()'-Ili() ()L 'J:>ани'iи.Гь(;Ji ,, наивным ; i 
П().LJ,Х()Ц()М. 

нl'. Кс\.н:Т()J:> (1845-1918) - немецкий: мат~мс\.ти:к, ()(;Н:l>ватмь те()J:>И:И: 

МН:()Же(;ТJ;J,. 
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дe1t1tuЙ t.:и.t.:теме t.:'iи.t.:де1tи.я.) дейt.:п:~и.тедь1tых 'iи.t.:ед; О; 2; 7134. 
Дю1 двух кu1tt.:тa.1tт и и. Ь t.: uбда.t.:тью 31ta.'ie1tи.Й А будем 11и.t.:а.ть 
U = ь, LlUliИ.Ma.Я. LlUД этим t.:UBШ:t.Дe1tи.e uбU3lia.'ia.eмыx и.ми. ЭJН~Меli
тuв множеt.:тва. А. 

И пдив идпое nере.меппое ( и.ли. 11роt.:то nере.меппое) t.: 
обда.t.:тью 31ta.'ie1tи.Й А обоз1tа.'iа.ет 11рои.з1:юдь1tый, за.ра.1tее 1te 
011редеде1t1tыЙ эдеме1t·1· м1tожеt.:тва. А. llpи. этом 1·оворлт, 'iTO 
11epeмe1t1toe :.1.: 11робе1 'а.ет м1tожеt.:тво А и.ли. 11epeмe1t1toe х 11рини

ма.ет 11рои.зводь1tые зн.а.'iе1tи.л lia. мн.ожеt.:тве А. Мож1tо фи.кt.:и.ро

ва.ть зн.а.'iе1tие 11epeмe1t1to1 ·o х 7 за.11иt.:а.в х = и, 1-де и - кон.t.: 1'а.1tта. 

t.: той же обда.t.:тью 31ta.'ie1tи.Й, 'iTO и. х. tl этом t.:ду 'ia.e 1 ·uворя.·1' 1 

'iTO вмеt.:то ш:~ременно1 ·о х 110дt.:та.вдено е1 'О конкретное зна.'iе

ни.е и1 иди. нроизведена. нодt.:та.новю:J.. и вмеt.:то х, ИJ1и 11еременное 

х 11ри1tлJ10 зна.'iение и. 

t>а.венt.:тво 11еремен1tых х = у 11они.ма.етt.:л 'l'а.к: вt.:лкий ра.З, 

ко1·да 11еременное х нри.ни.мает 11рои.зводьное зна.'iени.е и , 11ере

менное у нринимает то же t.:амое значение а, и. наоборот. Таким 

обра.Зом, равные переменные ,
1 

t.:инхронно .~ нри.нимают вt.:егда 
одни и те же зна.чения.. 

Обы 'iHO конt.:та.нты и. неременные, обда.t.:ть зна.'iени.Й кото

рых еt.:ть некоторое 'iИ.t.:Jю.1:.юе множеt.:тво [ I], а и.мен1tо од1tо 

из множеt.:тв N Z 1l\ ~ и. С на.Зывают t.:оответt.:твенно на-
' 1 ~, 7 

тураJ1ьными.1 целыми (и.ли цедо'iиt.:ленными.), раци.онаJrьными, 

деиt.:тви.тедьными. и. комндекt.:1tыми. конt.:тантами. и. 11еремен1tы

ми.. tl курt.:е ди.t.:крет1tоЙ математики. мы будем и.t.:11одьзuвать 
разди. 'i1tыe ко1tt.:та.1tты и. 11ереме1t1tые, обда.t.:ть 31ta.'ie1tи.Й которых 

не вt.:е1-да я.ВJ1.я.етt.:я. 'iИt.:Jювым множеt.:твом. 

Ддл t.:окра.щени.л за11и.t.:и. мы будем нодьзuватьt.:л JI01 'И'iеt.:кой 

t.:и.мволикой [I], нuзволлющей коротко, 1tа.110.цобие формул1 за11и
t.:ывс1.,ть f3ЫC:KU3Ыf3UH'UЛ. 1!01tя.ти.е выt.:ка.Зывс1.,н.и.я. н.е 011ределя.етt.:я.. 

У ка.Зываетt.:л только что вt.:лкое выt.:ка.Зывани.е может быть и.t.:-
' 

ти.llным иди. Jюжн:ым (разумеетt.:л, не одновременно[). 

Для. uбра30Ва.Н.И.Я. И.3 уже имеющихt.:я. ВЫt.:Ка.ЗЬШа.НИ.И liUBЫX 

выt.:ка.Зыва.нии и.t.:110J1ьзуютt.:л t.:дедующие Jl,O~u·ч.ecкue опера

ции (иди. Jl,O~u-чecкue связки) . 
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1. Д'U;з ъ 'ЮН.К'И/UJI, V; выL:каЗы1::нt.1tи.~ Р V Q ( 'iИ.'l'а.етс.;я.; 
1
, Р и.ди. 

Q ;,) И.L:TИtltlO ТОL'Да И. ТОЛЬКО ТОL'Да, КОL'.Ца ИL:TИtltlO ХОТЯ: бы OДtlO 

И.3 ВЫL:КаЗЫВаttи.Й р И. Q. 
2. Кuнъюн.к·и/UJI, f\; вьн.жаЗываttи.~ Р f\ Q ( 'iи.та~тс.;я. ; ,, Р и. Q 1

·) 

И.L:TИ.tltlO ТОl 'да И, только '1'01 'да, КОl 'да И.L:TИ.tltlЫ оба ВЫlЖаЗыва

нил р и Q. 
3. Оrпр·и·ца·н.:ае , ; выс.;каЗываttи.~ Р ( 'iИ.'l'а~тс.;я. ; ,, tt~ Р1·) и.c.;

ти.tttto 'l'Ol'дa и только ТОl'да, КОl'да р JIOЖtlO. 

4. и .М,,11,./1/UKU'Ц'UJI, •; ВЫL:КаЗываttие р • Q ( 'iИтаетt;л; 1, ес.;ди. р' 

ТО Q 1
• И.JIИ. ,, Р BJШ'-leT Q;•) И.L:'l'И.tltlO ТОL'Да И. ТОЛЬКО ТОL'Да, КОL'Да 

И,(.;'l'И.tltlO ВЫ(.;КаЗЫВаttи.е Q И.JIИ. оба ВЫL:КаЗЫВаtlИ.Л JIOЖtlЫ. 

5. Экв'Uваден.rпнuсrпt> (и.ли. равНtоси.льНtость) {:}; выс.;каЗы

вани.е Р {=} Q ( '-lи.таетс.;л; ,, Р 1 ес.;ли и только e(.;.JLИ Q 1·) и.с.; '1'и.н1tо 

ТОL'да И. TOJLЬKO ТОL'да, КОl'да оба ВЫlЖа3ываttи.л р И. Q ди.бо oд
tlOвpeмetttlO и.с.;ти.1t1tы1 ли.бо oдttoвpeмetttto JIOжttы. Любые два 
выс.;каЗываttи.я. р И, Q' таки.~, 'iTO И.L:Tи.J:itlO р {=} Q' tlаЗЫвают .ло
ёU'ЧеСК'U экв ив а.ле'НtТГl,'Н,Ь,,,М.'U ИJIИ. рав 'Н,ОСU.ЛЬ'Н,Ь,,М'U. 

Зани.с.;ывсtл выс.;каЗываttи.я: с.; но мощью JIOL 'И. '-lес.;ки.х онераци.й, 

мы 11ред11ола1'аем, '-lTO O'-lepeдttoc.;·1ъ вынолttеttи.я: вс.;ех онераци.и 

онредедлетс.;л ра<..:L;таttовкой с.;кобок. Дш:r унрощеttил 3а11и.с.;и. 

с.;кобки. 3а'iа<..:тую опу<..:кают, прини.мая: при этом опре,цеденный 

норлдок вынодttенил онераций (,, <..:ОL'дашеttие о нриоритетах 1·). 

Онерация: отрицаttи11 вL;е1'да вынолttяетс.;я: нервой, и нотому 

ее в с.;кобки tte 3акдю'iают. Второй вынолttлетL;л онерацил коttъ

юttкции, 3атем ди3ъюttкции и, ttaкott~ц, и.мндикации. и эквива

дентноt;ти. Нанример, выL;каЗывание ( ,Р) V Q 3аниt;ывают так; 
,р V Q. Это ВЫ(.;КаЗЫВё:1,tlИе еL;ТЬ ДИ3ЪЮtlКЦИЛ двух ВЫ(.;КаЗЫВё:1,

tlИЙ; нервое .~:шдя.ет<..:я. отрицаttием Р, а второе - Q. tl 0·1·ди. 'iие 

от него ВЫL;КаЗываиие , (Р V Q) ес.;ть отри.цание ди3ъюttкции 

ВЫt;КаЗЫВаttИЙ р И Q. 
Нанример, выt;каЗываttие 

,р f\ Q V ,Q f\ P • ,Q 
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11ot;.11e pcLt;t;TcLliOвки t;кобок в t;Оответt;твии t; 11риоритетсLми 11ри

мет вид 

(((, P)/\Q)V((, Q)AP)) • (, Q). 

Сд~1сLем liекоторые коммеliтсLрии 110 11оводу введеliliЫХ выше 
JIOl 'И 'iе(.;КИХ (.;ВЯ.ЗОК. Содержс:1.,тедЬliё:l.,Л трс:1.,ктовкс:1., ДИЗЪЮliКЦИИ, 

КОНЪЮliКЦИИ и отрИЦё:LliИЛ не liYЖдcLeTt;Л в (.;lleЦИcLJIЬ.liЫX раЗЪЛ(.;

liения.х. ИмндиксLцил Р • Q иt;тинliсL, 110 011ред~1ению, вt;лкий 
раЗ, КОl'Дё:1., И(.; 'l'ИliliO ВЫ(.;Кё:1.,ЗЫВё:1.,liИе Q (liеЗсLВИ(.;ИМО от ИCTИliliO

(.;TИ Р) иди Р и Q oдlioвpeмeliliO JIOЖliЫ. Тс:1.,ким обраЗом, et;J1и 

ИМllдИКёLЦИЛ р • Q И(.;TИliHcL, то 11ри И(.;TИliliO(.;TИ р имеет мet;'l'O 

иt;тинноt;ть Q, liO обрсtтное может и не вы11одliЛТьt;л, т.е. нри 
JЮЖНО(.;ТИ р ВЫ(.;Кё:1.,ЗЫВс\.liИе Q может быть IO:LK И(.;'l'ИliНЫМ, Тё:1.,К и 

JIOЖliЫM. Это и мотивирует 11po'iтeliиe имш1икс:1.,ции в виде "et;
JIИ р' то Q ''. Нетрудно гс:1.,кже ПОliЛТЬ, '!ТО ВЬI(.;Кё:1.,ЗЬIВо.,НИе р • Q 
pcLBHO(.;ИJlЬHl> ВЫ(.;КаЗЫВё:LliИЮ р V Q и тем (.;ё:1.,МЫМ t;UДepжcLTMЬlil> 
еt;ди Р то Q" отож II еt;тВJ1летсл t; lie Р иди Q ''. 

" ' '"'1 " 

i->cLBliO(.;ИJlЬHO(.;'lЪ ~ еt;ть не 'iTO иное, Кё:LК '' двусгорОНliЯЯ им-
ш1икс:1.,цил", т.е. Р ~ Q рсtвliОt;идьно (Р • Q) /\ (Q • Р). Это 

l>Зliё:1.,'iё:1.,eT, 'iTO из И(.;ГИliНl>СТИ р сдедует И(.;Т'ИННl>(.;ГЬ Q и, lictUбo
puт, из Иt;ТИННО(.;ТИ Q (.;Jlедует ИCTИliliO(.;TЬ р. 

Пример 1.1. Ддл l>llpcЩeJШliИЛ И(.;l'ИliliOCTИ ИJlИ JIOЖliO(.;'l'И 

t;JIOЖHl>l'O ВЫ(.;КаЗЫВё:1.,liИЛ В Зё:1.,ВИ(.;ИМl>(.;ТИ ОТ И(.;'l'ИliliOCTИ ИJlИ JIOЖ

liOCTИ входящих в неl'О ВЫ(.;Кё:l.,ЗЫВсLНИЙ И(.;lll>JlЬЗуют таб.11,ицы 

ист·иппости . 

.1::3 11ервых двух t;ТОдбцс:1.,х тсt.бдицы зсt.нисывсt.ют вt;е возмож

liые licLбopы ЗlicL'ieliиЙ, которые мо1'ут 11риliимс:1.,ть выt;каЗывсLliил 

Р и Q. ИстиliliОt;ть выt;каЗывс:1.,ния. oбoзlicL'icLIOT буквой " И~-, с1., 

JЮЖНОt;ть - буквой Jl ". Оt;тсLJ1ьные t;'l'Одбцы зсt.110J1нлют t;J1e-
" всt. нсt.11рсt.во. Тсt.к ДJlЯ. ксt.ждо1 'О lictбopct ЗНсi'iений Р и Q liсt.ходят 

(.;ООтветt;твующие ЗlicL'ieliИЛ ВЫ(.;Кё:1.,ЗЫВсLliИИ. 

Нс:1.,ибОJше 11роt;·1·ой вид имеют тсLбдицы иt;TИliliOt;ти JIOl'И 'iе

t;ких 011ерс:1.,ций (тс:1.,бд. l. l - 1.5). 
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'Габ.л,,ица 1.1 'Габд'U'Ца 1 .$! 'l'абл,'ица 1.У 

р Q PVQ р Q Pf\Q р ,р 

Jl Jl Jl Jl Jl Jl Jl и 

л и и л и л и л 

и Jl и и Jl Jl 
и и и и и и 

'1 'абл,'Uца 1. б 

р Q P • Q р Q P ~Q 
л л и Jl Jl и 

Jl и и Jl и Jl 
и Jl Jl и Jl Jl 
и и и и и и 

( ,Р f\ Q) • ( ,Q f\ Р) . 

Ддл удuб~.;тва. вьг1и.1.,;д~ний uбuзна.чи.м вы~.;ка.Зыва.ни.~ ,р f\ Q 'i~
р~з А, ВЫ!.,;Ка.ЗЫВа.НИ~ , Q (\ р 'i~p~3 В, а, Иl.,;XUДliU~ ВЫ!.,;Ка.ЗЫВа.НИ~ 
3а.11и.ш~м в ви.д~ А • Н. Та.бди.ца. и.i.;ти.liliui.;ти. этu1 ·u вы~.;ка.Зыва.

ни.л i.;ui.;тuи.т и.з ~.;тuдбцuв Р, Q, А, Ни. А ⇒ Н (та.бд. 1.6). # 

'l'аб.л,'и·ца 1. б 

р Q А н А ⇒ В 

Jl Jl Jl Jl и 

JI и и JI JI 
и Jl Jl и и 

и и Jl Jl и 

Сдожliы~ вы~.;ка.Зыва.liи.я. обра.Зуютс;я. li~ тодько 11ос;р~дс;твом 

JIOl'И.'ie (;KИX ~.;влзок, liO и (; llОМОЩЬЮ нредика.тов и KBa.liTOpoв. 
Предикат ~с;ть выс;ка,3ыва.liи.~1 с;од~ржа.ще~ oдlio и.ди li~

~.;кодько Иliдивидliых 1шpeмeliliЫX. На.нрим~р, ,,х ~с;ть 'ieтtloe 
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'iИCJIO ;, или 
1
, х есть C'l'Y дент Ml 'ТУ им. .оо..у мо..но.., носту 11ив

шии в 1999 l'. ;.. Н нервом нредико..те х есть цело'iис.;денное 

неременное, во втором - неременное, 11робе1'0..ющее множес.;тво 

,, 'iеJЮве'iеских индивидов ". llримером 11редико..то..1 с.;одержо..ще
l'О несколько индивидных неременных, может с.;дужить; ,, х ес.;ть 

сын у ;, х у и z у 'iо..тся: в о 11 ной и той же 1 'вун11е ;, х 11елитс.;я: , ,, ' ......, .t-' ,,, ......, 

но.. у \ ,, х меньше у" и т.11. Предико..ты будем зо..нисыво..ть в виде 

Р(:.с ), Q(x, у) , Н(х, у, z), нодо..l'М, 'iTO в скобко..х нере'iисдены в<.:е 
u 

неременные, входя:щие в до..нныи нредико..т. 

llодсто..шшл вмес.;то ко..ждо1'0 11еременно1'0, входлще1'0 в нре-

дико..т Р(х1 , . . . ,x,J, конкретное зна'iение, т.е. фик<.:ируя. ЗШ:i'iе-

ния: х1 = а1, ... ,:.сп= ащ 1'де а1, ... ,ап - некоторые констсtнты с 

соответствующей обдсtстью знсt'iений, нолу'iсtем выс.;ка.3ывсtни:е, 

не содержо..щее неременных. Но..нример, ,, 2 есть 'iетное 'iИL:JIO ", 
,, Ис.;о..о..К Ньютон есть студент Ml 'ТУ им. .оаумана, нос.;ту 11ив

ший в 1999 1' ;, Ива.нов ес.;ть сын Петrювсt ;. 5 11е;1и·1,с.;я: но.. 7" и .,,, .t-' , ,, ......, 

т.11. Н зави:с.;имости от то1'0, истинно или: Jюжно ноду 'iенное 

То..КИМ обра.30М ВЫ(.;Ка.3ЫВо..Ние, l'ОВОрлт, 'iTO нредико..т р вы
llОдня.етс.;я: иди: не вынолня:ется. на наборе зна'iений неременных 

х1 = а1 , . . . ,хп = ап . liредию:tт, выпоJ1ня:ющиЙс.;я: на любом но..бо

ре входя:щи:х в не1'О неременных, на.3ывсtют тождествеппо 

истиппым, о, нредико..'l' , не ВЫllОднлющийся. ни .1::io., ОДНОМ Но..бо
ре зно..'iений входя:щих в не1'О неременных, - тождествеппо 

.Л,QЖ'НtЫМ. 

Ныс.;ка.3ывание и:з нредиксtтсt можно нолу'iо..ть не тодько нод-
u u 

ста.1::iовкои зна'iении е1'0 неременных, но и носредс.;твом кванто-

ров. Нводя:т дво.. кrзаН,muра - сущесrпrзиrза'Н,'UЯ и rзсеибщ'Н,ис;т-и, 

обозна'iаемые :3 и V с.;оответс.;твенно. 
Ныс.;ка.3ыво..ние (Vx Е А)Р(х) С,для: Ко..ЖДОl'О эдементо.. 'J.:, 11ри

наддежаще1'О множес.;тву А, истинно Р(х) \ иди:, более коротко, 

,, ддя: всех х Е А истинно Р(х) 1·) истинно, 110 онредедению, то1'до.. 
и только тогда, когда. предиксtт Р(х) выпод.1::iя:ется: ддя: ксtждого 

зно..'iения. 11еременно1'0 х. 

Ныско..зыво..ние (:lx Е А)Р(:.с) (,,существует, или нсtйдетс.;л, та.
кой элемент х множество.. А, 'iTO ис1'инно Р( х) ;. , то..кже "для: 



1.1. Mнuжt}И'l:51:i 29 

tleкu·1·upu1·u х Е: А И.L:TИ.tltlU Р(х) 1· ) И.L:TИ.tltlU , нu uнредедеtlи.ю, тu

l'Дс:\, и. TOJIЬKO ТО! 'Де:\,, КО! 'Де:\, tlc:\, tlекоторых 3,tic:\,'ietlИ.ЛX нepeмetltlOl 'O 
х вынодtlнетL:н. нреди.ка,т Р( х). 

При uбpc:\,3,UBa.J:-Iии. ВЫL:Кс:\,3,ЫВа.tlИЯ: и.з нреди.ка.та. ноL:ре.цL:твuм 

ква.tlтора. 1 ·0.1:юря.т 1 'iTO нepeмetltlOe нредика.та. L:ш=1зыва.етс.;я. ква.tl

тором. Анмоги"!но L:вязыва.ютL:я переменные в предика.та.х, 

с.;одержа,ЩИ.Х tlel:KOJIЬKO неремtШtlЫХ. н общем с.;ду'iа,е И.(.;НОJIЬ-

3,уют формы ВЫL:Ка.ЗЬlВа.НИ.Й ВИ.Да. 

еде вмеL:то ка.ждой буквы Q с.; и.tlдекс.;ом может быть нодL:та.вден 

дюбой и.з ква.tlторов V и.ди. 3. 
На.нри.мер, выlЖс:\,3,ЫВа.tlи.е (Vx Е: А)(3у Е: Н)Р(х , у) 'iИ.Та.ется. 

Та.К: ,, ддя Bl:ЛKOl'O х Е: А L:уществует у Е: в, Та.КОЙ, 'iTO И.L:TИ.tlHO 

Р ( х 1 у) ;, . EL:J1и. мtlожества,, которые 11робе1'с:\,ЮТ нepeмetltlbШ 

нредика.тов, фикt.;и.рова.ны (нодрс:\,3, умева.ютL:я " но у мод 'iа.ни.ю ") , 
то ква.tlторы за.11и.L:ыва.ю·1тл в coкpa.щetltlOЙ форме; (Vx)P(x) и.ди. 
(3х)Р (х). 

За.метим, '!ТО мно1·и.е Ма,тема,·1'и.'iеt.;кие теоремы можtlо За,llи.

(.;с:\,ТЬ в форме, нодобtlОЙ l'UJlbKO 'iTO нри.ведеtltlЫМ ВЫ(.Жс:\,3,ЬlВс:\,tlИ.
я.м (.; КВа.tlТОра.ми., На.llример: " ДJIЛ В(.;еХ j" и. ДJIЯ: В(.;еХ а И(.;'l'И.ННО: 

еL:ди. I - фу1tкци.н.1 ди.ффере1tци.руема.я. в то'iке а, то I tleнpe

pывtla. в то'iке а ;, . 

Обt.;уди.в ос.;обе1t1tоL:ти у 11отребде1tи.я. JЮ1'и'iеt.;кой L:и.мводики, 

вер1tемся. к ра.ссмотре1tи.ю м1tожеL:тв. 

Два. мtlожества. А и. В С'iи.та.ют рав пы.м.и, еL:ди. дюбой эде

мент х множества. А является ЭJrемеtlтом мJ:-Iожеt.;тва. Н и. на.обо

рот. Из нpи.вeдetltlOl'O онредеJШtlИ.Я pa,BtlЫX м1tожес·1·в L:Jшдует, 

'!ТО множеL:'l'ВО llOJltlOL:TbIO онредедя:еТ(.;Л (.;ВОИ.МИ эдемента.МИ. 

Рсtссмотрим t.;нособы зсtдсttlи.я ко1tкрет1tых мtlожеств. Ддя 

KOtle'itlOl 'O MtlOЖeL:TBc:\,, 'iИ.L:JIO эдемеtlТОВ котuро1 'О OTtlOCИ.TeдbtlO 

неведико, может быть иснодьзовсttl L:нособ неносредствеtltlОl 'О 

нере'iИ.СJШtlИ.Л ЭJШMetlTOB, ЭдемеtlТЬl KOtl!;'itlOl'O MtlOЖeCTBc:\, нере-
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'--!ИL;длют в фи1'урных L;кобксtх в 11роизводьном фикL;ировсtнном 

11орлдю:~ { 11 31 5 }. llодч:еркнем, ч:то 110L;кодьку множеL:тво нолно

L;тью онредедено L:воими ЭJ1ементсtми, то нри зсtдсtнии конеч:но1'О 

множеL:твсt 11орлдок 1 в котором нереч:иL:Jшны его ЭJшменты, не 

имеет зш::1.,9:енил Поэтому· 3а.ПИL;И 11 3 5} 1 3 1 5} 1 5 3 1} и · Li, 1L1, ,1.1, 

т.д. BL:e 3а.Да.ЮТ одно И то же множеL:ТВО. Кроме TOl'O, ИНОl'Да 
в 3а.11И(.;И множеL:тв иL;11ользуют 11овторенил эдементов. 8удем 

L;Ч:И'l'а.ть , ч:то зсtниL:ь { 1, 31 31 5, 5} зсtдсtет то же L;ctмoe множеL:тtю1 
'--lTO И 3а.11И.L:Ь t 1, 3, 5}. 

Н общем L:J1yч:c1,e ДJlЯ. конеч:но1'0 множеL:твс1, иL;нодьзуют фор

му 3а.НИ(.;И {а1 1 ••• 1 ап}- Ка.к 11рсtви.до1 нри эт·ом избе1'сtют 110вто

рений элементов. Tol'дct конеч:ное множеL:тво, за.данное зсtниL:ью 

{а1, ... 1 ап}, L:ОL:тоит из п эдементов. Е1'0 на,3ывсtют тсtкже 

п-э.л,е.меп"~пым .мпожес"~в о.м. 

Одна.ко L:llOL:oб зсtда.нил множеL:твс1, нутем не110L:редL:твенно1'0 

нереч:иL:ленил е1·0 элементов нрименим в веL:ьма. узком дисt11сt

зоне коне'iных множеL:тв. Нсtиболее общим L;НОL:обом зсtдсtнил 

конкретных множеL:тв лвш1етL:л ука.Зсtние некоторо1'О L;ВОИL:тва.1 

которым должны обладать вL:е элементы 011иL;ывсtемо1 ·о множе

L:'l'Ва., И ТОЛЬКО ОНИ. 

Эта. идел ресtJ1изуетL;л L:J1едующим обра.Зом. lly L:ть нере

менное х 11робе1'сtет некоторое множеL:тво И, на.Зывсtемое упп

(jr;рс:и,11,ьпь~м мnuжr;c:m(j(JM. Мы 11ред110да.l'сtем1 ч:то ра.L:L:мсtтри

всtютL:л тоJ1ько таки.е множеL;твсt, эдементы которых ЛВJ1лютL:л 

и эдемен1·сtми множеL:твсt И. Н та.ком L:J1y ч:сtе L;1.ЮЙL:·1·1.ю1 кото
рым обладсtют иL:ключ:ительно элементы дсtнно1 ·о множеL:твсt А, 

может быть вырсtжено ноL;редL:твом нредиксt'l'а. Р(х), вы11олнл

юще1'ОL:л то1'да. и тоJ1ько то1'дсt, КОl'Да. неременное х нринимсtет 

11роизводы1ое знсtч:ение из множеL:твсt А. Инсtч:е 1'оворл1 Р(х) 

И(.;ТИ.ННО ТОl'Дёt и TOJlЬKO ТОl'Дёt, КОl'Да, вмеL:ТО х llOДL:Ta,BJHleTL:Л 

индивиднi;!Jl. конL:тсtнтсt а Е А. 

Прtщи.ксtт Р на.Зывсtют в этом L;дy"Icte харакrперисmи'Че

ски.м nредикато.м множеL:твсt А, а. L:воЙL:тво, вырсtжаемое L: 

номощью это1'0 11редиксtтсt1 - характерисmu'Ческим свой

ством или ко.л,.л,ективизирующи.м свойством [I ]. 



1.1. Mнuжt}И'l:51:i 31 

М!:iоже(.;т.1:ю, зс1.,д o.,J:il:iOe 'iе:µез хс1.,:µс1.,кте:µи.(.;ти. 'iе(.;ки.й 11:µеди.кс1.,т , 

зс1.,11и.(.;ывс1.,е·1'(.;Л в с.;деду ющей фо:µме; 

А= {х; Р(х)}. (l.l) 

Н 1;:1.,11 :µ и.м е :µ, 

А= { х; х ес.;ть 'ieтl:ioe ш:tтура-11ьl:iое 'iИ.t;JIO} 

031:icl.,'io.,el', 'iTO "А е(.;ТЬ MJ:iOЖe(.;TBO, (.;0(.;ТОЛЩее И.3 В(.;еХ Тсl.,КИ.Х 

ЭJШMeJ:iTOB х, 'i'I'O кс1.,ждое И.3 J:iИ.X е(.;ТЬ 'ieTJ:iOe J:icl.,'l'YI-->ctJIЬJ:iOe 

'iИ.t;JIO 1'. 

Те:µми.1:i ,, коJIJшкти.ви.зи.:µующее с.;войс.;тво" моти.ви.:µовс1.,1:i тем, 
'iTO это с.;войс.;тво 11озвоJ1я.ет с.;об:µс1.,·1ъ :µo.,3:µoзJ:ieJ:iJ:iЬШ эдемеl:iты в 

еди.1:iое ц~юе. '1'1;:1.,к, (.;ВоЙс.;тво, 011:µедедлющее МJ:iОЖе(.;тво 

G = {х; х е(.;ТЪ (.;Тудент 2-1'0 ку:µ(.;1;:1., (.;Ш:щиа-11ьно(.;ТИ. 

ИУ5 м1~ту и.м. l:,1;:1.,умс1.,нс1.,, нос.;туни.вши.Й в 1999 l'.}, 

в буква-11ьl:iом с.;мыс.;Jш (.;JIOBo., фо:µми.:µует ю~ки.Й " коддекти.в;'. 

Et;J1и. мы не:µ1:iемс.;л к Ко.,1:iто:µонс.;кому 011:µедеJШJ:iИЮ мl:iоже-
V 

(.;Т.130.,, то хс1.,:µс1.,кте:µи.с.;ти.'iес.;ки.и 11:µеди.ксtт множе(.;Т.13сt и ес.;ть тот 

за.кон, нос.;:µед(.;твом кото:µ01'0 с.;овокуннос.;ть эдементов (.;Оеди.нл

ет(.;л в единое ц~юе. П:µе.циксtт, зс1.,дс1.,ющи.й коJIJrекги.ви.зи:µую

щее с.;войс.;тво, может быть тожде(.;твенно Jюжным. Множе(.;тво, 

оп:µедеде1п1ое тс1.,ким об:µо.,3ом, lle будет иметь llИ одtlого элемен
та.. .t:-1-0 J:iсtзывсtют пус;тпым, мнижес;тnf-3 им и. oбo3J:io.,'io.,IO 1' 0. 

tl 11:µоти.нонодожl:iо(.;ть этому тoждe(.;THel:il:iO И.(.;ТИ.J:iJ:iЫЙ хс1.,:µс1.,к-
v 

те:µи.с.;ти. 'iе(.;ки.и 11:µ(:щи.кс1.,т зс1.,дс1.,ет уни.ве:µс.;щ1ьное множес.;тно. 

Об:µсLтим нни.мсtние нсt то, 'iTO не ксtждый 11:µедикс1.,т ны:µс1.,жс1.,
ет ка.кое-то коддекти.ви.зи.:µующее (.;НОЙс.:тно (с.:м. Д.1.1). 

Замечание 1.1. Конк:µетное с.:оде:µжс1.,ние нонлти.л уни.ве:µ
(.;сtJiьного множе(.;ТВсt оп:µ(:щмлетс.:л тем конк:µетным контекс.:том, 

н кото:µом мы 11:µи.меJ:i.нем тео:µети.ко-мl:iоже(.;твеl:il:iые и..цеи.. Нс1.,-

11:µи.ме:µ, е(.;дИ. мы 31;:1.,J:iИ.Мо.,емс.:л TOJIЬKO :µо.,3ди. 'iНЫМИ. 'iИ.(.;JЮВЫМИ. 
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множеLтва.ми., то в ка.LiеLтве уни.вер с.:сtJrьноr'о может фи.r'ури.

рuва.гь миuжес.:твu JR вс.:ех дейс.:гви.гедьных 'iи.с.:ед. .1:3 ка.ждuм 

ра.3деде Ма.ГеМа.ГИКИ ра.С.:С.:Ма.грива.егс.;л O'ГllOC.:ИTeJIЬJ:-IO огра.llИ. 'iеJ:-I

ный на.бор множес.:тв. llоэтому удобно нода.I'а.ть, 'iTO эдементы 

ка.ждо1 'О и.з эти.х множес.:тв с.:уть та.кже и. эдементы некоторо1 'О 

"объемдющеr 'О" и.х уни.верс.:сtJrьноr 'О множес.:тва.. За.фи.кс.:и.рова.в 

уни.верс.:сtJrьное множес.:тво, мы тем с..:а.мым фи.кс..:и.руем обда.с.:ть 

зна.'iени.Й вс..:ех фи.1'ури.рующих в На,ШИХ ма.тема.ти. 'iес.:ких ра.с..:

с..:у ждени.лх не ременных и. конста.нт. .1:3 этом еду 'ia.e ка.к ра.З 

и. можно не у ка.Зыва.ть в ква.нтора.х то множество, которое 

11робе1 'а.ет свлзыва.емое ква.нто ром не ременное. .1:3 ДаJrьнейшем 

и.зJюжени.и мы встретимt;л с.; ра.3ными нримера.ми конкретных 

универссtJrьных множес.:тв. # 

f->1:1,с.;с.;мuтрим u11ерс1,ции нс:1,д мнuжес.:твс:1,ми, кuтuрые нuзводл

ют из у же имеющихс.;л множеств обра.Зовыва.ть новые множе

ствс:1, [I]. 
Ддя. дюбых двух множеств А и Н онредеJшны новые мно

жес.;твс:1,, на.Зывс:1,емые uбъ ед·инен·ием, перес;е·чен·ием, ра;л-1,uс;rпью и 

с;·имметр·ичес;·кuй разнuс;rпью; 

AUH = {x:x E AVx E H}, 

А n Н = {:.с; х Е А!\ х Е Н} , 

А\ Н = {х: х Е А!\ х ~ Н}, 

A6H =(A\H)U (H\A) , 

т .е. объединение А и Н есть множество всех тс:1,ких х 1 '-!ТО х 

я.вдя.ется. эдементом хотя. бы одно1'0 из множес.;тв А, Н; нерес.;е

'-iение А и Н - множес.;тво вс.;ех тс1,ких х , 'iTO х - одновременно 

эдемент А и эдемент Н; ра.Зность А\ Н - множество всех тс:1,

ких х '-i'l'O х - эдемент А но не эдемент Н· с.;имме1'r\и '-!е с.;ксLЯ. 7 7 1 l"' 

1 \а.3НОt;ть А6Н - множеt;тво вt;ех та.ких х 'iTO х - эдемент А 
l"' ' ' 
но не элемент В или х - элемент В , но ие элемент А. 

Кроме то1 'О, фикс.;иру л у ниверt;сtJrьное множес.;тво И , мы 

можем онредеJrить dunuJf.,нeн'Ue А мнuжес;rпва А t;Jrедующим 
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обрсtЗом; А = И \ А [ 1]. Итс1.,к 1 до11од1:ш1tи.е м1tоже~.:твс1., А 

это MtlOЖe(.;TBO В(.;еХ эдемеtlТОВ у tlИ.Bep(.;a..JlЬtlOl 'O MtlOЖe(.;TBo.,, tle 
11ри.1tс1.,ддежс1.,щи.х А. 

Полез1tо рсtЗобрс1.,ть~.:я в ГI'ОМ, кс1.,к 011ерс1.,ции tlo.,Д множеL;твс1.,

ми., введе1t1tые выше, L;OOт1toL;я.·1·L;я. (.; JIOl'И. 'iеL;ки.ми. 011ерс1.,ци.я.ми.. 

llyL;ть А= {х; Р(х) }, Н = {х; Q(x) }, т.е. м1tожеL;тво А зс1.,дс1.,1tо 
110L;редL;твом хс1.,рс1.,ктери.L;ти.'iе~.:ко1'О 11редикс1.,тс1., Р, с1., множе~.:тво 

Н - 110L;ре,д,L;'1'вом хс1.,рс1.,ктери.L;ти. ч:еL;ко1 ·о 11реди.кс1.,тс1., Q. 
Легко 11оксtЗс1.,ть, 'iTO 

AUH = {х; Р(х) V Q(x)}, 

А n Н = {х; Р(х) /\ Q(x)}, 

А\Н={х:Р(х)/\ Q(x)}. 

Сдеду ющи.е нроцеду ры ноду ч.ени.я. новых множеL;тв ~.:вя.зс1.,ны 

(.; ноняти.ем 11одмноже~.:твс1.,. l 'овор1п' 1 '!ТО Н е~.:ть 110,д,множе~.:тво 
множе~.:твс1., А, еr.;ди. в~.:яки.Й эдемент Н еr.;ть эдемент А. Ддя. 

обозна..ч.ени.я. ш.:11одьзую1· за..ни.r.;ь; В С А. Говоря.т ·1·а..кже, 'iTO 
Н L;ОДержИТL;Л в А, Н вклю"!ено в А, А вюrюч:с1.,ет Н (имеет 

ме~.:то вк.д,ю'Чtеnие Н С А). Сч.итс1.,ю·1· 1 ч.то нуr.;тое множеr.;тво 

еr.;ть 11одм1tоже~.:тво дюбо1'О м1tоже~.:твс1., и., е~.:ди фикr.;ировс1.,1tо 

некоторое уни.вер~.:а..J1ы-rое множе~.:тво1 ю:tждое рс1.,~.:~.:мс1.,тривс1.,емое 

множе~.:тво е~.:ть его нодмноже~.:т·во. Нетрудно нроверить, ч:то 

еr.;ли. А = {х; Р(х)}, Н = {х; Q(x)}, то Н С А тогдс1., и только 

тогда.., когда.. вы~.:ка..зыва..1Iи.е Q(x) =} Р(х) тожде~.:твенно и~.:ти.1I1Iо. 

Со11оr.;тс1.,вдлл онредедение 11одмножеr.;твс1., и онредедение рс1.,

венr.;твс1., множеr.;тв, мы видим, ч:то множеr.;тво А рс1.,вно множе

~.:тву Н то1'дс1., и тодько то1'дс1.,, ко1'дс1., А е~.:ть нодмноже~.:тво Н и 

на..оборот1 т.е. 

А = В{=} ((А с В)/\ (В с А)). (l.2) 

Формудс1., (l .2) лВJrяег~.:я о~.:новой для ПОL;Троенил доксtЗс1.,

тедьr.;тв о рс1.,венr.;тве множе~.:тв. Ее нрименение ~.:оr.;тоит в ~_:деду

ющем. Чтобы доксtЗс1.,ть рс1.,вен~.:тво двух множеr.;1'в Х и. У, т.е. 



34 1. MHOЖt:Cl'HA И ОТНОШt:НИН 

'iTO Х =У, . .LI,0(.;Ta,TO'iJ:iO Д0Кс:\.3с:\.ТЬ 11,Вс:\. ВКJlЮ'iения Х С У И. У С Х, 
Т .е. ДОЮ::L3с:\.l'Ь, 'iTO И.3 нрt\LJ,НОJЮЖени.н Х с Х (дшr нрои.3ВОJ1ЬJ:i01 'О 

х) (.;J1едуе·1·, 'iTO х Е: У, и. , на.оборот, из нредноJюжени.я. х Е: У 

(.;J1едует, 'iTO :с Е: Х. Та.кой метод докс:\.3а.тедьt,;тва. теорети.ко

множеt,;·1,венных pctвel:it.;TB 1iс:\.3Ыва.ют методам двух вк.л,ю·че

пий. llримеры нримеliени.я. это1·0 метода. мы дсtдим нозже. 

Замечание. t>с:\.вtшt.:т1ю множеt.:1·в {х; Р(х)} и. {х; Q(x)} 
03Ha.'icteт, 'iTO 11реди.кс1..ты Р (х) и Q(x) эквившшliтliы, т.е. нре
ДИ.Ка,Т Р(х) {:}- Q(x) лвдлетt.:л тождеt.:твеliно и.t,;тиliным. # 

Е(.;J1и. В с А, нu В t=, А, тu ни.шут В с А и В 1iс:\.3Ыва.ют стпра
~им nадмпажествам (иди c:uбc:rnf:>t:н,'Н,t,iм, nudм·н,uжf::c:rnf:>uм) 

мliожеt.:тва. А, а. t.:имвод С - сим в а.л,ам стра~а~а в к.л,ю'Че

пия. 

Ддя. вt,;я.ко1·0 мнuжеt.:твсt А может быть обра.3овсtно множе

t,;тво вt,;ех нодмножеt,;тв множеt.:твсt А. EL'o нс1..зывс1..ют бу.л,еапом 

мпажес'ff~ва А и uбuзlict'ictют 2А; 

Ддн будес1..нс1.. и.t,;нодьзуют тс:\.кже обозюt'iени.я. Р (А) , В(А) и. 

ехр(А). 

Пример. а. .о yJШa.li множеt,;·1·вс1.. { а, Ь} t,;Оt,;тои.т и.з четырех 

множеt.:тв 0 , {а} , {Ь}, {а, Ь}, т.е. 2{u,,()} = {0, {а} 1 {Ь} 1 {а1 Ь} }. 
б. о у JШсtн ii t,;Оt.:тои.т из вt,;ех возможных1 коне'iных иди. 

беt.:коне'iных, нодмножеt,;·1'в множеt.:твсt N. Та.к, 0 Е: 2N, { 5} Е: 
Е: 2N, вообще ,цлл любого п множеt.:тво { п} Е: 2N, Mlloжet.:твu 
{1, ... , п} Е: 2N , {п; п = 2k, k = 1, 2, ... } Е: 2N и т.11. # 

Ддл. бу Jlea,J:ia, 2А мы можем ра,t.:t.:ма,·1·ри.вс:\.1'ь нрои.зводьнь~е е1 ·u 

нодмножеt.:твсt. Тсtки.м нодмliожеt.:твом, 1:iа.нример, будет одно

эдементное множеt,;'l'ВО {В}, 1 ·де В - нрои.зводьliое нодмliоже

t,;тво А. lloд 'iepкlieм, 'iTO еди.нt,;твеliным эдемеliтом множеt.:твсt 

{В} л.вдл.етt.:л. 1 в t.:вою очередь, 1:iекоторое множеt,;1•во. Нообще 
же обра,3овс1..ни.е будес1..нс1.. открывс:\.ет нуть ддл. ноt.:троени.н мно

жеt.:тв эдементс:\.ми. которых лвдя.ютt.:л множеt.:твс:\. э;шментс:\.ми. 

' ' 
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КОТОf->ЫХ7 В (.;ВОЮ О'iе{->едь1 ЛВJlЛЮТ(.;Л lieKOTOf->Ыe MliOЖe(.;TBёt7 И. 

'1' 2••А 2 ,,iA * 
'1' .д. а,К МОЖНО 011{->едедИ'l'Ь MliOЖe(.;TBa, ~ 7 ~ и т.д.' 

tlвeдelilible выше Ullef-)ctЦИ.И. lict.Ц MliUЖe(.;TBctMИ. обдсtДсtЮТ (.;Jlе-

дующими. (.;ВUИ(.;'l'Ва,МИ.; 

1) AUB = B U A; 

2) А ПВ = В П А; 

3) AU (BU C) = (AUB) UC; 

4) A n (B nC) = (AnH) П С; 

5) An (HUC)= (AnH)U (A nC); 

о) А u (Н n С)= (А u Н) n (А u С); 
7) AUH = А П В; 

8) АПН = A U H; 

9) AU 0= A; 

10) A n0 = 0; 

11) A n u = А; 
12) A U U = И; 
13) A U A = И; 
14) A n A = 0 ; 

15) AUA = А; 
16) А П А = А; 
17) А = А; 

18) А \Н = л-·--1в; 

19) A6H = (A UH)\ (AnH); 

20) (А6В)6С= А6(В6 С) ; 

21) А6В = Н6А; 

22) A n(B6 C) = (AnH)6 (A n C). 

~ llvимeн.i:oi теL>ри.ю мнL>жеп'в, ч:ас1'l> выстраивают ~-юд;L>бные 1) башни " 
бу деанL>в, нач:июtJt этL>т нрuцесс с эдеме11тuв , 11е р,ксмс:tтри.вс:tемых кс:tк мно

жества. Такие элементы нё:t3ывают праэлементами. 11,c:tJree в ка'Iестве 
праэлемен·гuв беvутс}i любые 'Iислс:t. , c:t также тс:tкие uбъекты, кс:tк кuю.тан

l'Ы, 11еремешtые, бу К!;j.Ы кс:tкu1 'U-11и.бу д;ь c:tJrфc:tJ;j.И.l'a и. 1' .11. 
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Ксtжд,ое и3 нш1иt;сtнных выше рсtвенt;·1'в, верное ддл дюбых 

вхuдлщих в них мнuже(.;'l'В 1 'ict(.;TU 1:1сt3ывсtют тпеоретп·ико-.м,н,о

жестпв ен,н,ы.м, тпождестпво.м. Любое И3 них мuжет быть дu

кct3ct1:1u метuдuм двух ВКJlЮ'iе1:1ий. Дuксtжем этим метuдuм тu

ждеt;·1·во 19. 
Пу(.;ТЬ х с А6В. 'l'oгдi:L 1 t;OГJict(.;Н:O опредеJШllИЮ t;и.мметри

'iеt;кuй pi:L3l1Ut;ти, х с (А\ В) U (В\ А). Этu U3Hi:L'ii:Leт 1 'iTU х с 

с ( А \ в) или х с ( в \ А). Et;JIИ х с ( А \ в)' TU х с А и х rJ. в' 
т.е. 'J.: с А U Н и нри этом х rJ. А n Н. Et;J1и же х с (Н \ А) 1 то 
х с Н и х rJ. А, откудi:L х с А U Н и х ~ А n Н. Итсtк, в дюбом 

t;J1y'icte и3 х с (А\ Н) -.J (Н \ А) t;J1едует х с А U Н и х rJ. А n Н 1 т.е. 

х с (А u Н) \ (А n Н). Тсtким oбpct3UM, ДUKct3ctliU, 'iTO 

А6Н с (AUH) \ (A n H). 

lluкcLжeм uбрсtтнuе вкдю'iе1:1ие (AUH) \ (А П Н) С А6Н. 

llу (.;ть х с (А u Н) \ (А n Н). То1'дсt х с А u н и х rJ. А n н. 
И3 х с А U Н (.;дедует, 'iTO х с А иди х с Н . Е(.;дИ х с А, тu с; 

у 'iетом х rJ. А n Н имеем х rJ. Н, и ноэтому х с А \ Н. Е(.;J1и же 

Х С в 1 то OlIЛTЬ-Ti:LKИ В (.;Иду Х rJ. А n в llOдy 'ii:LeM1 'iTO Х rJ. А И 
х с В\ А. Итсtк, х с А\ В иди х с В\ А, т.е. х с (А\ В) U (В\ А). 
Сдедовсtтельн:u, 

(A u В)\ (A n В) с А6В. 

Oбi:L вкдю'iенил имеют мес.;то1 и тождеt;тво lf:) дoкct3i:LHO. 

Метод двух вкдю'iений лвдлет(.;л универс.;сLJ1ь1:1ым и 1:1сLибо

дее 'ii:L(.;TO нрименлемым методом доксt3сLтедьс.;твu. теоретико

множеt;твенных тождеt;тв. llомимо метода. двух вкдюLrений 

дшr дoкct3ctT!:',JIЬ(.;TBct теоретико-множеt;твенных тожде(.;ТВ моr'ут 

быть ис.;11одь3овшiы дру r·ие методы, нi:Lнример мr::mod xapaкrnr::

p·ucrn·u·ч,er;к·ux функч·ий (с.;м. Д.1.2). 

Кроме TOI'O, теоретико-множес.;твенные тождес.;твu. можно 

ДОКсt3ЫВсtТЬ, И(.;110JIЬ3УЯ. pi:Lнee ДOKct3i:LHHble тожде(.;ТВi:L ДJlЯ. нре

обрсt30Вё:1.,НИЛ девой 'iа,с.;ти к нрс:1.,вой иди нс:1.,оборот. Тсtкой метод 
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дою::1.,зательt;тва '-!аt;то .1:iёLЗывают .м,етодо.м эквива.л.ептпь~х 

преобразовапий. 

Докажем эти.м методом тож.цеt;тво 221 нодьзуяt;ь тождеt;тва

ми 1- 19. llреобразуем Ш::~вую 'iёLt;ть к нравоЙ; 

(AnB)6(AnC) = ((AnB)U(AnC))n(AnB)n(AnC) = 

= (А n ( н u С)) n ( ( А n н) u ( А n С)) = 
= ( А n ( н u С)) n ( А u н) u ( А u С) = 

= (А n (Н u С)) n (А u (Н u С)) = 
= ( ( А П ( Н U С)) П А) U ( ( А П ( Н 1-.J С)) П ( Н U С)) = 

= е u ( ( А n ( н u С)) n (А n СН u С))) = 

= (An (HUC))n(A n(HnC)) = 

= А n ((В u С) n (В n С))= 
= А 'l ( ( Н U С) \ ( Н n С)) = А n ( Н 6 С). 

'1~ ожде(;ТВО ДОКёL3ёL.1:iО. 

1.2. Кортеж. Декартово произведение 

llyt.:ть А и: В - нрои.зволыiые множеt.:тва. Н еупорядоч,еп

пая пара tlёL м.1:iожеt.:твах А и. Н - это дюбое мtlожеt.:т1ю { и 1 Ь} 1 

1-де и Е А, Ь Е Н и.ди. и Е Н, Ь Е А. 

EL:J1и. А = Н, то t 'оворлт о tley 11opлдo'ietltlOЙ наре tla М.1:iО

жеt;тве А. Иt;ходл и.з 110.1:iлти.л равt:,'Нtсrпва м'Нtижt:,сrпв, можtlо 

утверждать, '-!ТО tley 11opлдo'-letltlaл нара { и, Ь} paвtla tley 11opлдo

'ietltlOЙ наре { с, d} eL:J1и. 11 тодько еL:ди. и = с и. Ь = d и.ди. и = d 
и. Ь = с. Заметим, '!ТО paвetlt;'1·вo эдемеtlтов М.1:iОЖеt;тва 110.1:iима

етt.:л здеt;ь ( и. Дё:1.JШе в ёL.1:ic:1.JI01 'И. 'itlЫX t;и.туаци.лх) как равеш..:тво 

'U'Нtдивид'Нtых кu'Нtcrna'Нtrn. 

tl том t;дy'iae1 ко1'да в tleyнopлдo'ietltlOЙ наре { и, Ь} ЭJ1емеtlты 

и и. Ь t;Ов11адаю'1· 1 11оду'iаем1 '!ТО {и, Ь} = {и, и}. Но 1·акая. зани.t;ь, 
как мы уL:Jюви.ди.t.:ь выше за1•ает то же t.:амое мtlожеt;1•во '!ТО 

' ·'"'1 ' 

и. {а}. Таки.м обрёLЗом, 11р11 и = Ь tley 11opлдo'ietltlaя. нара { а, Ь} 
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вырожда..~ТL:Я. •• В OДtlOЭJl~M~tlTtlO~ MtlOЖ~L:TBO { (l.}. При. (l. f= ь 

tl~уноря.доч.~tlЮ:tЯ. lla..pa.. буд~т днухэд~М~Н.ТН.ЫМ МН.ОЖ~L:Тl:3-ОМ. 

Упир,)(,duч.енна,Я, пари н.а.. мн.ож~r.;тва..х А и. Н, обо3н.а..ч.а..~ма..л 

3а..11И.(.;ЬЮ ( и, Ь) 1 опр~.Ц~JIЛ(::~Тt.:Я н.~ Т'ОЛЬКО L:а..МИМИ. Эд~М~НТа..МИ U с А 

и. Ь с Н, н.о и. 11оря:дком1 в котором он.и. 3сtни.r.;сtн.ы. И в этом 
V 

t.;OL:TOИ.T ~~ r.;y Щ~(.;TB~tltlO~ O'l'JlИ. ч.и.е от 1tey норлдоч.~tltlОИ на..ры. 

Еt.:ли. А= Н, то 1-оворлт об унорлдоч.енной на.ре нсt множеr.;тве А. 

Сущеt.:твеннсtл роль норлдка.., в котором нереч.и.r.;длю·1тл эле

мен.ты у норя:J\Оч.ен.н.ой 11а..ры 1 фи.кr.;и.руетr.;я. онредеден.и.ем ра..вен.

r.;тва.. уноря.доч.е1t1tых на..р. 

Определение 1.1. Две уноря:доч.енные на..ры (и, Ь) и (и' , Ь') 
на. множеt.:тва..х А и. В на..3ыва..ют рав пы.ми1 еt.:ди u, = u.' и Ь = Ь'. 

Замечание 1.2. Унорлдоч.енную нсtру (u.1 Ь) не t.:Jreдyeт 
(.;ВЯ:3ЫВа..ТЬ t.: МtlОЖеt.:твом { и, Ь} , Та.К Ка.К у норя:доч.еtltlа..Л на..ра.. 

ха..ра..ктери.3уетr.;я. tle TOJIЬKO t.;Ot.:Ta..BOM7 tlO и. норя:дком ЭJШMetlTOB 

в ней. Бодее того, онредедение это1 'О объекга.. вообще не 110-
3водя:ет ра..r.;r.;ма..тривсtть е1·0 ка.к множеr.;тво. Но унорлдоч.ен.ную 

на..ру MOЖtlO онредеJ!И.'l'Ь и. Ка.К MtlOЖet.:'l'tIO , lIOJla..I'c\.Я. , ч.то у норл

доч.енна.я: на..ра.. ( и 1 Ь) еr.;ть неу норя:доч.енна..я: нсtра.. { {и} , { u.1 Ь}}, 

вкдюч.а..юща..л в t.:ебя: одн.оэдемен.тн.ое мн.ожеt.:тво {и} и. н.еуно

рлдоч.енну ю на..ру {и,, Ь}. llpи. и = Ь нодуч.а..ем (и, и)= {{и}}. 

Та.кое онредедение не и.3менит t.:ути. нонлти.л, но то1 ·.цс1,. t.:Jreдyeт 

ш~ онредедлть я.в1tо ра..ве1tr.;·1·во уноря:доч.е1t1tых 11а..р 1 а. дока..3ыва..ть 

теорему о pctвeJ:It.:твe упоря:до'--!енJ:Iых псtр ка.к опредеденного ви

да. множеt.:тв. # 
Проr.;тейший и. ва..жнейший нример и.r.;полыова..ния: уноря:до

ч.ен.н.ых на..р да..ет а..н.а.,1и.ти. ч.еr.;ка..я: 1·еометри.я: [III] . Еt.:ди. н.а.. шюt.:

коt.:ти. введена.. J:Iекотора.я: r1.,р,Я,.м,uус:,и.л,1;,на,Я, с·исrпе.ма кuup(J,uнurn, 
V 

то Ка..ЖДа..Л TO'iKa.. ШЮ(.;К() (.; l'И. 0Дtl03tlёt'itl0 3ёtДёtетr.;н у норндоч.еНtlОИ 

нёtрой дейr.;твительных Lrиt.:eд - киирdинита.м:и этой rпич,·к·и. Ни. 

у ко1 ·о н.е во3н.и.ка..ет t.:омн.ен.и.и в том, ч.то 11оря.док1 в котором 11е

реч.и.t.:J1лютt.:я. коорди.нёtты то'-iки. 1 я:вдя:етt.:л t.:ущеt.:твенным: точ.

кёt, 3а..ДёtННёtЛ координёtтu.ми. ( 1, 3) 1 r.;овt.:ем не то же t.:ёtмое1 '-!ТО 
точ.кёt r.; коорди.на..та..ми. (3, 1) . 
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Обобще.1:iи.ем 1101нп·и.л у 11opлдo'-le.l:i.1:iOЙ: ШJ.ры лВJ1я.ется. уnор.я

до'Ч,ен:н,ый n-Н,абор*, и.ли кортеж. В отли'iие 0·1· конеч:но

го множеL:ТВсt { а1, ... , ап} кортеж ( а1 , .. . , ип) на. множеL:твсtх 

А1, ... 1 Ап хсtрсtктеризуетt;л .l:ie только .входящи.ми в не1·0 эле

мента.ми. а1 Е: А1, ... , Un Е: Ап 1 но и. 11орлдком1 в котором они. 
11ере'iи.L:ллю'1't;л. Ка.к и. ддя. уноря.до'-lенных нсtр , роль норлдксt в 

кортеже фикL:и.руетL:л онред~rени.ем µсt.венL:т.всt кортежей:. 

Определение 1.2. Д.всt кортежа. (а1 , ... , a,i) и. (Ь1, 

На, М.1:iОЖе(.;Т.Ва,Х А1 , ... ' Ап рсt.вны, et;JlИ. Ui = ьi, i = 1, '(/,,. 
... ' Ь,~) 

Чи.t.:Jю п нсtЗы.всtетt;я. д.л.:uН,ой кортежа ( и.ли. раз.мерН,О
стью кортежа) , а. элемент щ - i-й: проекцией (комнонен

той) кортежа. Длл двух кортежей оди.нсtко.вой µсtЗмеµноt;ти. 

их КОМllО.1:iенты (.; ОДИ.1:iа.КО.ВЫМИ. номера.МИ. .1:iа.3Ы.Ва.ЮТ од'Н,ОU.Ме'Н,

'Н,Ы,.М,U ко.мnоН,еН,mа.ми. Онределение 1.2 рсt.венt;т.всt кортежей: 

можно нереформули.ро.всtть тсtк: д.всt кортежа. оди.нсtко.вой µсtз-

мерноL:ти. рсt.вны то1·дсt и. только то1'дсt, KOL'Дct и.х однои.менньш 

ко мпо не.1:iТЪl L:O ВПа.Д а.Ют. 

Проt;тейшим примером кортежа. лВJrлетt;л ар'ифмеrп·шч,ес:к'ий 

(j(;'КinUp. 

Определение 1.3. Множеt;т.во .вt;ех кортежей дди..1:iы п 

.l:ict множеt;т.всtх А1, ... , Ап на,3ы.всtют декартовым ( nр.я

.мы.м) nроизведепие.м .м,Н,ожеств А1 , ... , Ап и обозш:tч:сtют 
А1 х ... х Ап . 

I'сtки.м обрсtЗом1 

А1 Х ... Х Ап = { (а1 , . .. , a,i}; а1 Е: А1, . .. , ап Е: Ап}. 

~t.:J1и. .вt;е множеt;т.1:щ А · i = 1 п 0cttlны между t;обой _ то 
'/,' ' ' ~ ' 

уксtЗсtнное дексtµто.во нрои.з.ведени.е .l:ictЗЫtlctют п-й декартовой 

стеnеН,ью .м,Н,ожества А и. обознсtч:сtют лп. В ч:сtL:тноt;ти., нри. 

п = 2 ноду'iсtем декартов квадрат, а. нри. п = 3 - декартов 

куб множеt;твсt А . 

.,., l 'uвuрнт тс.1,кж~:; ynopJt,iJu,ч,eн·nи,Jt, п-·х;и, (нс.1,прим~:р, упuрн..цuч:1:ннс.1,н. трuй

кс.1,1 '-11:'l' Bf:}JKc:\..1 lШ'l'f:}JKc.\. И. 'l' ,.Ц.). 
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llo онредедени.ю 11ода1'аЮ'1' , 'iTO нервал декартова t.:тенень 
дюбо1'0 мнuжеt.:·1-ва А еt.:·1ъ t.:aмu мнuжеt.:твu А, т.е. А 1 = А. 

Декартово нроизведени.е имеет следующие t.:воЙt;тва: 

1) А х (Н u С) = (А х Н) u (А х С) ; 

2) А х ( Н n С) = ( А х Н) n ( А х С) ; 

3) А х0=0Х А= 0. 

Эти t;ВОЙt;тва нетрудно доказать мr::rnuduм дFЗух FЗКдю·ч,r::r1.,'ий. 

Докажем, нанри.мер, 1шр1:юе тuждеt;тво. Еt.:ди. (х, у) Е: А х (Н U 

U С), то х Е: А и. у Е: Н U С. Из то1'0, 'iTO у Е: Н U С, (.;Jtедует 

У С н И.JlИ. У С С. Еt.:ди. У С н, то (:г, у) С А Х н, а e(.;JlИ. У С с7 

то ( х, у) с А х С. Итак, ( х, у) с А х Н и.ли ( х, у) с А х С, 
т.е. (х, у) Е: (А х Н) U (А х С). Сдедuватедьнu, Ах (Н U С) С 

C(AxH)u (Ax C). 
Доказатедьство обратно~ 'о вкдю'iени.л ашыю1 'И. 'iHU. 
Обратим внимание на НU(.;J1еднее и.з зани.t.:анных. выше ·l'pex. 

тождеt;тв. Из не1'0 вытекает, '!ТО нуt;тuе мнuжеt;твu нри 110-
v 

t;гроеtlи.и декартовых прои.зведеtlиИ мtlожеt.:тв играет гу же 

puJrь, '!ГО и. tlудь нри. умножении. 'iи.t.:ед. Докажем t;нраведди.

вut.:ть это1'0 тождеt;тва. Н самом деле, множество 0 х А (ддл 

любо1'О А) еt.:ть множеt.:тво вt.:ех унорлдо'iенных. нар (х , у), та

ких., '!ТО х Е: 0 и у Е: А. Но таких. эдементов х, '!ТО х Е: 0, не 

t;ущеt.:твует, и1 (.;Jiедоватедьtlо, унорлдо'iенных. нар (х, у) 1 нри
наддежащи.х. декартову нрuи.зведени.ю 0 х А, не t.:ущеt.:п3ует, т.е. 

0 х А= 0. AtlaJIOl'И.'itlO доказываетt.:л, '!ТО и. А х 0 = 0. 

1.3. Соответствия и бинарные отношения 

Отображение f' и.з множеt;гва А в Мtlожесгво В t; У:игаетсл 

заданным, есди. каждому эдементу х Е: А t;ОноставJшн еди.н

t.:твенный элемент у Е: Н. Отображение f' из множеt.:твс:1., А в 

множеt;·1·во Н обозна'iают зани.t.:ью f': А • Н. Элемент у Е: Н, 

который отображением f' t.:оноt.:тавJrлетсл элементу х Е: А 1 на
зывают ибразuм :Jдt:мeнrria х пр-и urriuбpaжr::н,u'u f' и. обозна'iс:1.,

ют f' (x) . 
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Ко..ждое отобро..жеl:iие OДJ:i03J:io..'iJ:iO 011реде.11лет мl:iоже<.:тво упu

рХ,duч,е'Н,'Н,ЫХ пир { ( х, у): х Е: А, у = f' ( х)}, .ю~.11п.ющееr;н: нодмl:iоже
r;твом дe·кaprrwf>и прu·uз6еде'Н,'UХ, А х Н мl:iожеr;твс:1., А J:io.. мl:iоже
r;тво Н и 1:iо..3Ыво..емое ё-рафиr,;u.м, urnuбpuжe'Н,'UX, f'. 

Но..оборот, ну<.:ть в деко..ртовом 11рои3ведеl:iии А х Н 3o..Дo..J:iO 

Тёiкое подмиожеr;тво f' , '-!то : 1) ддл любого х Е: А r;ущеr;твует 
у Е: н, ДJПJ. KO'l'OpOl'O (х, у) Е: /; 2) ДJПl дюбых двух llёip (х, у) 

И (х\ у') MJ:iOЖet;TBa, j' И3 pёiBeJ:i(.:'l'Ba, Х = х' r;дедует po..BeJ:i(.:'l'BO 
у= у' . То1'Дёi мl:iожеr;тво f' eдиl:i<.:твeJ:iJ:iЫM обро..3ом 011реде.11лет 

некоторое отобрёiжеаие И3 А в В. Это отобрёiжеии.е, oбo3llёi

'iёieмoe тс:1.,кже f', элемеl:iту х Е: А r;о11оr;тс:1.,ы1лет элемеl:iт у Е: Н, 

удовлетворлющий у(.:Jювию (х, у) Е: j' . Тёiким обро..3ом, мы мо
жем отожде<.:Т!:>ИТЬ отобро..жения. (.: их l'ра,фИКа,МИ и (.:'iИТёiТЬ, '!ТО 
отобрёiжеl:iие е<.:ть 11одмl:iоже<.:т1>0 декёiртово.. 11рои3ведеl:iил. 

Отобрёiжеl:iие f' м1:iожеr;т1>ёi А 1> t.;ебя. J:io..3ЫJ:>ёiIOT тож:дест

в еnnь~.м, е(.:J1и f' (x) = х нри вr;ех х и3 А. 

Н общем (.:JIY 'iёie ддл отобро..жения f': А • В может r;y ще
<.:твово..ть J:iе<.:колько ро..3ди 'iJ:iЫX элемеl:iтов МJ:iОже<.:твёi А, обро..3ы 

котuрых t.;OJ:>llёiДёiIOT. M1:ioжer;т1>u 1:>r;ex эдемеl:iтов х Е: А, дш1 ко
торых f' (x) = Уо, но..3ывёiют прuuбризuм ;;,11,ем,е'Н,rпа Уо Е: В при 

U'ffl.,()6puжe1--1.:шu f' . 
'Гёiк, нрообро..3 'iИ(.:Jlo.. а, lal ~ 1, нри отобро..жеl:iии у = siнx 

V • 

еr;ть МJ:iожеr;тво вr;ех решеl:iиИ ypёiвl:iel:iин. sн1х = а, т.е. МJ:iоже-

r;тво 

{:с х = a,Гt.;siнa + 27Гn, п Е: Z} U {х: 'J.: = 7Г - 1::1.,гt.;siнa + 27Гn, п Е: Z}. 

Прообро..3 эдементс:1., Уо Е: В может быть пус:rпым M'Н,U'Jfce

c:m6 uм. Это имеет меr;то, 1:iёi11ример, длл 'iИ(.:Jla, 2 нри отобрс:1.,же
аии у = SlllX' 

Мliожеr;тво вt.;ех у Е: Н, тс:1.,ких , '!ТО нсt.йдетt;я.. х Е: А, для. кото

ро1 ·о у= f' (x), Но..3ЫВёiЮ1' об.л,астью зnа'Чеnий отображ:епия 
f', Облсt.t;ть 3Нсt.'iеиий отобрсt.жеиил f' будем обо3нсt.'iсt.ть R(j'). 

Отобро..жение f': А ➔ В но.,3ывс:1.,ют иnъективnы.м ( ш--1,ъеr,;
'U/uей), ес;ди ко..ждый элемент и3 обдо..<.:ти е1·0 3Но..'iений имеет 

един<.:твенl:iыЙ нрообро..3 , т.е. и3 f' (x 1) = f' (x'l.) (.:JШдует х1 = Х',!,. 
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Отuбражеttи.е j'; А ➔ В ш::1.зывают сюръекrп·ивпы.м, ( сюръ
еr,;'и/ией), еL;ди. е1 'о обдаl:ть зtta'-iettи.Й l:ош1адает l:O JJl:eм мt1оже

l:Т1Jом В. Сюръекти.JJttое отображеttи.е и.з А JJ В tia.3ЫJJa..ют та..кже 

отображепием мttoжel:'l'JJa.. А па мttoжel:TJJO В. 

Отuбражение j': А • В на.3ывают б'иеr,;rп'Uв'Н,ым, ( б'Uеr,;ц'Uей) , 

e(..;JIИ. OtiO OДHOJJpeмetitiO И.tiЪeKTИ.!JtiO и. l:ЮpъeKTИ.!JtiO. 

Та..ки.м обра.3ом, e(..;JIИ. отобра..же1-1и.е /; А • В би.екти.1Jt10, то 

ка..ждому эдеме1-1ту мt1ожеl:т1Jа.. А oтJJe'-ia..eт еди.1-1l:т1Jе1-11-1ый ЭJШ

мент множеl:тва.. В и наоборот'. Тогда говорлт, ч:то множеl:тва.. 

А и. В 1-10..ходятl:л между l:обой JJO взаимпо одпозnа'Чnом со

ответстви·и. 

r:>и.екци.ю мttожеl:1·ва А tta l:ебя ttа.3ыва..ют автоморфизмом 

мпожества А. ИL:п.одьзуют та..кже терми.н* ,, подl:та..новка 

MtlOЖel:T!Ja.. .~ . 

Пример 1.2. а. Отображение, за.данное ра..венl:гвом v(n) = 
= п + 1, еl:ть, как 1-1етру ДtiO нока.3ать, би.екци.л м1-1ожеl:т1Jа t1ату

радьttых '-iИL:ед N tia.. е1 ·u нодмttожеl:твu N \ { 1}. 
б. Отобра..же1-1и.е v: 'n г---+ 2n еl:ть би.екцил м1-1ожеl:т1Jа.. JJl:ex 

tia..тypa..JlbtlЫX '--J:И.l:ед на MtiUЖel:TIJU Bl:ex '-ieTtlЫX 1-1атура..JlЫiЫХ 

'-iИ.l:ед. 

в. Любал nur,;uзиmA:-Jl.,f>'Н,UЯ фу'Н,r,;ци,я у= и:с, и > U, еl:ть би.екци.я 
м1-1ожеl:Т1Jа.. IR JJl:ex деЙl:твитедь1-1ых '-iИl:ед на м1-1uжеl:т1:ю IR+ вl:ех 

V 

ноJюжит-едьных деи(..;твитедьных '-iИL:ед. 

г. Фу1-1кци.л у = aгl:tg х еl:ть би.екци.л мt1ожеl:твс1 lR на и1-1тер
ва..J1 ( -7Г /2, 7Г /2). 

д. lluвopo1· uкружt1OL:ти. tia.. за..даtttlыЙ y1'OJ1 сх, т.е. отобра-
V 

жetiи.el l:O11O(..;Tc:l.,BJIЛIOЩee каждои TO'-iKe окружtiОL:ТИ TO'-iKY, В 
V V 

кuтuрую она нереидет нри. навороте 1Jl:eи окружt1оl:ти. 1Jокру1' ее 

центра на угол сх, еL:ть автuмuрфизм мнuжеL:гва гu'Iек uкруж

tiОl:ти. # 
llyl:ть зада..ttо отобра..жеttие j': А • В и С С А - ttекото

рое мttожеl:тво. МttожеL:т1:ю f' ( С) эш~меttтов у Е: В, таки.х, '-iTO 

" Ию>1'11,с\. этот 1'ермин употребJШют только 11,ш1 с\.втоморфизмс\. коне'-Iно1·0 

множеt.;тво.. . 
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у = f' ( х), х Е: С, tlё:LЗЫBi:LIOT и бра-зим мнижr::сuи:>а С np'U uu1,u
бpaжe'Н/U'U f'. Нё:Lнри.мер, при. отобрё:Lжtши.и у = siнx отрезок 
[О, 1 j лвллетL;л обрё:LЗом мtloжel:ТBi:L ( отрезкё:L) [О, n1 pa.вtlo кё:Lк и. 
любо1'О объеди.нени.л отрезков ви.дi:L [21rk, (2k + l)1rj (д/lЛ 11рои.з
водьtlОl'О ц~Юl'О k). llpи. k = О это можно Зi:LНИ.L;а.ть L;дедующи.м 
обрё:LЗом; siн( [O, 1r]) = [О, 1] . 

Зё:Lмети.м, ч.то длл любо1'0 отобра.жени.я. f"; А ➔ Н обрё:LЗ / (А) 

вL;е1 'О мtloжeL;'l'Bi:L А еL;ть обла.(;'lЪ Зtli:L'ietlи.Й Дi:LJ:iHOl 'O отобрi:L

жеtlш-1. 

Ддл 11pOИ.3BOJIЬJ:iO1 'О MJ:iOЖe(;TBi:L 1) С Н MJ:iOЖe(;TBO В(;еХ ЭJШ

ментов х Е: А, та.ки.х, ч.то f' (x) Е: U, нё:Lзывё:Lют приибра-зим мни
жесrnf:>а U нри. отобра.жени.и f'. 

Нё:Lнример, длл любо1'0 деЙL;'1'витедьно1'0 'iИL;дi:L а Е: [О, 1) мно
жеL;тво, которое я.вля.етL;я. объеди.tlеtlи.ем вL;ех отрезков ви.дi:L 

[ i:LГL;siнa + 21rk, 7Г - a.ГL;siнa + 21rk], k Е: Z, еL;ть нрообрё:LЗ отрезка. 
[а, 1] нри отобра.жении у= siнx. 

llрообрё:LЗ обда.L;ти зюtч.ений 11роизводьно1'0 отобрё:Lжени.л 

f'; А • Н L;UBПi:LДa.eт L;U вL:ем мн:uжеL;твuм А. 

МножеL:тво вL;ех отuбра.жени.й и.з А в Н будем uбознё:Lч.ё:Lть 

Ка.К НА. 

llotiЯ.'l'и.e uтобрё:Lжеtlия. можно обобщи.ть. Обобщеtiие может 

11роходить 110 двум нозицилм. Но-нервых, можно откё:LЗа.тьL;л от 

нодtlОЙ 011ре,ц~1енноL;ти. ото бра.жени.я., 11uда.1 'aJJ., ч.то uбрё:LЗ онре

Д~ШJ:i tle ддл ка.ждо1'U эJieмetlтa. мtlожеL;тва. А, i:L для. tlекоторых 

элементов ЭТОl'О МJ:iОЖе(;ТЩ\,. TOi'Дi:L 11ри.дем К llOliЛTИIO ·ч.асmU'Ч,

'Н,Q'гQ отображениJf,. llpи. этом 110,цмножеL:тво вL:ех элементов 

А, для. которых онредеJШJ:i обрё:LЗ, Нё:LЗЫВi:LЮТ об.л,астью оnре

де.л,еnu,Я, Дi:LHHUl'U -часmи'Чnо-го отображеnu,Я,. 

MJ:iOl'Иe элемtшта.рные фуtiКЦИИ. ЛВJIЛЮТСЯ. 'ii:LL:TИ'iHЫMИ. ото

брё:Lжени.лми множес.;тва. IR вL;ех деЙL:твительных ч.и.L;ед в L:ебл. 

Нё:Lнри.мер , фу J:iKЦШl у= tg х еL;ть 'ii:L(;'l'И. ч.ное uтuбра.жеtlи.е (; uбдi:L-

L:тью онределенил IR \ { х; х = ~ + 1rk, k Е: Z }. 

Но-вторых, можно откё:LЗё:Lтьс.;л от о,цнозна.ч.нос.;ти отобра.же

ни.л, 11oдi:Ll'i:LЯ:, ч.то дi:Lннuму х Е: А l:OllOL:Ti:LВJШH не оди.ti, i:L неl:коль-
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ко обрс1.,зов ( мtlожеt.тво обра.,30.в) в мtlожеt.:тве В. В этом t.:ду 'ia.,e 
говор1п' 1 Lrтo за.да.но соответствие* из множеt.:тва. А в МtlО
жеt.:тво Н. 

llримером могут t.:.11ужить обра.тtlьш три1'он.ометри 'iеLжие 

функции: t.:кс1.,жем, ,, бодьшой " а.рю..:инуt.: [I] 1 t.:опоt.:та.вллющий ка

ждому х Е: ~ MtlUЖet.:твu вt.:ех таких 'iИt.:ел у 1 'iTU sirry = х1 т.е. 
мtlожеt.:тво1 лВJrя.ющееt.:я. 11рообра.,3ом эдемен.та. х нри отобрс1.,же

tlии1 онреде.,1лемом 1'ра.фиком фуtiкции у= sirrx. 
Еt.:ди зс1.,да.н.о t.:ОО'I'ветt.:твие р из А в Н 1 будем иt.:11одьзовс1.,ть 

oбoзtla.'ietlиe р(х) но ёttlo..JIOl'ИИ t.: oбoзtla.'ietlиeм f" (x) ддя. ото

брс1.,жеtlиЙ1 ноtlима.я. нри этом1 'iTO р( х) еt.:ть у же tle эдемеtlт 
маожеt.:тва. Н 1 а е1'О нодмаожес..:т.во. 

Aao..1ю1'И'itlO l'ра.фику отобрсtжен.ия. можttо онредедить -гра

ф'UК соотпвеrт~сrnв'ия р из мtlожеt.:тва. А в мtlожеt.:тво Н ка.к 

Мtlожеt.:тво Ср у нopн.дo'ietltlЫX шtр ( х 1 у) 1 та.ких.1 'iTO х Е: А1 у Е: В 
и эдемеttты х 1 у t.:вя:зсtttы t.:оответt.:твием р1 т.е. у Е: р(х). Yкct-

3cttitlOe мt1ожеt.: 1'во Ср yнopя.дo'iettttыx нар ес..:ть нодмttожес..:тво 

декс1.,ртовс1., нроиз.ведеttи.н А х Н. 

Oбpctтtlo, фикt.:ирул tlёt декартовом нроизведеtlии А х Н 

ка.кое-дибо нодмtlожес..:тво С 1 мы тем с..:сtмым oдao3tla.,'itlO онре

дед.я.ем некоторое с..:оответс..:твие ре из А в Н 1 ct имен.но ре(х) = 
= {у; у Е: Н (\ (х, у) Е: С}. Нетрудtlо з.а.метить1 'iTO l'ра.фиком t.:u
ответt.:твин. ре будет ка.к ра.,3 мtlожеt.:тво С1 а t.:оотве1·t.:-1'вием1 от
ве'iсtющим l'ра.фику Ср 1 будет р. llоэтому можно отождеt.:твить 

t.:оответс..:твие t.: его гра.,фиком и t.:'iит·сtть, 'iTO t.:оот·ветс..:твие из 

множеt.:тва. А в множеt.:тво Н еt.:ть некоторое 110.цмножеt.:тво р 

дексtртова., нроиз.веденил А х Н 7 т.е. р С А х Н . Н 'iсtt.:тноt.:ти, 

нри р = 0" ноду'iа.,ем пустое соответствие1 а нри р1 с..:о

Вllа.,Да.,Ющем t.:u .вс..:ем у ка.,30.,нным дека.,ртu.вым нрuиз.ведением, -
ун,ив ерса.л,r,пое соответствие. 

llpи этом будем нис..:ать (х 1 у) Е: р ддл уноря.до'iенных. на.,р 7 
t.:в.лза.,нных. t.:оответt.:твием р. 

" И(.;Ш)Ль3уют тсtкж~ т~рмины 

(.;l'И'ilic\Ji MliUL 'U31iё:t'i1ic\Ji фу Н:КЦИН ;, . 
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Пример 1.3. J:->с:1,L:L:мотрим МJ:iОжеL:тво 11ро1'рс:1,ммиL:тов А= 

= {И, 11, С} и МJ:iОЖеL:тво 11ро1 'рсtмм lJ = {п1 , n 2, n'J, n4, п5}. Зсt
дсtдим L:оответL:твие т из А в 1J1 L:влзывсtющее 11ро1'рсtммиL:тов 

и ра.3рсtбсtтывсtемые ими 11ро1·рсtммы; 

т = { (И 1 n1), (И, n'J), (И, n5), (11, n2) , 

(11 , n4), (С, n2) 1 (С, n5)} С А х Н. # 

06.л,астп~, оnреде.л,ен:и..я coornвerncrnв·u..я р С А х В из 

MJ:iOЖeL:TBct А В MJ:iOЖeL:TBO lJ - это MJ:iOЖeL:TBO BL:ex 11ервых 

комнонеliт уноря.доченных 11ctp из р; 

JJ (p) = {х; (Зу Е: Н)(х1 у) Е: р}. 

06.л,аст~, зпа·Ч,еnи..я соотпветстви..я р - это множеL:тво 

вL:ех вторых кoм110J:ieJ:iт у 11орлдочеJ:iJ:iЫХ 11с:1,р из р; 

R(p) = {у; (:3х Е: А)(х, у) Е: р}. 

Из 011редеJШJ:iил вытекс:1,ет1 что JJ (p) С А, R (p) С JJ. Соот

ветL: 1·вие из А в lJ J:iа.3Ывсtют всюду оnреде.л,е,,..,,,,_,,ы.м1 еL:ди е1'0 

uбдсtL:ть uнредедения. L:овнсtдсtет L: мнuжеL:твuм А: JJ (p) = А. 

Се-ч,е,,..,,ие.м соответстви..я р С А х lJ ддл фикt.:иpuвctJ:iJ:iUl'O 
ЭJiементсt х Е: А будем на.3ывсtть МJ:iОЖеL:тво р( х) = {у: ( х, у) Е: р}. 
Можно L:Ка.3сtть, что L:ечение L:оответL:твия. р( х) еL:ть множеL:тво 

BL:ex 1, uбpa.3UB ;~ ЭJШментсt Х нри Дa.HliUM L:UUTBeTL:TBИИ. 

Се-ч,е,,..,,ие.м соответстви..я р no .м,Н,ожеству С с А 
будем на,3ывсtть множеL:тво р(С) = {у; (х, у) Е: р, х Е: С}. 

Пример 1.4. ОбдсtL:ть 011реде,,1енил L:оответL:твил т из 

нри.мерсt 1 .3еL:ть вL:е MJ:iUЖeL:твo А , а. обдсtL:ть 3J:ictчeliил - вL:е 

МJ:iОжеL:тво lJ. Сечеliи.ем L:оответL:твил т 110 элемеJ:i'l'У 11 будет 
MJ:iUЖeL:твu т(ll) = {п2, n4}. # 

СоответL:твие р С А х А из MJ:ioжeL:твct А в L:ебя., т .е. нодмliо

жеL:тво МJ:iожеL:твс:1, А 2, J:iа.3Ывсtют би,,..,,арпы.м, от,,..,,оше,,..,,ие.м ,,_,,а 
.М'Н,ОЖестве А. 
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Пример 1.5. llроL;тейшим нримером бин,1.рно1·0 отноше

нил лв.J1летL;л отношение нeL;·1'p01'0l'O нера.венt;тва. на. множеL;тве 

деЙL;твитедьных 'iИ(;eJl IR. ЗдеL;ь ка.ждому х с lR ноt;та.вдены в 

t;Оответt;твие та.кие у с IR1 ддл которых L;нраведдиво х ~ у . # 

Ддл нрОИ3J:.ЮJ1ЬН01 '0 бина.рно1 'О отношенил На. некотором мно

Же(;ТВе 'ia,t;TO И(;110JlЬ3уют 3а.11И(;Ь Х р у вмеt;ТО (х, у) с Р, l'ОВОрЛ 

нри этом об ~,Л,емептах1 св.язапн.ых бипарпым отн.оше

н.ием р. Это t;Ol'дa.L;yeтL;л t; тра.диционной формой за.ниt;и неко
торых 'ia.t;TO иt;нодьзуемых бина.рных отношений. Та.к, нишут 

х ~ у, а. не ( х, у) с ~ . Ддл та.ких бина.рных отношений у нотре
бдя.ют уетоя.вшиеt,;я. t.;JЮВОt;О'iета.ния.. На.нример, за.ниt;ь х ~ у 

'iИта.етL;л так· х не больше у ;, • 1, • 

.оина.рное отношение на. множеt;тве А, t;Оt,;толщее из вt,;ех па.р 

(х, х), т.е. lla.p t,; (;0В11а.Да.ЮЩИМИ комнонента.ми, На3ЫВа.ЮТ диа

гон.а,Л,ЬЮ множеt,;тва.'1< А и обозна.'iа.ют idл. Нетрудно нонлть, 

'iTO диа.1'ОНаJ1ь А еt,;ть rnuжdec;mf>eннue uтuбражение А на. L;ебл. 

Для. на1·длдно1·0 изобра.женил t;Оответt;твий из А в Н (би

нарных от·ношений, В 'iat;THO(;TИ) будем Иt;110JIЬ30Ва.ТЪ два (.;110-
(;Оба.. llервый из этих L;ПUt;uбuв L;Ut;тuит в и.нтерпретсt.ции t,;uuт

ветL;твил ка.к нuдмнuжеt,;тва декс:1.,ртuвс:1., прuизведенил, кuтupue 

мuжнu изuбра.Жа.ТЬ нримернu Та.К же, как На. ШЮ(.;КU(.;ТИ мuжнu 

изuбра.жа.тъ пuдмнuжеL;ТВа. дека.ртuва. квадра.та. ЧИL;Jювых мнu

жеL;тв. Нтuрuй t,;нot;uб, нрименлемый ДJ1л кuне'iных мнuжеt;тв 

А и Н , - 11ut;·1·роение та.к назывс:1.,емu1 ·u графа соотв етст
в и.я. 13 этом t.;J1y 'ia.e эдементы мнuжеL;тв А и Н изuбра.жа.ютt;я на. 
llJIOt;KO(;'l'И кружО'iКа.МИ. E(.;JlИ и TOJlЬKO еt;дИ нсt.ра ('U, 'И) нрина.д

дежит t.;OOTBeTt.;TBИIO р, то в l'ра.фе (;00ТВеТt;ТВИЯ И3 кружU'iКа.7 

обозна'iающе1'О эдемент ·и с А1 нроводим L;тредку к кружо'iку, 
обозна'iающему элемент ·и с Н. Для. бинсt.рно1·0 отношения. на. 

коне'iном множеt,;тве А 'iat,;тo удобнее иt;нодьзовсt.ть 1'ра.ф дpy

l'Ol'O вида.. Элементы множеL;твсt. А изобрсt.жсt.ютL;л кружо'iксt.ми 
только один ра.3 , а. (;'l'PeJlKИ нрUВОДЯ.Т(;Л 110 тем же нравида.М, 

" Ию>l '11,с\. 1 ·оворн.г о 11,Ис\.l 'ОЮ::\ЛИ в множ~сгв~ А, хогн. прс\.вильн~~ было бы 

Но,,3ЫВс\.1.'Ь ЭГ() ()1.'lIOШ~liИ.~ 11,И.ёJ.J. '()Hc\.J.lbIO 11,~Kc\.l)1.' ()Bc\. KBc\.11,l)c\.1.'c:\. Мli()Ж~СГВс\. А. 
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'iTO и в l 'IЯtфe с.;оответс.;тви.л. За.метим, 'iTO нри та.ком нос.;тро
ении возможно с.;оединение кру жо'iка с.;тредкой с.; с.;амим с.;обой 

(нетдл). 

Пример 1.6. а. На рис.;. 1.1, а изоб1-.жжены 1-рафик и 1-раф 
бина.рно1'0 с.;оответс.;твил из нримера 1.3. 

n5 • • n 1 
и 

п4 • n z. 

nз • п nз 

n z. • • п4 
с 

n1 • п5 

и п с 

а 

1 1 
4 • 
3 • • 2 2 
2 • • • 
1 • • • • 3 3 

1 2 3 4 4 4 

б 

Рис. 1.1 

б. llус.;ть А= {_1, 2, 3, 4} . 1::>инарное отношение р на. А онреде
дим как множес.;тво вс.;ех уноря.до'iенных нар (х, у) 1 таких, 'iTO 

Х ~ у, I'Ol',LJ,a. 

р = {_(1, 1), (2, 1), (2, 2), (3, 1), (3, 2), (3, 3), 

(4, 1), (4, 2)1 (4, 3), (4, 4)}, 

Обдас.;ть онредедения. отношения. JJ (p) = { 11 21 3, 4}, обдас.;ть зна.
'iений R (p) = {1, 2,31 4}. l'ра.фик и два вариа.нта l'рафа отноше

нил р изображены на. рис.;, 1.1, б. 
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в. Множ~~..:тво то'iек окружно~..:ти. х'2 + у'2 = 1 е~..:ть гра.-
фи.к би.lia.pHOl'O ОТНОШ~liИ.Я. На. множ~~..:тв~ Д~Йt;тви.тедЬliЫХ 'iИ.

(.;~t, t;О~..:толщеt 'О и.з вt;ех тсtки.х у 11орлдо'iенных на.р (:.с, у), 'iTO 
у = ± J ( 1 - х'2), и.ди: , 'iTO pa.BHOL:И.JIЬHO, KOMllOH~liTЬl lla.pы удо
вдетворлют у рсtвнени.ю J:'2 + у'2 = 1. Обдсtt;ть онред~t~liИ:Л би:на.р
liОt 'О OTliOШeliИ.Я. е~..:ть отр~30К [ - 1, 1] ' обда.L:ТЬ 3lia.'ieliИ.Я. - Та.КЖ~ 

0·1,резок [-1, 1]. # 

Соотв~тt;·1'ви:~ р С А х 13 liа.3ывсtют фупкциопа,1(,r:,пы.м no 

второй (нервой) ко.мnопепrпе, е~..:ли: ддл любых двух унорлдо

'iенных нсtр (х, у) Е: р и: (::z.:\ у') Е: р и.з ра.в~н~..:твсt :.с= х' L:JШДу~т 

у= у' (и. и.з у= у' L:J1едует х = х'). Фyliкци.otlil.JlЬtlOt;ть ~..:оотв~т

t;тви.л 110 второй комноli~liт~ 03lia.'ict~т , 'iTO, фи.к~..:и.ру л в дюбой 
V V 

yнopя:дo'ieliliOИ на.ре, нри.liа.ДJШжсtщеи Дa.liliOмy t;Оответ~..:тви.ю, 

нервую кoм11olieli·1'y, мы OДli03lia.'iliO 011ред~1лем и. вторую ком-

11онtжту. Тсtки:м обра.3ом, мы можем ~..:ка.3а.ть, 'iTO t;оответ~..:тви:е, 
функционаЛьное по второй компонеите1 е~..:ть отобра.жение (воз
можliо, 'icti..:ти. 'iliOe). 

llоэтому t;Оответt;тви.е / С А х 13 я:вдя:етt;л отобрсtжеliи.ем и.з 
А в Н, е~..:ди. и. тодько е~..:ди. OliO вt;юду oнpeд~tetlo (т.е. LJ(/) = А) 

и. функци:оliil.Jtьно 110 второй комнонеliт~. Отмети.м тсtкж~1 'iTO 
отобрсtж~иие из А в Н лвдя:ет~..:л и.иъекцией тог Да. и тодько 

тогда., ког Да. OllO фу НКЦИОШLJIЫlО по п~рвой КОМПОtl~нте. 
Н за.кдю'iени:е обобщим нонлти:е t;Оответt;тви:л, онредеди.в 

ОТliОШени:я. нрОИ:3ВОJIЬНОИ а.рно~..:ти:. 

Определение 1.4. llрои:зводьное нодмliоже~..:тво р де

ксtртовсt нрои.зведени:я: А1 х ... х Ап liа.3ывсtют (п-арпы.м и.ли. 

п-.месrпнь~.м) оrппошение.м lia. мliоже~..:твсtх А1, ... , Ап. 
Н L:Jty'icte е~..:ди. в~..:е Mlioжei..:твct А1 1 ••• , Ап ~..:овна.да.ют, т.е . 

А1 = ... = Ап = А, t'оворлт об п-арпо.м отношении па .мnо

жестве А. 

EL:J1и. р - п-сtрное отношени.е нсt множеt;твсtх А1 , . .. , Ап и. 

(а1, ... , ап) Е: р, то t'оворя:т об ~,f(,e.м,enma'J: а1 1 ••• , ап , св.язаn
'НtЫ'J: отnошеnие.м р. 
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Замечание 1.3. llpи п = 2 поду'iо..~м бинарпое отпоше
ние нс:1, множ~t;твс:1,х А1 1 А2. Это н~ 'iTO и.но~, кс:1,к t;Оотв~тt;тви.~ 

и.3 А1 в А21 t'Д~ множ~t;твс:1, А1 и. А2 , вообщ~ t'Оворл, ро..3дИ.'iНЫ. 

llpи А1 = А2 = А 11оду 'iо..~м в11~д~нно~ рс:1,н~~ би.нс:1,рно~ отно

ш~ни.~ Hi::1 МНОЖ~(.;ТВ~, т.~. llОДМНОЖ~(.;ТВО Д~Ко..рТОВi::1 KBi::1ДJ)i::1Ti::1 А. 

То..ки.м обро..3ом, 13 общ~м t;ду 'ii::1~ (11µи. пµои.3водьном п ~ 2) 
(.;Jl~Дy ~т 1 (.;'l'IJOL 'O l 'OBOIJЛ, IJо..3дИ. 'ii:::LTЬ т~µми.ны 

ни.~ \~ и. " 'fl,-i:::LIJHO~ отнош~ни.~ На, МНОЖ~(.;ТВ~ \~. 

n-i:tr)нo~ отнош~-
" J:"' 

п-арное 

отношение 

на множествах 

А11 ••• , Ап 

п=2 

Бинарное 

отношение 

п-арное 

отношение 

на множестве 

А 

на множествах А1, Аг 

(или соответствие из А1 в Аг) 

п=2 

Бинарное 

отношение 

на множестве 

А 

А=А=А 1 г 

Функциональность 

по 2-й компоненте 

Частичное 

отображение 

множества А 

в себя 

Полная 

определенность 

Отображение 

множества А 

в себя 

Функциональность 

по 2-й компоненте 

Частичное 

отображение 

из А1 в Аг 

Полная 

определенность 

Отображение 

из А1 в Аг 

А=А =А 1 г 

Рис. 1.2 
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Свл3ь между введенными. 11онлти.лми. отношени.л, t;Оответ

t;тви.л и. отображени.л 11рои.ддюt;три.рована на ри.t;. 1.2. # 
llуеть п-арное отношение р С А1 х ... х Ап удовдетворлет 

уt;дови.ю; ддл дюбых двух кортежей (х1 , ... , Xi, ... , x,i} Е р 
и. (у1 , ... , Yi, ... , у,&} Ер и.3 вы11однени.л равенt;тв Xk; = Yk ддл 
любоt'О k f i (U ~ k ~ п) (;.11едует, '!ТО и Xi = Yi · Tol'дct отношение 
р на,3ывсtют фупкциопа.11,ьпы.м no i-й ко.мnопепте (1 ~ i ~ п). 

Дру l 'ИМИ (;.IЮВа,МИ, фу НКЦИОНаJlЬНО(;'l'Ь n-мet;'l'HOl 'O отноше
ния. 110 i-й (i ~ ·п) ком11оненте рсtвноt;и.дьнсt у(;.lюви.ю, '!то, фи.к

t;ируя вt.:е кuм11оненты, кроме ~-и, мы одно3нсt'iно 011редедлем и. 

~-ю ком11оненту . 

Пример 1. 7. а. llредt;тсtвим t;троку у'iебного раt;11иt;сtнил 

как кортеж ви.дс1., 

( 11ре11одсtвсtтедь, грун11сt, ди.t;ци.шrинсt, cty ди.т·ори.л, день, 'icl.,t;). 

Тогдс1., рап1и.t;с1.,ни.е можно раt;t;мат·ри.вс1.,ть Kcl.,K t;екt;т•с:1.,рное (ше

t;ТИМеt;тнuе) отнuшени.е нс1., t;uuтветt;твующих множеt;твс1.,х. Оно 

будет фу нкционщ1ьно 110 11ервой ком11оненте, et;J1и., коне'iно, 

11ред110JЮЖИ.ТЬ, '!ТО ДВсl., 11pe11oдa.Bcl.,TeJlЯ. И.JIИ. бOJtee не 11роводя.т 

одно и то же 3с:1.,нлти.е одновременно в одном и том же ме

t;Те (хотл, нсt11ри.мер , нсt дсtбора.торных ра.ботсtх это во3можно) . 

Оно тсtкже фу нкционщ1ьно 110 третьей ком11оненте ( один 11ре-
11одсLва.теJ1ь tle может веt;т11 одновременно 3а.ня.т11л 110 ра,3ным 
ди.t;ц11ш1и.нс1.,м), 110 'iетвертuй (11ре11одс1.,вс1.,теJ1ь t;U t;воей l'PY 11110Й 

не мо1'ут нсtходи.тьt;л в ра.3ных с1.,уди.тори.лх) и не будет, вообще 

t'Оворя:, функци.онщ1ьно 110 второй, 11я:той и. шеt;той ком11онен

·1,с1.,м. 

б. !->с1.,t.:t.:мuтр11м на мнuжеt.:тве V3 t 'еометри. '!еt.:ки.х векторов в 
11рut;трсtнt;тве тернсtрнuе (трехмеt;тнuе) отношение р, t;Оt;тuлщее 

и.3 вt;ех у11uрлдо'iенных троек (х, у, z) кuм11дана.рных векто
ров. Это u1·liuшeн11e не я.вдя.е1't;Н фу нкци.uнщ1ьным ни. 110 одной 
ком11uненте, ·1·с1.,к кс1.,к дюбым двум вектuра.м t;Uответt;твует беt;

коне'iнО мно1'0 векторов, обра,3ующих t; ними. комш1с1.,нсtрную 
троику . 
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1.4. Операции над соответствиями 

110(.;КОJ!ЬКУ (;(j(j ',nfjem,c;uи:HJ,,Я, MOЖliO (.;'i11Тать MliOЖe(.;l'Baм11, то 

вL;е ош:~рац11111iад м1iожеL;твам11 (пересе'Ч,ение7 объеd·инение7 paз
нucutt>7 дuпи.л,нение 11 т.д.) можliо 11р11меli11ть 11 к L;Оотве·1ттв11.лм . 

Замет11м Lrтo I'Овоп.л о дo110J11ie1i1111 L;ОответL;тв11л 113 А в В мы 
' ' l' ' 

имеем в в11ду доношiеliие ,цо ун·(trJерса.л,ьниё-о cuurnrJ erncrnrJ ·uл 113 

А в 13, т.е. до deкapmurJa npu·uзrJedeнuл А х 13. Et.:тeL;твelili07 
'iTO 11 paвeliL;TBO L;ОответL;тв11и можliо трактовать как purJ eн
c;rnrJ u мнuжecrnrJ. 

il то же время. lia (.;00ТВеТ(.;ТВ11Л MOЖliO ра(.;11р0(.;Тра1i11ТЬ 

011ерац1111, 011реде.11лемые ддл отображеli11Й. Мы раL;L;мотр11м 

здеL;ь две такие операц1111. 

Компо3иция соответствий. Следул ана.1юг11и L; компози.

ц11ей отображ1iе1i11Й, компози·цией ( произведепие.м,) соотп
ветствий р с Ах 13 11 ст С 13 х С liазывают L;оответL;тв11е 

р:.>ст={(х, у): (3zE 13)((x, z) Ep)/\((z, у) Ест) } . (1.3) 

lloЛL;1i11м 110L;тpoeli11e ком11оз11ц1111 двух L;оответL;·1-в11й. Обра

т11мt.:л L;1ia'ia.11a к отображеli11лм (как 'iaL;тliым (.;J1уL1алм t.:оответ

L;тв11й). llyL;ть задаliы отображеli11я. (возможliо, ч..ас·rп·шЧ,ные): 

/ 11з А в В 11 у 113 В в С. Ком11озиц11л* f :.> у 011редедлетL;л 

как отображеli11е 113 А в С, задаваемое формулой у= g(f(x)) . 
Тем L;амым задае'1'(.;Л ё-рафик тпибрижен·ил f -> g1 т.е. мliожеt.:тво 

упuрлduченных пар (х, у), так11х, 'iTO у= g(f (x)). llp11 этом 

yнopлдo'ieliliaл пара ( х, у) будет 11ри1iадJrежать 1 'раф11ку ото

бражеli11л f -> g, еL;дИ и только e(.;J111 liаЙдетL;.л ;эдемеliт z Е В, 

"'НеобХ().ЦИМ() 3с:1.,меги.гь, Ч:Г() в [l] 3с:1.,ни1.;ь у-> f (x) О31iс:1.,ч:с:1.,ег y(t (x)), г.е. 
()Т()брсtжен:и»- в К()м1ю3иции пишугL:»: в 1юр»:.цке, ()брс:1.,гliОМ Г()му, в кс:1.,ком он:и. 

при:мен:щurL:»-. Мы же бу.цем ве3.це и:L:ш.>дь3овс:1.,ть 3с:1.,пи:L:ь f :.>у, ПОJШL 'c:J.,»-, ч:то 

f :.> у (х) = y(t(x)) И: IЮР»-.Ц()К 3МIИ:(.;И. ()Т()брс:1.,жеliи:Й В К()М1Ю3И:ЦИ:И: (.;()ВlШ.Цс:\,ет (.; 

пор»-.цком и:х при:мен:ен:и:»-. Эго обуL:ловден:о гем, ч:го компо3и:ци:»- огобрс:1,же-
u u u u 

ни:и ()Пре.цел»-еТ(Ж нсtми: ксtк Ч:с\,(.;ТНЫИ L:луч:сtи К()МП()3И:ЦИ:И: (.;()()ТВеТL:ТВИ:И, при: 

и и 

3с:1.,1IИ(.;И. К()'l'Орои eL:'l'el:'l'BeliliЫ.M ()KaЗЫBcJ.,e'l'(.;}i имеliН:() Гс:l.,К()И 1Юр»-.Ц()К . 
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пtкuй, 'iTU z = f'(x) и у = y(z). Тсtким uбра.зuм, 1·рсtфик кuм

нuзиции uтuбрсtжеliиЙ / и у еL:ть 

/ 0 g = { ( х, у): ( :lz )( z = I ( х) и у = g (z))} = 
= { (х, у); у= g(f' (:i::))}. (l.4) 

Jle1·кu видеть, 'iTU (l.4) еL:ть '-J.ctL:TliыЙ t.:дy'ictЙ (l.3). Отметим, 
'iTU нри ноt.:троеliии комнозиции отобрсtжеliиЙ обы LtliO 11ред-

11олсtгсtют, 'iTO нереt.:е'iение обдсtL:ти знсt'iений отобрсtженил f' и 
uблсtt.:ти uнредедеliил uтобрсtжения. у не 11yt.:тu (R(/) П U (y) -1- 0), 
11OL:кuльку в нрuтивном L:J1y 'icte кuмнозицил быдсt бы 11yL:тct. Ддл 
отобрсtжеliиЙ, lie я.&11я.ющихL:я. 'iсtL:ти'iными, R(j') С U (y), тсtк 

ксtк U(g) = В. llоэтому в дсtнном L:JIY'icte переL:еLJ.еню:~ R(/) n 
n D (g) вt.:е1·дсt не нуt.:тu. 

llолезно отметить тсtкже, 'iTO eL:J1и / и у - биекции, то и 

кuмнозицил их тоже будет биекцией. 

Beplieмt.:я. к pёtt.:t.:мu·1·peliию кuмнuзиции t.:uuтветt.:твий р о u. 
lluдё:t.1•aн, 'iTU uбдаL:ть u11реде.1ш1iи.л U(p) t.:uответt.:твия. р lie 11y
L:тct, возьмем 11роизвu.11ьliыЙ эдемеliт х Е: U (р). lly t.:ть с:е'Ч,е'Н,'Uе 

р( х) С В L:оответt.:твил р не нуL:то и нё:t.Йдетt.:л такой э.11емент 

z Е: р(х), 'iTO t.:e'ieliиe u(z) С С также lie пуL:то. То1-,ца lieнyL:тoe 

мliuжеt.:тво {(х, t): t Е: u(z)} будет нuдмliuжеr.;твом L:e'ieliин t.:u
ответt.:тJJия. р :..> u JJ то'iке х. Ce'ieliиeм t.:оот.1Jе1·t.:т.1Jил р о u в то'iке 
х будет 1ie11yt.:тoe в L:иду L:дe.11a1iliЫX 11ред11одоже1iиЙ мliuжet.:·1•.13O 

вL:ех таких yнopлдo'ieliliЫX нар ( х, t) Е: А х С, 'iTO х Е: U (р), а 
t Е: u(z) ддл некuгuрuгu z Е: p(:i;). 1Ъвuрл lieфupмwrыru, нуж

liО ш~ребрать в(.;е э.1шме1iты z из (.;e'ieliил р(х). I'ёtким обрёtзом, 

ра.зди '-J.Ие В 11O(.;ТрОеliИИ КОМ11O3ИЦИИ t;OOTJJeTL:TBИИ И КОМ11U3И

ции отображений закдю'iаетt.:л в том, 'iTO 1, 11ромежу·1·о'iный ;· 

элемент z в uбщем L:JIY'Iёte не еди.нL:гвенный и ксtждuму гакu-
V 

му эдементу тёtкже L:гавитL:л в L:оuтветL:твие не еди11L:твенныи 

элемент у Е: С. 

Пример 1.8. Сuот.13е·1тт.1Jие р вuзьмем из нримера 1.3. 
СоответL:·1·вие u зёtдадим как (.;OO·1·нетL:т.1Jие из MliOЖeL:тJJa нрu-
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l'l-)ёtMM {n11 'n'l,1 'fl,J1 n4) n5} в MtlUЖet.:твu 3ёtKёt3'iИKUB lll-)Ul'l-)ёtMMtlU-
1·0 oбet.:lШ'ietlИЯ. {31, 3'/,, 33) 34}. llуеть 

t->ctt.:L:MUTl-)ИM 11puцet.:L: llUt.:тpuetlИ}l КUМllUЗИЦИИ t.:оuтветt.:твий 

р и ст. Нсi'iнем L: эдеме1tтсt И. Имеем р(И) = {n11 n:3, п0} 1 ст(п1) = 

= { 33 1 34}, ст(п3) = { 3i} и ст(п0 ) = { 33}. ОтL:ЮДсi 11оду'iсiем 

ст(п1) U ст(п3) U ст(п0 ) = {3'/,, 33 1 34} 

t.:e 'ietlиe KU МllUЗИЦИИ llU Эдемеtl' 1' У И . р ёtL:L: уждо.Л ёttlёt.lIO 1' И LftlU 1 

11uду'iим (р 0 ст)(11) = {31 1 34} и (р 0 ст)(С) = {31133}. 
llос.;тро~ние l 'pctфct КОМ1103ИЦИИ fJ о СТ lll-)OИJlJlIOL:Tl-)Иl-)OBёttlO tlci 

риt.:. 1.3. # 

роа 

и и 

п п 

с с 

Рис. 1.3 

Отметим, 'iTO иб,11,астпь unpt'-dt'-дt'-'Н,'UJt, комнозиции сиитrизt'-m

сuизий t.:одержитL:я. в обдсtt.:ти 011ред~1енил 11ерво1·0 t.:оответ

с.;твил, ci иб,11,ас,пь :ЗН,U'ЧttН,'Uй комнозиции L:оответс.;твий - в обдсi

t.:ти Зtlct'ie1tи.Й 1п·оро1·0 t.:оответt.:твия.. Из 11риведе1t1tых рсtt.:t.:у

жде1tи.Й t.:ледует, LJ.TO для. тu1·u, LJ.'1•обы комнuзицин t.:оuтветt.:твий 

быдсt отди 'itlci от 11уt.:то1·0 t.:оответt.:твин, 1tеобходимо и ДOL:TciTOLJ.
иo, 'iт·обы переt.:еLJ.ение обдсit.:ти знсi'iеиий первого t.:оответt.:твил 

и обдсtt.:ти 011ред~шния. второ1 ·о t.:оответt.:твил бьшо не 11уето. 

К 011редедению ком11озиции L:оответL:твий мож1tо 110.цойти с.; 

бод~~ общих 11озиций. llyt.:ть р С А х 1З и ст С С х 1). llpи этом 
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но.. множес.;·1'во.. А, Н, С и U 1;1,ариори не н1;1,кд1;1,дьш1;1,етс;я: нико..

ких ор1'1;1,ни 'iений. Комаозицил р v и с;оответL.:твий р и и в этом 

l.:дy'io..e то..кже оаредедяетс;л с;оотношением (1.3). Чтобы т1;1,к1;1,.н 

комаозицил быдо.. отди'iно.. от 11ус;то1·0 с;оответс;твия, необходимо 

и доl.:то..то'iно выноднение ус;довия. Н(р) ПU(и) f::. 0. Н 'iо..с;тно

с;ти, f.J v U = 0 В(.;ЛКИЙ ро..3 1 КОl'До.. Н ПС= 0. 

Пример 1.9. Р1;1,с;с;мотрим с;оответс;твие 

из множес;тво.. А= { 1, 2, 3} в множес;тво Н = { и, Ь, d} и с;оответ
с;твие 

'Р = { (Ь, е), (Ь, f), (с:, f)} 

из множеL.:тво.. С = { Ь, с:, d} в множес.;1·во U = { е, f} . Н д;о..нном 
l.:дy'io..e Н n С f::. 0, но т v 'Р = 0, нос;кодьку Н(т) = { и, d}, U (tp) = 
= {Ь, с:} и Н(т) n U (tp) = 0. # 

Зо..метим, '-!.ТО комнозицил с;оответс;твий р С А х Н и и С С х 

х U не коммут1;1,тивн1;1,, т .е. в общем l.:JlY'io..e р С) и f::. и С) р, 11ос;коJ1ьку 
pvu C AxU, o,Uvp C CxH. 

Ь''Uнарние итнишею.1е на мнижес:rrмзе я:вдлетс;я: '-1.о..с;тным с;ду

'iо..ем L.:оответL.:твил. Ддл двух бин1;1,рных отношений р и. и, 

з1;1,.ц1;1,нных но.. множес;тве А, их комнозицил р v и (1.3) ко..к с;оот

ветс;твий я.вдлется. бино..рным отношением но.. том же множестве 

А. Н этом сду'iо..е 1'оворлт о ко.мпоз'иции б'unapnr:ilrX отпо

шепий па .мпожестве А. 

Комнозици.ю р С) р бин1;1,рно1'О отношени.л р но.. некотором 

множеL.:тве l.: l.:а.мим собой на.Зыва.ют квадратом бипарпо-го 
отпошепия р и обозна.'iа.ют pz. 

Ра.сс;мотрим нример ностроенил комнозиции бино..рных от

ношений но.. множестве и нока.жем, '-!.ТО в общем l.:JlY'ia.e ддя двух 

би.на.рных отношений т и 'Р та.кже имеет место неро..венство 

т :.> 'Р f::. 'Р :.> т' ХОТ'Л обе композиции, в ОТ'JIИ'iИе ОТ' о..НаJЮГИЧНЫХ 
V V 

КОМ1103ИЦИИ двух 11рОИ3ВОJ1ЬНЬlХ соответствии, 3а.Да.НЬ1 На. ОДНОМ 

и том же множестве. 
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Пример 1.10. а. Зс1,дс1,дим tli:L MtlUЖ~t.:1·в~ А = {1, 2, 3, 4} би
tlё:tptlыe uтtluшetlил т = {(х 1 у) ; х + 1 < у} 1 <р = { (х 1 у); Jx -yJ = 2} 

V 

И tli:LИД~M КUМ11U3ИЦИЮ Т -' <р . 

Им~ем т( l) = {3, 4}, 'Р(3) = {1} и <р(4) = {2}. Сдедuвс1,т~1ьtlu1 
(т" (f))(l) = <р(3) U 'Р(4) = {1, 2}. Да.1ше т(2) = { 4}, 'Р(4) = {2} и 
(т:) ({))(2) = {2} . Тё:tк Ki:LK т(3) = т(4) = е, то в ИТОL'!; llОдуч.им 

т :) 'Р = { ( 11 1)) ( 1, 2)) ( 2, 2)}. llut.:тpueн:и~ КUМПU3ИЦИИ ПpUИ.JIJIIO

t.:тpиpOBi:LtlO tli:L риt.: . 1.4, а. 

1 

2 

1 

2 

3 

4 

т 
1 

1 

<р 

т 

1 

2 

3 

4 

а 

3 

4 

б 

Рис. 1.4 
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40 04 

<ро т 

1 о 01 

20 02 

зsз 
4 4 

Найдем комнозицию 'Р" т. llоt.:кодьку 'P( l) = {3}, а т(3) = 
= е, тu ('Р:) т)( l) = е. Alia.1ю1·ич.tlu 'Р(2) = {4} 1 с1, т(4) = е, 

ноэтому ('Рот)(2) = е. Да.11ее <р(3) = {1}, т( l) = {3, 4}, ноэтому 
(<р о т)(3) = {3, 4}, а- ({)(4) = {2} 1 т(2) = {4} и ('Р :> т)(4) = {4}. 
llot.:тpoetlиe комнозиции нроиллюt.:трирова-tlО на- риt.:. 1.4, б. 

Jle1·кo видеть, ч.то т" <р -;:р <р" т. 
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б. llу с;ть от.1:iоше.1:iю~ р .l:ia. М.l:iожес;т1:>е д,ейс;твитедь.1:iых 'iис,;~1 

011редеJШ.1:iО как фу.1:iкцил у = ах+ Ь. Найдем квадрат это1'О 

отношения: (линейной функции от одного переменного). 

Co1'дa.G.1:iO (1.4), это будет фу.1:iкцин h1 такан1 'iTO h(x) = 
= а(а:с + Ь) + с1 т.е. h(:c) = a'lx + (аЬ + с). Это тоже динейная: 
функцил1 но с; дру1'ими коэффициентами. # 

Приведем некоторые с;войс;тва комнозиции с;оответс;твий: 

1) р :.> ( и :.> т) = (р :.> и) :.> т ; 

2) ддя. дюбо1'0 с;оо·1'ветс;твия. р имеет мес;то р J 0 = 0 ';) р = 0; 

3) р O ( и U т) = (р O и) U (р O т) ; 
4) ддя. дюбо1 'О би.1:iap.1:iOl 'O от.1:iоше.1:iия. .l:ic:t. М.1:iожес;тве А имеет 

мес;то равенс;тво р :.> idA = idA :.>р = р. 

Эти с;войс;тва .1:iетµу дно доказать меrпиdим dвух вr,;лю·ч,ен·ий. 

_1--}ас;с;мотрим в ка'iеL:т1:>е нримера доказат~1ьс;тво с;войс;тва 3. 
Пу с;ть .1:iекоторан. y11opя.дo'ie.1:i.1:ic:t.H нара (х, у) 11µи.1:iаддежит ком

нозиции р (j (и U т). То1'да1 с;о1'дас;но (1.3) 1 найдетс;л такой эде

мент z, 'iTO ( х, z) Е р и ( z 1 у) Е и U т. llос;деднее озна'iает, 

'iTO ( z 1 у) Е и иди ( z 1 у) Е т . Таким образом, ддл элемента z 
имеем (х, z-) Ер и (z, у) Е и иди (х, z) Ер и (z 1 у) Е т. llер
вал адьтер.1:iатива имеет мес;то нµи ( х 7 у) Е р (j и, а вторал -

нри (х , у) Ер:.> т, 'iTO 03.1:ic:t.'iaeт (х, у) Ер:.> и U р :.> т . Тем с;амым 

вкдю'iение р :.> ( и U т) С р :.> и U р :.> т доказано. 

Доказат~1ьс;тво 1:>кдю'--iенил р :.> и U р :.> т С р :.> ( и U т) занишем 

коµоткu1 ис;нользуя Jюги '--Iес;кую с;имводику: 

(х, у) Е p:.>u-Up:.> т • (:l·u)(((x, ·и) Ер) 1\ (('и, у) Е u-))V 

V ( :3'и )(((:с 1 и) Ер) 1\ (('и , у) Е т)) • 
• (::Jz) (((x, z) Ер) 1\ (((z, у) Е и) V ((z, у) Е т))) • 

• ( :lz) ( ( ( х, z) Е р) 1\ ( (z 1 у) Е и U т)) • 
• (х, у) Ер:.> (и-Uт) . 

V 

с;имметри 'i.l:iы: эдеме.1:iты ·и и ·и 1:ю второи 'iас;ти доказат~1ьс;тва 

ш~ облзаны с;овнадать. 
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Замечание 1.4. Н тожде(.;тве, выражающем (.;ВОЙ(.;'l'ВО 3, 
не.11ьзл вме(.;то объединенил 11O(.;тавить неrе(.;е'!ение, так как 

в этом Qiyчae гожде(.;ГВО нарушиг(.;л. Можно дока,3агь, ч:го 

(.;OX.!-)cLHИl'(.;}1 JlИШЬ BKJlIO'ieниe 

а обrатное вкдю'iение в общем (.;ду 'iae не имеет ме(.;та. # 

Аш.1_,11113 (.;ВОЙ(.;'l'В 2 и 4 11ока,3ывает, '!ТО родь nycrnuc:,u c:u

u·rnы::.mc:rnв ·uJ(, ана,,1101'11 '!на роди ну ш1. нри умножении '!И(.;еJ1 , а 

(J,u,ac:,uнa.1it, .мнижес:rпва А 111 'IJaeт родь, ана,,1101 'и 'iную роди еди

ницы, на множе(.;тве В(.;ех бинарных отношений на А. 

Обратное соответствие. Соответствие, обраm'Нtое 

к (.;Оответ(.;твию р С А х В е(.;ть (.;Uответ(.;твие из В в А обозна-
- ' ' 

'iаемое р- 1 и равное, но онредедению, р- 1 = { (у , х); (х, у) Е: р}. 
Ддя. (.;00TBe'l'(.;'l'BIO'l Т И.3 11!-)И.Ме!-)а 1.3 

т- 1 = { (п1 , И) , (ni, 11), (ni, С), 

(п3, И), (п4, 11), (п5, И ), (п5, С)} . 

Обратное (.;ООl'ВеТ(.;'l'вие обдадае1' L:дедующими деl'КО нрове-
V 

IJЯ.еМЫМИ (.;ВОИt;ТВами.; 

1) (р- 1 )-1 = р; 
2) (р (.) о-)- 1 = 0--1 (.) р-1. 

Ддл бинаµного отношения р на множе(.;тве А обµатное (.;0-

ответt;твие е(.; ·1ъ бинаµнuе отношение на том же множеt.:тве. Н 

этом c.;J1y'iae 1'оворлт о би'Нtар'Нtом оm'Нtоше'Нtии р- 1 'Нtа М'Нtо
жестве А, обраrn'Нtом к р. 

Заметим, '!ТО t.:uответt;твия. р (.) р- 1 и р- 1 (.) р в общем t;J1y '!ае 
не t;Овнадают. Даже ддл бинаµно1'О отношенил р на множеt;тве 

А р (.) р-1 f= р-1 (.) р1 а также р (.) р-1 f= idA и р- 1 (.) р f= idA. 
На11µимер1 ,ЦJlЛ бинаµно1'О uтношенил р= {(3, 1) , (4, 1), (4,2) } 

на множеt;тве А= { 1, 2, 3, 4} l'рафы (.;ёLMOl'O отношенил, обµат
но1'O uтношения. р- 1 , кuмнозиций р (.) р- 1 и р-1 (.) р нредt;тавJ~ены 
на ри.(.; . 1.5. 
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Риt;. 1.5 
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20 
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Еt.:ди. f': А • В - отобрс\.жеliи.t:~ 1 то OliO лвдлетt.:л t.:оответ
t.:тви.ем. Обрс\.тliое к f' t.:оответt.:твие из В в А в общем t.:ду 'ic\.e 

lie лВJiлетt.:л отобрс\.Жеliи.ем. Дейt.:твитедьно, t.:оответt.:тви.е f' - 1 , 

обра.тное к f', t.:оt.:тоит из вt.:ех упорлд;о'Iенных па.р вид;ёL (f' (:с), х) , 

х Е А. llоt.:кодьку в общем t.:ду Lfcte мо1 'ут liёLЙтиt.:ь 'l'а.кие двёL ра,3-

дИ'iliЫХ эш~меliтс\. :с и. х', 'iTO f'(x) = f' (x'), то t.:оответt.:тви.е f'- 1 в 
общем t.:дy'ic\.e lie будет фynr,;·и/UU'Нtaд1>nu пи rзrnupuй r,;uмr1, unr::,'Нtmf::- и. 

ноэтому не будет отобрс\.жеliи.ем. Еt.:ди. urnuбpaжr::,n'Uf::- f' ·uн.,ъ r::,r,;

rn·uв'Нtu, то обрс\.тliое t.:оответt.:твие еt.:ть чac:rrи.1/ч,nur::, uтnuбpaж.;r::,n·ur::, 

и.з В в А. Еt.:ди urnuбpaжr::,н.,·u r::, f' б·ur::,r,;rn ·uв'Нtv, то обра.тное t.:оот

ветt.:тви.е J-J.вдн.е1·t.:н отобрёLжеliи.ем и.з 1:J в А, нри. '!ем и.меют меt.:то 

pёLBeHt.:'l'Ba, 

!. 1·-l "d с..> = l А, f·-l 1· "d с..> = 1 Н· 

ОтобрёLжение f' - 1 в этом t.:дy'iёLe liёLЗывёLют vrnvбpaж r::, н., ·ur::,м, 
vбраrn'Нtым к f' . 

Ограничение соответствил. lly t.:ть р С А х 1:J - t.:оответ

t.:тви.е и.з А в 1:J и. С С А1 U С 1:J. O-грапич,епием соответст-
6UЯ р па nодмпожества С и. U (иди. ( С1 D)-о-грапич,епием 
t.:оответt.:тви.л р) liс\.3ЫвёLетt.:л t.:оответt.:тви.е из С в U, обознёL'iс\.е
мое rlc.:,u, Та,КОе, 'iTO 

(х, у) Е rlc.:,u ~ ((х, у) Ер) А (х Е С) А (у Е U). 

ТёLки.м обра,3ом, ( С, U )-01 'PёLliИ. 'i.eliи.e t.:оответt.:тви.я. р еt.:ть 

"то же t.:ёLмое ;' t.:оответt.:тви.е р, liO и.з нot.:JШ.Цlie1'0 берутt.:я. тодько 
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у 11opлдo'iel:il:iыe 1ш.ры1 нервсtл кoмнol:iel:iтct которых нри.1:iсtд,де

жи.т подмиожеству С, ct вторсtя: - подмиожеству D. Moжl:io 

зс1.,11ш..:сtть 

rlc,u = pn (С х V). 

Тс1.,к, ,, ма.11ый ;, с1.,ркс.;и.1:iу с.;, т .е. фу l:iкци.н у = с1.,гс.;siп х , ес.;·1·ь 01 'pc1.,

l:iИ. 'iel:iи.e " бодьшо1'0" ctpкt.:иl:iyc.;ct у= Arтsiп :с, который лВJ1летсл 

с.;оответс.;тви.ем l:ict 110 11 мl:iожес..:твсt [- 1 1] и. [-~ ~]. 
,...., ' 2' 2 

.Рсtс..:с.;мотрим некоторые всtжl:iые L1ctt.:тl:iыe с..:ду'iсtи 01'pctl:iИ'ie-

1:iи.Й с.;оотвеТ(.;ТВИ.Й ( В '-10.,C..:'l'l:iO(.; 'l'И.1 бИ.1:iа,рl:iЫХ OTl:iOШel:iи.Й И. ото

брсtжеl:iи.Й). 

Вс..:лкое ( С1 B)-oгpctl:iи. '-!ени.е с..:оответс..:тви.л р С А х В будем 

l:iс\.Зывс1.,ть сужен:ие.м, соответствия р па nодмпожество 

С (коротко - С-сужепием сооrпветствия р), ct вс..:якое 

( С, р( С) )-01'pct1:iи. 'iel:iи.e (.;Оотве·1'(.;l'ви.л р - стро~им сужепием 

соответствия р па nодмпожество С (стро~им С-су

жепие.м, сооff~ветствия р). С-сужеl:iил соответ(.;твил р бу

дем обознс1.,'iсtть Plc I ct (.;'l'POI'Oe с.;ужеl:iи.е - pJoc с.;00·1,ветс.;твеl:il:iО. 

lloлeзl:io зсtмети.ть, '-!ТО д,лл любого отобрсtжени.л f; А • 
• Н с.;тро1'ое (.;ужеl:iи.е f"loл е(.;·1ъ (.;Юръекци.л А l:ict f (A). Е(.;ди. 1 
с..:верх это1'01 f .лвдлетс.;л и.l:iъекцией:1 то fl->A е(.;ть биекция. А 

l:ict f(A). Донуt.:ка,}1 l:iекоторую водьl:iос.;ть ре'iи.*, можl:iо (.;Ксt

зс1.,ть1 '-!ТО любое отобрсtжеl:iи.е (.;Юръекти.вl:iо отобрсtжс1.,ет с.;вою 

обдсt(.;ть онре.цеJШl:iи.я. l:ict с..:вою обдсtс..:ть 31:ia,'-lel:iи.Й, в '-lct(.;l'l:iO(.;ти., 

Jн-uбсtя: и.l:iъекци.л ус.;тсtl:iсtвди.всtет f:>за·имни иднизнач,ние c:uurnf:>em

c:rnf:>ue между облс1.,с.;тью определенил и обдс1.,l;тью знс1.,чений. Тс1.,к, 

фу .liкцил у = siпx с..:юръекти.вно отобрс1.,жсtет Мtlожес..:тво lR вс..:ех 

деЙL:твительl:iых 'iИL:eJ1 l:io.. отрезок [-11 1]1 а. любм 11окс\.За.теJ1ь

иа,,=r функци.л би.екти.вl:iо отобрсtжсtет· IR на. нодмноже(.;тво вс.;ех 
llОJЮЖИТедьных деИL:ТВИ.ТеJIЬl:iЫХ 'iИL:eJI. 

Длл би.на.р1:iо1·0 отношения. р С Ai и любо1'0 нодмножеL:тво.. 
М С А ( М, М )-01 'ро.,1:iи. '-!el:iи.e би.1:ia.pl:iOI 'O отl:iошеl:iи.л l:iс\.Зыва.ют 

"' Вольнос;тъ с;ос;гоиг в гом, ч:го мы огожцеL:гвлп.ем функцию f с; функ

цией: fl vл. 
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ограпич~епием бипарпого оrппошепи..я, р па nодмпоже

ств о М и обознач.ают Р l м. Можно заниt;ать Рlм = р n М2 . 
1-'аt;t;мо·1-рим, нанример, отношение еt;теt;твенно1-о норя.дка 

~ на множеt;·1,ве деЙt;твитеды1ых 'iИt;t'д [ 1]. '1'01 'да отношение 

~ 1~ = {(тп, п): тп ~ п; ni1 n Е: Z} еt;ть О!'рани·-шние это1'О норлд
ка на нодмножеl:тво целых ч.иt;ед . Но ни в коем t;дуч.ае н~1ьзл 

ну тать это отношение t.: Z-t;y жением отношенил ~ [ Это но

t,:Jiеднее t;Оt.:тоит из вt.:ех таких уноря:доч.енных нар (тп 1 х) , ч.то 

rn Е: Z. 1 х Е: IR и rn ~ х1 т.е. вторал комнонента нары может быть 
нроизводьным деиt;твитедьным 'iИ(.:JIOM, не меньшим заданно1 'О 

ЦеJЮ!'О 'ffl, . 

1.5. Семейства множеств 

1-'аt.:t.:матриваемое ниже нонлтие t.:емейt.:тва множеt.:тв обоб

щает анало1'ич.ное нонлтие1 t.:формулиро1:$анное 1:$ I]. 
llyt;ть И - yн·urзepc;aJ1,1JHUe мнижестrзи. E(.:JIИ каждому нату

раJ1ьному ч.иt.:лу п l:$Заимно однозна'iно t.:011ot.:тal:$J1eнo некоторое 

нодмножеt.:тво Ап С И 7 то тем t.:амым онредеJ1ена ноt.:JШДОl:$а

тедьноt.:ть множеt;Тl:$ А1, . . . , Ап, ... , или, 1:$ короткой заниt.:и, 

( Ап )пЕ::N . Предположим теперь1 'iTO вмеt.:то множеt.:тва N на
тураJ1ьных ч.иt.:~1 задаliо 11роИЗl:$ОдЬliОе Mlioжet.:Tl:$0 I и каждому 
элементу i Е: I l:$ЗёtИMliO однозtlач.но t.:011ot.:·1'ёtl:$JШHO нодмножеt;Тl:$0 

Ai С И. Го1'да 1'О1:$Оря.т 1 ч.то задано (ипдексироваппое) се

мейсrпво мпожесrпв (Ai)iE::1 · Мliожеt.:тво [ liазывают MliU
жet;Tl:$OM индекt.:Оl:$, а мliожеt.:тщ1,, Ai - элемеliтами t.:eмeЙt;Tl:$a 

( Ai )iE::l . 
1:3 t;ду '!ае I = N 11uду '!аем НUt,:JШДuват~1ьш.>t;ТЬ мliuжеt;тв, иди 

с·чеrппое семейсrпво мпожесrпв; еt;ди множеt;твu I кuнe'i

liO, 110ду'iаем копе·чпое семейсrпво мпожеств. Таким обра
зом, t;емейt.:тво (Ai )i ;::1 онрсщеJШliо, еt.:ди задаliо и·rпибражен·ие 
v; [--+ 2И. 

Отметим ч.то любое множеt;тво элементы кото1 )Ul'О еt;ть 
' 7 1:-' 

liекоторые 11одмножеt.:'I'l:$ёt yнивept.:aJIЬliOl'O Мliожеt;тва И 7 т.е. 

любое множеt.:·l'l:$0 А С 2И, можно t;ч.итать t;eмeЙt.:Tl:$OM (A i )iE::L, 
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1'де I = А, а v - тождеt;тве.1:i.1:iОе отображе.1:iи.е м.1:iожеt;тва А .l:ia. 
t;ебя.. 

Пример 1.11. t->аt;t;мотри.м в ка•-шстве м.1:iожества и..l:i-
v u u u 

декt;ОВ M.l:iOЖet;TBO ТО'-iек .1:iекоторои l'Ш:1ДКОИ ШЮ(.;КОИ кри.tЮИ 

[II] (ри.с. 1 . о) и. Ю:LЖДОЙ l'O'-!Ke (.;0110(.;l'cL-
V 

ви.м каt;атедь.1:iую, нроведеи.1:iую к кри..1:юи 

в этой то'-iке ( которая. буде 1' еди..1:iС'l'веи

.1:iОЙ .в t;и.ду 1 ·дадкости.). То1 'да ноду '-iаем 
V 

t;емеиство м.1:iожеt;тв, эдемеитсtми. которо1 'О 

t;ду жсtт М.1:iОжества то'-!ек разди. '--1.1:iЫХ каt;а

тедь.1:iых. # Рис. 1.6 

Онераци.и. ибъ.r;dш-н;n'U.}(, и. nr;pr;cr;чr;n·u.}(, мnuжr;cmt> мож.1:iо раt;

пространигь на произвольные t;емейсгва множеt;гв [ 1]. 
1. Объеди.ие.1:iи.е семеЙt;твсt миожеств: 

U A i = { х: ( :li) ( х Е: Ai)} . 
ir::.1 

ic.1 

Методом двух вкдю'-iений мож.1:iо дою:1загь Qiедующие го

ждествс1.,; 

Au (Uнi) = U(Au нi), An (nнi) = П(A n Hi). 
ic.1 ic.1 ic.1 i c.1 

Аю::t.1Ю1'и. '--1.1:iO мож.1:iо доказать тождеt;·1·ва 

An (Uвi) = U(A n вi), AU (nвi) = П(AUBi) , (1.5) 
if:.1 if:.1 if:.1 if:.1 

( 1.о) 

Тождества (1.5) .выражают с.воЙt;т.во бесконе'Чnой дистри
бутивности онераци.й ш~ресе'iе.1:iи.я: и. объедиие.1:iи.я:, а тожде

t;т.ва ( 1.о) .1:iазы.вают бескоnе'Чnы.ми закона.ми де Мор-гапа. 



62 1. MHOЖt:Cl'HA И ОТНОШt:НИН 

1.6. Специальные свойства 
бинарных отношений 

В этuм ш::1.рсtгрсtфе дсtнсt uнpeдeдetltlM клсt1.,;L:ифи.ксtция б'Uнup

nьix urn·1-1,uшen ·uй nu мnuжec:mf>e. Н U(.;tlUвe этой кдсt1.,;1.,;и.фи.ксtци.и. 
V V 

JШЖёtТ' 1.,;11ециёtJIЬtlЬШ (.;BUИ(.;I'Bёt uтнuшеtlИ.И. 

l::>инctpRue uтнuшеRие р Rct мнuже1.,;тве А нёtЗывсtют реф.лек

сив пы.м, е1.,;ди. d·ии't:.ониль множе1.,;твсt А с:оdерж·иrпс:я в р; idA С р, 

т.е. х р х ддл J1юбucu эдементсt х Mtluжe1.,;твct А. 

ЕL:-ли. же idA Пр = 0, то би.шtрное отношеtlи.е р Rct множе1.,;тве 

А tlаЗывсtют ирреф.л,ексивпы.м. 

У кaЗcttltlЫ~ L:-войt.:твсt би.tlctptlыx OTtlOШ~tlи.Й tlct МtlОЖ~t.:тв~ А 

tlаЗывсtют реф.л,ексивпостью и ирреф.л,ексивпос"~ью. 

DИ.tlctptlы~ отtlошеtlи.я. рсtвеш.твсt и. нодоби.л нсt МtlОЖ~L:-тве 

1'еом~три'i~1.,;ки.х фиI'УР рефлек1.,;и.вtlы: ксtждый тpey1'0JIЬtlИ.K pct

JJ~tl 1.,;сtмому 1.,;ебе и. нодобеli t.:сtмому t.:ебе. Hct L:сtмом ДеJШ рефдек

t.:ивtlы В(;~ О'l'tlОШ~НИЛ pctвetlt.:TBct: рсtвенt.:тво 'iИ.(.:.~Jl1 рсtв~Н(.:.ТВО 

JJекторов, pctв~tlL:-твo мtlожеL:-тв и. т.11. Тсtкже рефдекt.:и.вtlы

ми лВJ1лю·1тл, нсt11ри.мер1 бинсtрное отношени.е не1.,;тро1'ОI'О не-
V 

рсtвен1.,;·1-всt нсt множе1.,;т.13е деи1.,;·1-ви.тедьных 'iи.1.,;ед, 1101.,;кодьку ддл 

дюбо1'0 'iИ(.;Jlct х в1.,;е1'дсt х ~ х и отпошепие С вк.л,ю'чепи.я MtlO-
""' 1 -

же1.,;тв, тсtк КёtК ДJlЯ. дюбОl'U MtlOЖe(.;'l'Bct х JJ(.;el'Дёt х с х. 

Нсt11рuти.в1 би.нсtрtlое oтtloшetlи.e tlct мtlожеL:-тве дей1.,;тви.тедь

tlЫХ 'iИL:-ед 1 зсtдсtвсtемое 1.,;трогим нерсtвенt.:твом х < у, иррефлек-
1.,;и.вно1 pёtBtlO КёtК И. O'l'tlUШetlи.e С c:mpu;:,o'd.O (j'fi:Jl,,'IOЧ,eH'UJI, MtlUЖe(.;TB. 

Не 1.,;J1едует нутсtть и.ррефJшк1.,;и.вtlое oтtluшetlи.e t.: tlерефдек

t.:ивtlым, т .е. не лВJ1лющим1.,;л рефдекL:-и.вным, отношением. Ирре

фдекt.:и.вное oтtluшetlи.e tlepeфдeкL:-и.вtlU1 tlO tle вL:-лкое tlерефдек

t.:ивное отношени.е иррефдекt.:ивно. ИррефдекL:-ивному отноше

tlи.ю tlct А tle нри.ш:Lддежи.т tlИ. оди.tl эдемеtlт ДИ.Ш'ОtlёtJIИ. idA , 

ct нерефлекt.:и.вное отношени.е может L:-одержсtть некоторые (но 

tle вL:-е!) эдемеtlты ди.ct1'0tlctJ1и.. Hct ри.L:-. 1. 7 нри.ведеtlы нри.ме-
v 

ры 1 'рсtфиков иррефлекL:-и.вно1 'О и нерефдекL:-ивно1-о отношении 

( ну tlKTИ.l)OM у KaЗcttlЫ ДИ.ёtl 'OtlёtJlИ. MtlOЖeL:-'l'B). 
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А А ~ 
А А 

Рис. 1.7 

8и11.apttoe oтttoшettиe р tta мttожеt.;тве А ttазывают; 
l) симметрич,пым, еt.:ди ддя: дюбых х, у Е: А из ;,с р у t.:Jшдует 

урх; 

2) аптисимметри-ч,пым, е t.:ди ддя: дюбых х,у Е: А из oдtto

вpeмettttUИ t.;нраведдивоt.;ти х р у и у р х t.:деду-

ет, ч.то х = у. 
Соuтветt.:твующие t.:войt.:тва бию:tрttых uт

ttoшettиЙ tta мttожеt.;тве А ttазывш<л' симме-

трu'Чtnостью и аптисимметри-ч,постью. 

1 'рафик t.:имме·1·ри 'itiOl 'U биttapttui ·о Ol'tiO
шettия: tta мttожеt.:тве А t.:имметри 'iett отttоt.:и
тедьttо диа1·оttш1и (риt.: . 1.8). 

А~ 
А 

Рис. 1.8 

Теорема 1.1. 8иttapttoe oтttoшettиe р tta мttожеt.;тве А t.;им
метри'ittО1 et.;:J!И И TOJIЬKO et.;:J!И б'U'JiUprt,ue U'ff/,'Н,U'Шf;'Н, 'Ue 'Н,U ,М,'Н,UЖе

с:rnfЗ е А, uбpumrt,ue к р, t_;овнадает t.; р: р- 1 = р. 

• Пуt.;ть (х, у) Е: р-1 , т.е. (у, х) Е: р. То1'Да, в t.;иду t.;имме
гри·-п1.оt.:ги р, (х, у) Е: р. Сдедовагедьно, р-1 С р. Аншюги'-Iно 
доказывс:1.,егt.:я вклю'-!ение р С р-1 . 

Тенерь нуt.;ть р = р- 1 . Т'о1'До.. (х , у) Е: р и (х , у) Е: р-1 . Из 
uнредеJшttия. uбpo..тtto1'0 U'l'ttoшettия. вытекс:1.,ет, 'iTU (у, х) Е: р. 

Сдедuвс1.,те;1ьttо, р ~ t.;имметри'ittое биtto..pttoe oтttoшettиe. • 
Теорема 1.2. 8инс1.,рное отношение р на множеt.:тве А 

о..НТИL:ИММеТf)И'iНО1 et.:JIИ И Т'ОЛЬКО еt.:дИ fJ П fJ- l С idA, 

• Дейt.:ГВИГеJIЬНО, et.:JIИ (х, у) Е: p n p- 1, го (х , у) Е: fJ и (х, у) Е: р-1 

(т.е. (у, х) Е: р). Но из вынодttеttия. t.:ouтttuшettиЙ х ру и у рх вви

ду о..Н'l'Иt.:имметµи'iноt.:ти р t.:дедует, 'iTU х = у, т.е. (х, у) Е: idA, 
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Обl)а.тно, пусть р П р- 1 С idA, ll1>ед110Jюж11м, '!ТО (х, у) Е: р 
11 (у, х) Е: р, Hl)11'ieм х -f у. Тогда. (х, у) Е: р- 1 и (х , у) Е: р Г) р-1 , 
но (х, у) ~ idA, llодуч.аем Hl)OT11l:Юl)eч.11e . • 

Отмет11м1 ч.то ддл а.нт11t.:11ммет1>11 ч.но1'0 611нa.l)HOl'O отноше

нил на. множестве А может иметь место l)а.Венство р n р- 1 = 0. 

Нее 611на.1>ные отношен11л в 1'еомет1>1111 т11на. l)а.венt.:тва. 11д11 

нодоб11л t.:11ммет1>11 ч.ны. Та.к, если Tl)ey l'Одьник АВС нодо

бен Tl)ey 1 'Одьн11ку А' Н' С', то 11 втОl)ОЙ 113 эт11х Tl)ey 1 'Одьн11ков 

нодобен не~>вому. 811нарные отношенил не~>авенства. ч.исед 11 
BKJlIO'IeHШi множеств Ка.К t.:TB01'11e Та.К 11 не (;Т1)01'11е ёLHT11t.:11M-

' !;' ' !;' ' 

меТ1)11 'IНЫ. 

811на1>ное отношен11е р на множестве А на.3ывают трапзи

rт1rивпь~.м, есд11 ддл дюбых х, у, z Е: А 113 то1'0, ч.то х р у 11 у р z, 
сдедует х р z. Соответствующее свойство биlia.l)HOl'O отношен11л 
На.3Ы1$а.ЮТ трапзитивпостью. 

Пример 1.12. а. llyt.:ть М - неко1'Оl)Ое мlioжet.:'l'J:IO нa.t.:e

JШHliыx нунктов. За.да.дим lia. lieм 611lial)liOe отношеli11е дост11-

ж11моt.:т11; 113 ну liKTa. А доt.:т11ж11м ну нкт Н, et.:J111 есть ДOl)Ol -а, но 

котоl)ОЙ можно доехать 113 А в Н. Это отtlошение Тl)а.Н3итивно, 

НОt.:КОдьку еt.:д11 113 HYliKTёL А MOЖliO доеха.ТЬ до нункта. н7 а. 113 

Н есть ДOl)Ol'a. до С, то 113 А можно Нl)Оеха.ть в С. 

б. ои.на.l)ные отношени..л l)а.венства и. нодоб11л в 1'еомет1>и.11 

лВJrлютt.:л Тl)а.Н3итивными: есд11 Тl)еугодьн11к АНС нодобен 

треу1'Одьli11ку А1Н1С1 1 а. этот ноt.:JШДliИ.Й нодобен треу1'Одьli11ку 

А2В2С2, то нервый треугольн11к нодобен третьему. 

в. Dl1liёLJ:>liOe OTliOШeli11e liel)a.BeHt.:TBёL На. МliОЖеt.:тве деЙt.:'l'В11-

тедьных 'il1t.:eJI не тран311тивliо, та.к как и3 того, ч.то :с -f у 11 

у -f z , вовсе не t.:дедует , ч.то х -f z. Анс1JЮ1'и.ч.но1 et.:Jrи :с дl>Yl' у, а 
V 

у дру1' z, то - вонреки. 113веt.:тнои HOl'OBOl)Ke - это lie О3liа.ч.а.ет, 

'ITO Х дРУ1' z . # 

Докажем t.:Jrедующее ва.жное свойство тран311ТИ1$liО1 'О бинар

liОl 'О отношеtl11л. 
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Теорема 1.3. Hи.1нtµlioe oтlioшeliи.e р ш::1.. мliожес.;тве А Т!-)а,li

зи.тивliо то1'дс1, и. тодько т01'дс1,, ко1'дс1, е1'0 r,;t>adpaтn L:одеµжит<.:я. 

в lieм, т.е. рс..>р С р. 

• Пу<.:ть биJ:Ic1,µJ:Ioe отliошен:и.е р lia, Мliоже<.:тве А тµс1,нзитивн:о 

и (х, z) Е р'/, = р ~ р. Н с.;и.ду 011µеде.11еliия. кимпи1·и·и/и'и бuН,арН,ЫХ 
unrnuшeН,·uй Н,U М'Н,ИЖеr.:тt>е А <.:уще<.:твует 1'с1,кой ;эдемеliт у, 'iTO 

х fJ у и у fJ z 7 откуда, ввиду T!-)a,li3ИTИBliOL:TИ fJ lIOдy 'ia,eM х fJ z 7 т .е. 

( Х, Z) Е fJ, а, 3Нё:J.,Ч:ИТ, fJ'l, С р. 
Обµс1,тliо, ну<.:ть биlia,!-)liOe oтlioшeliи.e р lia, мliоже<.:тве А 

гс1,ково, ч:го р'/, С р, с1, ( х 7 у) Е р и (у, z) Е р. Тогдс1, в L:ИJIY 
онµtщедеliил комнозици.и биlia,!-)liЫX отliошеliиЙ lia мliожес.;тве А 

(х, z) Ер'/,. ПоL:кодьку р'/, С р, то (х, z) Ер. Тс1,ки.м обµа.Зом, 
из то1'0, 'iTO (х, у) Ер и (у, z) Ер, с.;дедует, 'iTO (x,z) Ер, т.е. 

би.lia,!-)liOe oтlioшeliи.e р lia, мliожеL:тве А Т!-)а,li3и.ти.вliо. • 
Дoкa.ЗaliliOe (;ВОЙ(.;ТJ:Ю цедес.;ообµа.ЗliО И.(.;110J1Ь30Ва'l'Ь ДJIЛ нµо

веµки. T!-)a,li3И.'l'И.Bli0 (.;TИ. би.Ш:t!-)liOl'O OTliOШeliИ.Л fJ liёt liекотоµом 

мliожес.;тве в тех с.;ду'iалх, ко1 'да нос.;тµоение квадµата р лВJ1лет

с.;л бодее де1'кой зсtдсt'iеЙ 110 <.;µctвlieliи.ю <.; и.с.;с.;дедовсtliи.ем с.;войс.;твсt 

Т!-)ё:1.,Н3ИТИВНО<.:ТИ. fJ На. ос.;нове онµедеденил. 

DИ.lict!-)liOe oтlioшeliи.e р lict мliожес.;тве А liа.Зывсtетс.;л n.л,от

ным, eL:J1и ддл дюбых J;, у Е А, отди'iных дµу1' от дру1 'ct и тсtких, 
u u u 

'iTO Х fJ У 7 liсtидетс.;я. Z 7 ОТJ!И. 'iliЫИ И. от Х И. от У 7 'l'а,КОИ, 'iTO Х fJ Z 

и z ру. 

Обµа.Зно l'Овоµл, ДJIЛ дюбой наµы :JJt,eMeН,тnut>, сt>ЛЗШ--(,'Н,ЫХ 
u u 

шютliым И'Гn'Н,ИШеН,·ur:м, вс.;е1'дсt liсtидетс.;л тµети.и эдемеliт, кото-

µый " В(;Т!-)а.ИВа,еТ(.;Л между ними "' И L:BЛ3ёtli (.; КёtЖДЫМ И3 них 

тем же O'l'liOШeliи.eм . Тсtк, OTliOШeliИ.Я. lie!-)a.Beli(;l'Bёt ( l:T!-)01'01'0 

и не<.;тµоl'ого) на множес.;твах µационадьных и дейс.;твитедьных 

'iИ.(.;eJI llJIOTliЫ, liO a.liёtJIOl 'И. 'iliЫe OTliOШeliИ.Я lia. MliOЖelTBa.X цедых 

И натурш1ьных 'iИl:ед ШЮТliЫМИ lie ЛВJIЛЮТ(.;Л. J:3 с.;амом де.11е, ка
ковы бы ни. быди. µсtци.онш1ьньш (иди. дейс.;тви.тедьные) 'iИ.L:Jict х 

И У, И.3 TOl'O, 'iTO :с< У, L:Jleдyeт, 'iTO с.;у щес.;твует '-IИL:JIO z, OT

JlИ.'iHOe ксtк от х, та.к и. от у, тсtкое, 'iTO х < z < у. Нсtнµи.меµ, 
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нuдхJJди.т '-iИ.t.:Jю z = ( х + у) /2. Hu дш1 ц~дых '-iИ.t.:~д ·rп и. rn + 1 
Т'а.КUГU "нрuм~жу Т'UЧ:liUГU .~ Ц~дUГU Ч:И(.;Да, н~т. 

Еt.:ди. р - ШIOTliU~ би.!ia.pliU~ UTliUШ~liИ.~ lia. MliUЖ~(.;TB~ А и. 
ддя. li~кuторых :с 7 у Е: А и.м~~т м~t.:то х р у 7 то liа.Йдетt.:л z Е: А, 

та.кой1 '-iTO х "f z 7 у "f z и. х р z, z р у. Отt.:юда. в rю1у 011р~д~1~ния 
комнuзи.ци.и. UTliUШ~liи.Й t.:Jшду~т , '-iTU х p'l. у . Зlia.'-iи.·1· , и.з (х, у) Е: р 
l:д~дует (х 1 у) Е: pi, т.~. р С pi. 

Ита.к, еt.:ди. р 11JIOT1i07 то OliO t.:одержи.тrл в rвоем ква.дра.те. 

Ha.llUMliИ.M, '-iTU ДJIЯ. Tpa.1i3И'l'ИBliUl 'U би.lia.pliUl 'U UTliUШ~liИЛ p'l, С р. 
Сшщuва.тельнu, еt.:Ли бина.рнuе uтнuшtшие р u.цнuвременнu шют

но И тра.tl3И.ТИВ1i07 ТО fJ = р2 . 
Ср~ди. В(.;~Х би.lia.pliЫX UTliUШ~liИ.Й lia. 11pUИ.3BUJlbliUM MliUЖ~

(.;TB~ ВЫД~lЛЮТ KJla.l:L:Ьl OTliOШ~liИИ В 3а.ВИ(.;И.М0l:ТИ. ОТ t.:B0Иl: l'B7 

кuтuрыми. эти. UTliUШ~liИ.Н: обда.да.ют. 

Би.lia.plio~ OTliOШ~liиe lia. liекотором мliожес.;тв~ liа.Зыва.ют; 

1) ~квива.11,ептпостr::,ю, ~с.;ди. OliU р~фд~кс.;и.вliо, t.:и.мм~т

ри. ч:нu и тра.1i3ит·и.внu; 

2) то.11,ераптпостr::,ю1 еt.:ди OliO р~фдекt.:и.вliо и t.:и.ммет

ри. '-iliUi 
3) порядком (иди. -ч.асти-ч.пым порядком), ~t.:ли OliO ре

фдекс.;и.вliо, а.li'l'и.с.;и.мметри. '-iliO и. тра.liзи.ти.вliо; 

4) nредnорядком (и.ди. кваз·иnорядком), ~L:ди. UliU р~фд~к
t.:ивliо и тра.1i3и.тивliо; 

5) строг·им порядком, eL:J1и. UliU и.ррефд~кt.:и.вliu, а.liти.t.:и.м

метри'-iliО и тра.liзи.тивно; 

6) строгим nредnорядком, ~t.:ди. OliU и.ррефдекt.:и.вliо и. 

Тра.1i3И.Т ИBliO. 

011peд~1eliliыe выше биliа.рные отliошеliи.л liа.Зыва.ют от

пошепиями ~квива.11,ептпости1 то.11,ераптпости, поряд
ка ('частпич,посо порядка), nредnорядка (кваз·иnорядка) , 

строгосо порядка, стрососо nредnорядка. 

Пример 1.13. а. DИ!ia.pliue отliош~ни.е 11а.ра.J1дедьliо с..;ти. 
V V 

двух нря.мых и.ди. двух 11Jю с..;кос..;теи в евкди.довuи 1'еометри.и., eL:J1и. 
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t.:'iи.тать каждую нрн.мую (шю~..:кu~..:ть) 11ара11д~ды:iuЙ ~..:амuй i..:~6~, 

~L:ГЬ uтнuшеtiие ЭКВИВа.lШНГНUL:ТИ.. 

б. Hи.ю:t.ptioe OTtiOШetiи.e р titt мtiожестве вt.:ех ненустых 

нuдмtiuже~..:тв ш:~кuтuро1 ·u мtiuже~..:тва И, ддл 

которо1 'О А fJ 1:J ТОl 'да И. TOJlЬKO ТОl 'да, КОl 'да 
А n J:J f::. 0, н.вдлет~..:н тuдepatiтtiut.:тью. Этu 

Ul'tiUШetiи.e peфдeKL:И.BtiU и. ~..:и.мметри. 'itiUi tiU 
tie тpati3И.TИ.BtiU. Дей~..:тви.тедЬtiU, И.3 TUl'U, 

'iTU А П 1:J f::. 0 и. 1:J n С f::. 0, tiИ.Кё:\.,К tie L:JШДye'l', 

'iTO А ПС f::. 0 (риt.:. 1.9). 

и 

~ 
Рис. 1.9 

в. Примером отношенил норлдка лвллетt.:л естеств еппый 

'ЧUСJl,Овой порядок*, т.е. uтtiuшetiи.e t!еравеш.;тва tla дюбuм 

'iИ.L:JIOBUM MtiUЖe(.;TBe. 

г. На MtiOЖe(.;TB~ натура.11ьtiых 'iИL:~д N задади.м биtiaptioe 
ОТtiОШение а I ь, 03tia'iaющee1 'iTO а Де.lIИТ ь ( а ЛВJIЛеТ(.;Л деди.
тедем Ь). Это отношение рефдекси.вно, 110(.;КОдьку любое 'iИ.L:JIO 

я.вш1.ется. дели.те.11ем самоr 'О себл. llокажем аtiти~..:и.мметрИ'itiСТь. 

llyi..:ть а дели.т Ь и. в тu же времл Ь дели.т а. Tur·дa tiаЙдет(.;л tia

тypa11ьtiue 'iИ.(.;JIO ti 1 такое, 'iTO Ь = at1 1 и. tiа.Йдет~..:я. t'l., '!'а.кое, 'iTO 
а= Ьt'l,, Отсюда Ь = Ьt'l.ti, 'iTO на множестве нсtтура.11ьных 'iИ(.;ед 

возможно тодько нри ti = t'l. = 1. Сдедовttтедьно, а = Ь. llоксt

жем транзиги.вllu~..:ть. Et.:Jrи а дел:и.т Ь, а Ь деди.т с;, тu иайдут~..:л 

tictтypa11ьtiыe 'iИ.t.:да ti, t'l., тсtки.е, 'iTO Ь = at1 и. с;= Ьt'l,. Отt.:юда 

и.меем с;= at1 t'l., т.е. а - дели.те.11ь с;. Тсtки.м обра.Зом1 " OTtiOшe
tiи.e деди.МU(.;'l'И. ;. tia мtiожеt.:тве N я.вля.етt.:л oтtiuшetiи.eм нuря.дка. 

EL:Jrи. ра(.;нро(.;транить это отношение tict множе~..:тво це.11ых 

'iи.се.11, то оно будет уже тодько 11реднорлдком1 ноt.ЖОJrьку те
ря.ет(.;я. t.:вой~..:тво сttiТИ.(.;и.мметри. 'itlO(.;TИ.. Нанри.мер, 2 деди.т~..:я. lict 

-2 И. -2 дедИ.ТL:Л lia, 2, OДlia.KO 2 -/::- -2. 

"ll [ l] эго огнош~ttи.~ ttc:13вcitto НJ:.Юl:ГО e c.me c.mf:J r;; 'Н,'Н,tJ~м, nvpя,dr,;vм,. llо

l:кош,ку в 11,и:l:кр~гнои маг~мс~ги.к~ нам гrрихо11,игl:н. и.м~гь J.J,~JIO l:O м1,ю1 'ИМИ 
норн.11,кс~ми. на н~ч:и.l:Jювых мнuж~l:гвах, мы вl:~ времн. бу 11,~м 1-uвuригь 

11 
еl:ге

П.'венный: ч:ю.:ловuй: гruрн.11,ок ", п:011, ч:еркивQ.J:l гем l:с~мым, ч:го реч:ь и.цег об 
uтнuш~нии п:uрн..цка юt множеl:гв~ 11,~Й:l:гвиг~льных ч:иl:М (или об е1-о vё-ра

'Н,'UЧ,е'Н,'U'U tic\. мнuжel:-:t'j;j.c\, pciци.UtiaJlbtiЫX, Ц!:'JLЫХ l:1JlИ наг у paJlbHЫX '-1.И.l:!:'JL) . 
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д. t>аt.:t.:мотрим МНОЖ~t.:ТВО 2А Bt.:~X 110ДМНОЖ~(.;ТВ множеt.:тва 
А. Покаж~м1 ч:то oтtloшetlи.e вкдю'iенил С tlct множеt,;тве 2А 
еt.:ть 11орлдок. Это отношение рефдекt.:ивно, так как ДJlЯ. J1Iu601 'О 
множеt.:тва Х t,;11раведдиво вкдю'-lение Х С Х. llо t,;кодьку ддл 

Jiюбых двух множеt.:тв Х и У из Х С У и У С Х t.:Jшдует, 

ч:то Х = У 1 раt.:t.:матриваемое отношение антиt.:имметрич:но. Из 

011редеденил вкдю'-lени.л вытекает1 '-!ТО еt.:ди Х С У и У С Z, то 
Х С Z. Следоватедыiо, отtlошение тра11зитивtlо. 

е. Отношение t.:тpot'Ol'O неравенt.:тва на '-iИt.:Jювом множе

t.:тве1 равно как и отношение t.:'l'pOl'Ol'O вкдю'-!енил множеt.:тв1 

е t.:ть отношение t,;тро1 '01 'О норлдка. 
ж. Н кa'-iet,;'l'Be 11рим~ра отношения. t.:тpot'Ol'O 11ред11орлдка 

можно нривеt.:ти отношение " t.:трОl'ОЙ доt.:тижимоt.:ти;~ на неко

тором множеt.:тве наt,;~шнных нунктов; нункт А t.:'-iитаем t.:тро1'0 

ДОt.:ТИЖИМЫМ И3 OTJIИ '-iHOl'O от неl'О нункта Н 1 еt;дИ ~t.:ТЬ дорОl'а 

(автомобю1ьнал, жедезнал и т.11.) из А в В, нри'--Iем нринимает

t,;я., '-!ТО никакой нункт не я.вдл~тt.:л t,;'l'POl'O доt.:тижимым из t,;ебя. 

t;aMOl'O. # 

Бинарные отношения 

на множестве 

Рефлексивность 

и 

симметричность 

Отношения 

толерантности 

Транзитивность 

Отношения 

эквивалентности 

Рефлексивность 

и 

транзитивность 

Отношения 

предпорядка 

Отношения 

порядка 

Антисимметричность 

Рис. 1.10 

Отношенил тодерантноt.:ти1 экви.ваJrентноt,;ти, 11ред11орлдка 

и норлдка - важн~йшие в t.:овременtlоЙ математике. Свлзь 
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между этими '--lетырьмя. кда..tта..ми бина..рных отношений 11ока..

За..liа.. на. риt;. l. lU. MoжliO t;Ка.За..ть, '--lTO эквива.11ентl!Оt;ть е<.:ть 

тра..НЗИТИВНаJl ТОJШра..нтно<.:ть Иди <.:имметри '--lНЫИ 11ред11оря.док. 

llорлдок же е<.:ть а..liти<.:имметри '--lный нреднорлдок. 

Ддл дюбо1 'О биlia..pliOl 'O отношеliил р С А i можно ноt;троить 
отношение р* <.:дедующим обра.Зом; х р* у то1·да.. и тодько то1·да.., 

КОl'Да.. :i: = у иди t;уще<.:твует 110<.:JШДОВа..Тедьно<.:ть Xl) , xi, . .. , 
Хп, 'fl, ~ 1, Ta..KaJI. 1 '--lTO ХО = Х 1 Хп = у И ДдЛ Ка..ЖДОl'О i = 0, n - 1 
выноднлетt;я. :i·i pxi+l· В '--lа..t;тноt;ти, е<.:J1и (х, у) Е: р, т.е. х ру, то 

это озна..'--lа..ет, что 11риведеliное у<.:Jювие выноднлетt;л 11ри п = 1. 
Сдедова..тедьно, (х, у) Е: р* , т .е. р С р* . 

Отношение р* на.Зыва.ют реф.л,ексивпо-трапзитивпы.м, 

за.м,ыкапие.м, бина..рно1 ·о отliошения. р на. t;Оотнетt;твующем 

множеt;тве. 

Можно 'l'а..кже обозна..'--lить 

о .d 
р = 1 А, pl = р, п > 1, 

И ТОl'Да.. 

Отношение р* я:вюrетt;я: рефлекt;ивным, та.к ка.к idA С р*. 
Дока..жем е1·0 тра..Н3ИТИВН0(.;ТЬ. llyt;ть ДдЛ Ка..КИХ-ТО x,y ,z BЫ
llOJlHЛeTt;Л Х р* У И У р* Z . Докс1..жем1 '--lTO Х р* Z. Нудем (.;'iИТсl..ТЬ, 

'--lTO эдементы х, у , z 11011а..рно ра.Зди '--lНЫ (та.к ка.к нри х = у иди 
у= Z ДОКа.ЗЫВсl..ТЬ lie'iel'O) . 'l'Ol'Дa.. <.:ущеt;твуют 110<.:Jleдoвa..TeJlb

HOt;TИ х = Xl) , xi, . .. , Хп = у и у = Уо , Yl , ... , Ут = z , '!'а.кие, 

'--lTO Xi fJ Xi+l ДдЛ Ка..ЖДОI'О i = U, n-1 И Yj fJ Yj+l ДдЛ Ка..ЖДОl'О 

j = U, rn- 1 (п, тп ~ 1). 

l3 ИТОl 'е llOдy'--la..eм 110<.:Jieдoвa.TeJIЬHO(.;Tb Zl), ... , Zn 1 Zn+ l, ••• , 

Zn+m , l'де Zl) = х, Zn = У, Zn+m = z, Zi = Xi ДJ!Л 13(.;ЛКОl'О i = 1, п-1, 
Zn+j = YJ длл В(.;Я:КОl'О j = 1, rn- 11 та.кую, '--lTO Zi р Zi+l длл любОl'О 

i = О, n +rn-1, т.е. х р* z. 
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1.7. Отношения эквивалентности 

Ilуеть А - 11µоизвольное множе(.;тво. Семействи (Hi)icl 
не11уетых и 11011аvно не 11еvе(.;екающихt.:я. мн,ижесnи; но..3ывают 

разбиепие.м, множ~t.:тва А, ~(;.!1и ибъед·ин,ен,·ие м,н,ижесrпв t.:~м~й-

(.;тва (Hi)icl µавно А, т.е. U Hi = А. 
icl 

Сами множ~(.;тва Hi но..3ьшают эд,е.м,епта.м,и (или 'Чд,епа-

.м,и) разбиепи.я (Hi )icl. 
На11µи.меµ, множе(.;·1·ва [U, 1/3), [1/3, 2/3) и. [2/3, 1] обµазуют 

µазбиение отµезка [U, 1]. Тривиад,ьпы.м,и разбиепи.я.ми А 

лв.r1я.ютt.:л 1 110 011µ~д~шнию, µо..3би~ни~ {А}, (.;0(.; 'l'ОЯ.Щ~~ только 

из (.;амо1·0 А, и µо..3биение, t.:оt.:толщее из вt.:ех одноэлементных 

llOДMHOЖ~t.:TB МНОЖ~(.;ТВа А. 

llу (.;ть р - ;JKfЗ'Ut>aдeн,rrи--1,ucrnь на множ~t.:тв~ А и х Е: А. Мно

ж~t.:тво в(.;ех эл~м~нтов А, ;Jх;в·иваден,rт-1.,ых х, т.е. множеt.:тво 

{у; у р х}, 1iо..3ывают кд,ассо.м, эквивад,епrппосrпи 110 oтtloшe

liИIO р и обозна'iают [х]р- Отметим, 'iTO в (;Иду µефдекt.:ивноt.:ти. 

для. любо1·0 элемеtlта. х Е: А клаtт экви.ва-11еtlТtlО(.;'l'И tle 11у (.;т , так 

Ка.К Х с [х]р . 

Теорема 1.4. Для. любо1·0 urnнuшeн'U}(, ;JKrJ ·uвaдeнmнucm.:u 

на множеt.:тве А множеt.:тво клаt.:t.:ов эквива.1шнтноt.:ти обµо..3ует 

µо..3би.еtlи.е множеt.:тва А. ()бµа.тliо, дюбое µо..3би.еtlи.е множеt.:тва 

А задает на нем отношение эквива.1шнтноt.:ти. 1 ддл котоµо1·0 

KJiёL(.;(;Ы ЭКВИВё:lJlеНТНО(.;ТИ t.:ов11адают (.; элементами J->о..3би.енил . 

• llокажем, 'iTO отношение эквива.11ентноt.:ти. р на множеt.:тве 

А 011vедедя:ет некотоvое JJо..3биение это1'0 множества. Убедимt.:л 

вна'iа.11е, 'iГО дюбые два клаt.:t.:а эквива.1шнгноt.:ги по огнош~нию 

р дибо tle 11еµеt.:екаю1·t.:я., либо t.:ов11с1дс1ют. 
llуеть два кдёL(.;(.;а эквива.1шнтноt.:ти [х]р и [Y]r имеют общий 

элемент z Е: [х]р Г) [у] р- То1·дс1 z р х и z р у. Н t.:илу с·иммеrпр·ич,,

нисrп·и огношенил р им~~м х р z, и гог да х р z и z р у . В t.:илу 

rnpaнз·u·rn·urJнucrn·u отliошеliил fJ 11оду'iим х fJ у. llyt.:ть h Е: [:с]р, 

то1'да h fJ х . Так как х fJ у, то h fJ у и, t.:ледоватедьно, h Е: [Y]r-
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ОбрёLтtlо, е1..:ди. h Е: [У]р, то в t.:и.ду t.:и.мметµи. '-itlOt.:ти. р ноду '-iИ.М 

h р у, у р х и. в t.:и.ду трёLtl3и.ти.вtlо t.:ти. - h р х, т.е. h Е [х]р- ТсLки.м 

обраЗом, [х]р = [у]р. 
ИтсLк, дюбые двёL не t.:ОШlёLДёLЮЩИХ кдёLССёL экви.ва,.1шнтноt.:т и. 

tle нереt.:ексLются. . Т'ёLк ксLк ддл дюбо1'0 х Е: А t.:11pcL.1:3t:Щди.JJO х Е: [x] r 
(11оt.жодьку :1.: р х), т.е. ка.ждый эдемеtlт множеlТJ:3а. А 11ри.1iа.дде

жи.т tlекотоµому KJiёLCt.:y ЭKBИ.Ba.JletlTtlOL:TИ. 110 O'l'tlOШetlИ.IO Р1 то 

множество вt.:ех кдёLt.:t;ов экви.ва,.1шнтноt.:ти. 110 отношени.ю р обрёL
з ует раЗби.еtlи.е и.t;xoдtlo1·0 мtloжet.: 1·вcL А. ТсLки.м обраЗом1 дюбое 
oтtloшetlи.e экви.ва,.11еtlтtlоt.:ти. OДtl03tlёL'-itlO 011:µедедя.ет tlекотоµое 

раЗбиени.е. 

Те11еµь 11у t.:ть (B i)if:=1 - tlекотоµое раЗби.еtlи.е мtloжet.:1·вcL А. 

}}cJ.,t;CMOTIJИ.M OTtlOШetlи.e Р, ТёLКОе, '-!ТО х р у и.меет место ТОl 'ДёL 

и. TOJIЬKO ТОl'ДёL, КОl'Дс\. х и. у llIJИНс\.Ддежа.т одному и. тому же 

эдементу Hi ДёLННОl'О рёLзби.ени.л: 

0'-iевидно, '-!ТО введенное отношени.е µефдекt;ивно и симметри'-i

tlО. Есди. ддя. дюбых х, у и. z и.меет место х р у и. у р z, то х , у и. 

z в сиду 011:µедедения. отношенил р 11:µина.ддежа.т одному и тому 
же эдемеtl'l'У Hi раЗбиенил. Сдедо.1:3а.тедьно, х р z и отношение р 
трёLtl3и.ти.вtlо. 'l'сLки.м обраЗом, р - экви.ва.JtеtlТtlОt;ть tlёL А. • 

ТеоµемсL 1.4 нозводя.ет отождеt.:твдлть отtlошеtlи.я. экви.всL
дентности. и. раЗби.ени.л: дюбсL.я. экви.13а,.11ентность 011µеде.~1.я.ет 

eди.tlt;твetltlOe раЗби.еtlи.е и. tlёLобоµот. 

Множество всех KJiёLCCOB ЭKBИBa.JleHTfiOCTИ. 110 ДёLННОМУ OT

tlOШetlИ.IO ЭKBИ.Ba.JletlTtlO(.;TИ. р tlёL МtlОЖеt.:тве А tlаЗЫВёLЮТ фак

тор-.мnожеств о.м, мtlожествсL А 110 01·tlo111etlи.IO р и. обо3tlёL'-iёL
ют А/р. 

Пример 1.14. а. На. множеt;тве цедых '-iи.t;ед Z 011:µедеди.м 
отnошение равенства по .моду.л,ю k, 1'де k Е: N. llодожим* 

x=(шudk)Y, есди. и. тодько еt;ди. х - у деди.тсл на. k. 

"' 'lрсLL\И.ЦИ.()Н.И:()е ()б()3Н.сL'iеи:и.е; т = п, (аюd k). 
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Jle1 'KO 11роверлетt;л, <tто это отношение экви1:Н:\.11ентноt;ти. 

Дейt,;·1,витедьно, реф11,екс·иы-1.,исrпь t;дедует из то1'0, '!ТО ддл дюбо-

1 'О rn Е Z rn -rn = U и де.11итt;л нсL k; с.;имметри'-iнос.;ть - из T'Ol'O, 
'-iTO еt;ди rn - п Д!:'дитt,;л нсL k, то и п - rn дедитt,;л нсL k. Дд.а до
ксLза:гедьt,;твсL трёLН3ИТИВН0(.;ТИ За.метим, 'iTO et;JIИ '(fl, - n дедИТt;Л 
нсL k, п - р де.11и1•t,;л НёL k, то и их t;уммсL (rn - п) + (п - р) = ·rп -р 

дедитс.;.а нсL k. Дру 1 'ими <.;JЮВсLми, ДJIJJ. дюбых це.11ых rn, п, р из 

rn=(нюdk)n и n=(шudk)P t,;JШДует rn=(шudk)Pi '-iTO докёL3ывсLет 
тра.нзитивноt,;ть отношения =(шudk)· 

i->сLвенс.;тво ч:ю..:е;1 rn и п но модулю k 03HcL'ia.eт 1 'iTO нри деде
нии Но., k ЭТИ 'iИ<.;JШ, ДёLЮТ ОДИНёLКОВЫ~ Оt;ТёLТКИ. Д~Йt;ТВИТ~JlЬНО, 
дш1 ксLждо1·0 х Е: Z им~~м х = ·rn · k + ·,·1 1·д~ r· - Оt;тсLток от деде

нил х на. k. Следова.тедьно, х - r· = rn · k1 т .е. х =(шudk) ·г. ТсLким 

обrо.,3ом, ка.ждое '!И(;JЮ 110110..да.ет в тот же КJia.t;t; эквиво..11ентно

t;ти 110 отношению =(шudk)i 'iTO и Оt;ТсLток от де;1ени.л е1'0 ю.t k. 
llоt;кольку вt;его рёL3дИ 'iных Оt;Та.тков может быть ровно k : U, 
1, ... , k - 1, поду '-iа.ем rовно k 110110..рно рёL3дИ 'itlЫX кда.t;t;ОВ экви

во..11ентно t,;ти 110 да.нному отношению; [U]_(шud k)' [1 ]_(шud k)' •.. ' 

[k - 1] 1 'де KJlo.,(.;(..; r·г] (..;0(.;ТОИТ И3 вt;ех цедых 'iИ(.;eJl 
-(шud l\:) 1 - -(шudlc) 1 

ДёLЮЩИХ нри деJШНИИ На. k Ot;To..TOK .,. . 

О1·м~тим1 'iTO мы уt;1•а.новиди взи-и.м.:н.,и udnuзnuчnue cuurn
вerrн:rrиз·ue между фа.ктор-множеt;гвом ?L/ =(шud k) и маожеt;твом 

Zк;, (.;0(.;ТОЛЩИМ И3 Ч:И(.;еJl u, 1, ... , k - 1. 

Нтоrое множеt;тво да.ет на.м ка.к бы " на.1·д.адный обrа.з " 110-
t;тrоенно1'0 фа.ктоr-множес.;тва.. Не.11ьзл с.;'!и·1'1.tть, <tто ф1.tктоr

множ~t,;тво Z / = ( шud к:) рёLВНО МНОЖ~(..;ТВ у { U, 1, . .. , k - 1}. н~т, 

yкёL3a.tltlO~ фа.кгор-множ~t,;ГВО (..;0(..;ГUИГ И3 k ЭJI~М~нгuв, Ко..Ж.ЦЫЙ 
И.3 которых еt;ГЬ tle 'i:И<.;JIO, а. MllOЖet;TBO Bt;ex Ц!:',JIЬIX Ч:И(.;~JI, при 

де;1ении на. k да.ющих фикt;ировсLнный Оt;тсLток. Но ка.ждому 

ТёLкому KJli;L(.;(.;y ЭКВИВо..JШНТНО(.;ТИ ОДН03НёL'iНО (.;0110(.;ТёLВJlЛеТ(.;Л це

JЮе '-iИ<.;JIO от U до k - 1, и, на.оборот, ка.ждому цеJюму '-iИt;ду 

от U до k - 1 t,;Оответt;твует единt;твенный кда.t;t,; эквиво..1шнтно

t;ти 110 отношению = ( d 1-) ЗсLметим 'iTO в ма.темсLтике 'ia.t;'l'O Ill() 11, • 1 

иt;11одьзуетt;J1 нрием t;О11остсLшшнил фсLктор-мнuжеt;тву та.ко1·0 
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находлще1'осл с ним во в3аимно одно3на<tном соответствии мно

жес·1'ва, которое ле1 'КО 11редста1>ить и онисать. 

б. На множе<.;тве IR. действите.11ьных <tисел 3ададим отно
шение а =(шud l) Ь, 11ода1'ая., 'iTO 'iИ<.;Jta а, и Ь равны 110 модудю 

1 ТОl'Дёt и TOJIЬKO ТОl'да, КОl'Дёt 'iИ(.;.110 а - ь я.вдя.ет<.;л цедым. И3 

онредеденил следует, <tто каждое 'iИCJIO 110 модудю 1 равно своей 
дробной 'ictlти *. 

Так как отношение =(шud l) онредедено 'iepe3 равен<.;тво, то 
V 

деl'КО нонлть, 'iTU в<.;е (.;ВОИСТВёt uтношенил ЭКВИВо.,JШНТНОСТИ для. 

нel'U BЫllOJlHЯ.IO'l'(.;Л. Каждый KJlёt(.;(.; ЭК!>ИВо.,JШНТНО(.;ТИ будет (.;()

держать 'iИ<.;Jict с равными дробными 'iсt<..:тлми. Это 3Hct'iИT' , 'iTU 
V 

каждыи класс ЭKBИBaJieHTtlOCTИ но ДёtHliOMY OTtlOШetlИIO одно-

3Нёt'iНО О11реде.11лет некоторое 'iИCJIO И3 l1Одуинтерво.,.11а ro, 1) И, 
' -

наоборот, каждому 'iИ<..:ду , Е [О, 1) uдно3на<tно <.;0110<..:тавдлет<..:л 
V V 

KJlёt<..:<..: эквиво.,.11еlil'liОL:ТИ, <..:О<..:ТШiЩИИ И3 в<..:ех деи<..:твитедЬliЫХ 'iИ-

(.;eJl, дробная. 'iсtсть которых равна , . Таким uбра3ом, фактор

Мliоже<..:тво ~ / =(шudl) и нодуинтерво.,.11 [О, 1) на '-IИ<.;Jювой нрлмuй 
11аходя.тсл iIO B3ctИMliU OДli03liёt'iliUM <..:оотве'l'(.;ТВИИ. Этот llUдy Иli

тер1>о.,.11 можно ра<.;сматривать как 11редста1>Jrение 011редеJrенно1'0 

выше фактор-м11оже<..:·1·ва. # 

У становим тенерь (.;ВЯ.3Ь между llОНЛТИЛМИ ЭKBИBo.,.lleliTHOL:TИ 

и отображения. Заметим, 'iTO ддл дюбо1'0 отношенил эк1>и1>а

Jtентно<.;·1'и fJ на множестве А можно онре.цедить отображение 

[р; А --+ А/ р, 110Jюжив [р (~с) = [х] р, т .е. со110<.;·1·авив каждому 
х Е А <.;одержащий е1'О кда<..:с эквиво.,.11ентно<..:ти. Это тпибра

же'Н.:ие с:юръеr,;rпшзни, так как каждый эдемент множества А 

нринадJшжит некоторому кдас;су эк1>иво.,.11ентно<..:ти, т.е. ддл ка

ЖДОl'О [х]р Е А/р <..:11раведдиво [х]р = [р(х). 

Отображение [р , 011реде.11енное таким обра3ом, на3ывают 

канопич,еской сюръек·цией м.1:Iоже<..:тва А. 

"'По.ц .цµоб1-юй: 'ii:tl:тью <и> '-!И:(.;Jri:t и нош1мi:t~тl:п. '-!И:l:JIU и.3 ш>луи.нт~µвi:tJii:t 

[U1 1), так<>~, '-!Гl> (t - п + <и> .цюr н~когоµщ•о ц~JIUt'<> п. llоэгому .цµобной: 
'-!i:t(.;ГЬЮ огµи:цсJ..г~ЛЬН()l'() '-!И(.;Лi:t - и, 1·ч~ и> u, бу.ц~г '-!И(,;Л() 1 - <и> . Тё:tк, 

.цµо61юй: 'ii:tlтью - 1,23 бу ч~1' li~ U12З, i:t U,77 = 1 - U 12З. 
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llою:Lжем, '-!ТО дюбое отобрсt.жеl:iие OДJ:iOЗJ:ia.'--11:iO онред,едлет 

1:iекото рое от J:iO шеl:iие э квивсLJШJ:iТ J:iOt;ти. 

Теорема 1.5. llyt;ть f'; А --+ В - 11роизводь1:iое отобрсt.же-

1:iие. Oтl:ioшel:iиe Pt J:ia. мl:iожеt;тве А, ддл которо1'0 х fJf у, еt.:ди 
и TOJlЬKO еt;дИ f' (х) = f' (у)' ЛВJlЛеТ(.;Л OTJ:iOШel:iиeм ЭKBИBcLJleJ:iTJ:iO
(.;TИ, 11ри<tем t;ущеt;твует биекцил фсt.ктор-мl:iожеt;твсt. A/pr l:ict. 

мl:iожеt.:тво / (А). 

• РефдеКt.:ИВJ:iО(.;ТЬ, t.:имметрИ'-iJ:iО(.;ТЬ И трсt.1:iЗИТИВНО(.;ТЬ отноше

J:iИЛ Pf t.:J1едуют J:ie11ot;peд1_;твe1:iJ:iO из е1'О 011редеJШ1:iил, т.е. fJf -
ЭKBИBcLJleJ:iTJ:iO (.;'l'Ь . 

За.дадим отобрсt.жение rp фсt.ктор-множеt.:тва А( fJf в мl:iоже
t;·1,во f' (A) 1_;дедующим образом; rp( [x]pt") = /(х). Из t.:11ot;oбct. 

задсt.1:iия. отношения. р t;Jteдye·1\ <tто отобрсt.жение онредедено кор

ректl:iо, Т .е. ксt.ждому KJlcL(.;(.;y ЭKBИBcLJleJ:iTJ:iOt.:TИ 110(.;TcLВJleJ:i 13 t.:О

ответ1_;твие един1_;твеl:iный эдемент у Е f'(A). 
Доксt.жем, <tто rp - биекция, ДJIЯ <tel'O убедим1_;я в том, 

·-гго это инъекция и t;юръекцил одновремеl:illО. Пуt;ть клсt.1_;t;ы 

ЭKBИBcLJleHTJ:iO(.;TИ [x]pf и [y]Pf J:ie (.;0Шlс\.Дс\.ЮТ. в (.;ИJIY теоремы 1.4 
это UЗHcl.,'lcl.,eT, '-!ТО OllИ не переt;екают1_;л, т.е. Х tle ЭКВИВёLJШllТНО 

у . Из определения отношения fJJ" (.;Jiедует, ч:то j'(x) f j'(y). 
Таким образом, rp - иl:iъекцил. ~t;ди эдемеl:iт ·и Е / (А), то 

l:iаЙдет1_;я такой эдемеl:iт х Е А, <tто ·и= / (х) = rp([x ]Pf ), т.е. 'f> -

t;Юръекцил фсt.ктuр-м1:iожеt; 1•ва А( Pt J:ia. Ml:iUжe1_;твu f' (A) . Итак, 

rp - биекцил. • 
СдедuватедьJ:iо, в t;иду дoкaзct.J:iJ:iЫX теорем 1.4 и 1.5 t;уще

t;твует t;вязь между тремя. 1101:iя.тиями - uтображеl:iием МJ:iО

жеt;тва, UTJ:iUШel:iиeм ЭKBИBёLJШJ:iTJ:iU(.;TИ J:ic\. MJ:iUЖet;твe и разбие

J:iИем мl:iожеt;тва. Но J:ieвepl:io , <tто t;уще1_;твует взсt.имl:iо OДJ:iO

Зl:ia<tl:ioe (.;00ТВеТ(.;ТВИе между uтображеl:iИЯ.МИ И UTJ:iOШeJ:iИЛMИ 

эквивсLJШJ:iТJ:iОt;·1·и"' . Два. разl:iых отображеl:iи.л мо1·ут 011редедлть 

одно и то же разбиение отобрсt.жсt.емо1'0 множе1_;твсt., тем t.:сt.мым 

за.цсt.вшr J:icl., нем одно и то же отношение эквивсLJrеJ:iтноt;ти. Тсt.к, 
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н:а.11ример 1 любое биекти.вн:ое отобра.жен:ие f; А • Н задает н:а 
А одно и то же разбиение - тривис:\,J1ьное разбиение на о.цно

элементные множеt.:1·ва. 

1.8. Упорядоченные множества. 
Теорема о неподвижной точке 

Мш.>жес;т.1:ю вмеt.:те с; заданным на нем umr'Нtuшenneм rwpxdкa 

называют уnор.ядо-ч,еппым мпожеством. 

Отношение 11орлдка бу дем1 как 11рави.Jю, обозШ:i'i.ать :( ( или 
зна'i.Кё:\.МИ ~1 с и Т.11.1 llОХ.ОЖИМИ на :::;; ) . llpи этом с;ледует llОНИ
мать, 'i.TO да.же на некотором множес;тве S С lR раt.:t.:ма.трива.тьс;л 
может любое отношение 11орлдка1 а не только ес:rпес;rпвенный 
ч:ис:дuвий nupxduк. Множеt.:тво М с; заданным на нем отноше

нием 11орлдка :( будем за.11ис;ывать как нару (М1 :() . За11ис;ывсU1 
х :( у1 мы будем t'Оворить, 'i.TO элемент хне больше элемента у. 

Каждому отношению порлдка :( на множес;тве М можно 
с;о11ос;тавить с;ледующие отношения:. 

1. Отношение, которое будем обозна.'i.а.ть <, нолу 'i.аетс;я. из 
ис;х.одно1·O отношения: норлдка :( .выбрас;ы.ванием .вс;ех. элементов 
диа.t'ОНс:\,JlИ idм, т.е. х < у для: любых. х , у Е: М то1·да. и только то

l'Да.1 ко1-дс\. х :( у и х f::. у. Зш1иt.:ывм х < у, мы будем 1·оворить , 

'i.TO элемент х t.:тро1 'О меньше элементе\. у. Из онределенил с;леду
ет, 'i.TO отношение < ес;ть nррефдеr,;с:·ивпuе1 anrnnC'uммernP'U'Ч.,HUe 

и rпрапз·иm,:ивнuе бинё1рное отношение Нс\. множес;тве М, т.е. оно 

ЛВJНП:~тс;л urпнuшен'Uем c:rnpuё-uё-u nupxdкa. 

2. Двойс"~веппь~й nор.я,док. Это бинё1рное отношение 

Нс\. множес;тве М, назывс\.емое 'l'а.кже и отпошепиемr двой

стпвеппым к оп~пошепию nор.я,дка :(1 опредедлетс;л Кс\.К бn
нарние иrпнишен·ие на мнижес:rпве М 7 ибраrпнuе к отношению 

:(. Et'O обозш:t'i.а.Ют ;?: . 'Гоt'Да. для: шuбых. х, у уt.:ловие х ;?: у 

рё1внос;ильно тому, 'i.TO у :( х. Можно без тру да. докс\.за.ть, 'i.TO 
отношение ;?: тоже л.вдлетс;л отношением 11орядкё1. 

Зё111иt.:ывё1л х ;?: у, мы будем 1·оворить, 'i.TO элемент хне мень
ше элементе\. у. Отношение t.:тро1 ·O1 ·о норлдкс\., ё1с;с;оциировё1нное 
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t.: ~ 1 до1'оворимt.:л обознаL1ать > 1 t'Оворл нри этом1 '!ТО ЭJШмЕ:шт 
х t.:тро1 'О бодьше эдемента у 7 еt.:ди х ~ у и х -1- у. 

3. Отношение доминированил. Ддл двух эдементов J.; и у, 

110 онреде.11ению, Х <! у ТОl'да И TOJlЬKO ТОl'да, КОl'да Х с;трОl'О 

меньше у и не с;ущес;твует тако1'0 эдемента z, '!ТО х < z < у. 
Отношение <1 называют о"~ношен·ием доминирован·и.я, (или 

прос;то дом·инирован·ием), ас;с;оциироваRньrм с; отRошением 

норлдка ~ - E(;JIИ имеет мес;то :.с<! у 1 то l'ОJ:Юрлт, '!ТО эдемент у 
доминирует над элементом х. 

Из онрЕ:ЩЕ:',.Jiенил (;J1едует1 '!ТО отношение доминированил ир
рефдекt.:ивно, антис;имметри '!НО, но не транзитивно. Оно может 

быть и нус;то. Нанример, JШl'KO видеть1 '!ТО нуt.:тым будет 
u 

отношение доминированин., еt.:ди иt.:х.одныи норя.док я.вдн.етt.:н 

пJ/,uтпым б'Unuрпым uтпuшекием пи t.:оответс;твующем мпuже

стве. 

Пример 1.15. а. t>ас;с:мотрим множес;тво дейt.:твите.11ьных. 

'iИt.:ед с; еt.:тес;твенным 'iИ(;JЮвым норлдком . lly t.:ть а < с;. Из

веt.:'l'НО, '!ТО ддл дюбых. а и с; найдетt.:л такое Ь1 '!ТО а < Ь < с, т.е. 
u 

это отношение норлдка на множеt.:тве деиt.:твите.11ьных. 'iиt.:e.11 

ЛВJIЛеТ(.;Л шютным. llоэтому отношение доминированил будет 

llY(;'l'blM. 

llo той же нри 'iине будет нуt.:тым отношение доминирова
нил, аt.:t.:оциированное (.; еt.:теt.:твенным 'iИ(;JЮвым норлдком на 
множеt.:тве рационадьных. 'iИt.:ед. Но на множеt.:тве цедых. 'iИ(.;eJI 

( ош1ть-п:1ки с; еt.:тес;твенным 'iИ(;J1овым норя.дком) отношение 

доми.1:iированин. не нуt.:то. Так1 1 <! 21 - 5 <! - 4, ш.>, коне'i.1:iО, 

неверно1 'iTO 1 <! 3, ноt.:кодьку между единицей и тройкой с;у
щеt.:твует " нромежуто'iный ~' элеме.1:iт - двойка. 

б. На множеt.:тве вt.:ех. нодм.1:iожеt.:тв трех.ЭJ1ементно1 'О мно

жеt.:тва { а1 Ь, с;}, t'де в ка'iеt.:тве отношенил норлдка взлто отно
шение теоретико-множеt.:твенноt'О вкдю'iенил С 1 нодмножеt.:тво 

{а, Ь} доминирует над нодмножеt.:твами {а} и {Ь}, но .l:ie доми.1:iи
рует над нуt.:тым множеt.:твом. 13 с;вою О'iередь, вt.:е множеt.:тво 
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{ а, ь, (;} ДUМИ..li.ЩJу~т tlaд дюбым L:J::IOИ.M дву XЭJl~M~tlTtlЫM llUДMtlU
Ж~L:ГBOM, но ll~ доминирует над одноэлемеllгllым и над пуt.:гым. 

в. llu uтнuше.н:ию деJ1.1:1мut.:ти tla MtlUЖet.:гвe наг у po..JlЬ.liЫX 
'iИ.t.:~r 15 дuми.tlирует над 3 и 5, tlU 20 не дuми.н:и.руег !iад 5, 
так как существует 1, 11ромежуто'itlыЙ" эдемеtlт - 10, д~1итедь 
20, который д~1итt.:л .lia 5, .liO tle paвetl tlИ 20, tlИ 5. # 

Раt.:t.:мuгрим уnuрлдuч:еннuе мнuжеt.:гвu (М-, ( ) и егu прuи.з.
вuдьtluе tltшyt.:тue нuдмнuжеt.:твu В С М. Yнupлдuч:~tltlUe MtlU

жet.:твu (В, (Jн), I'де ( lн - uёран'и'ч,е 'Н/ие urnнuшeн'UJ(, ( на пud

мнижесrпвu Н 1 tlо..3ывают уnорядо'Чtен.,н.,ым nодмн.,ожеством 
yнupя.дu'ietltlUI'O мtlожеt.:тва (М , ( ). 

Таким обро..3ом, можllо п:ереноt.:ить огllош~нил порлдка на 

неауt.:тые нодмножества иt.:ходно1'О yнopлдo'ietltlOгo множества. 

Как нрави.до, вместо ( l н будем ни.сать нроt.:то ( ( есди. я.t.:tlo , 

u каком надмножестве В и.дет ре'iь) . llоря.дuк ( lн tla нод
мtluжеt.:тве В tlо..3ывают также порядком, ин.,дуциров ан.,н.,ым 

и.t.:ходtlым нuрндкuм ( tla вt.:ем мtluжестве А. Чаt.:то 11ри.бе1·ают 

к такому выражени.ю: 1, раt.:смотрим нодм.liожеt.:тво В yнopя:

ДO'ietll:iOl'O мl:iожества ( М, ( ) с и.1:iдУ цироваl:il:iым норя:дком ", 

1101:iимая. нод этим норя..цок ( 1 н. 

эш~меl:iТЫ х и у yнopлдo'iel:iHOl'O Мl:iОЖеt.:тва (М, ( ) 1:iо..3Ы

Вс\.ЮТ сравн.,имыми но отl:iошению норл.цка ( , есди х ( у иди 

у ( х. н нрОТИВl:iОМ L:ду 'ia.e эдемеl:iТЫ х и у Но..3Ываютt.:л н.,есрав

'Н,UJИ,Ы,JИ,U. 

Унорлдо'iенl:iое мl:iожеt.:тво, вt.:е эдемеl:iты которо1'0 нонар!:iо 

t.:равl:iимы, 1:iо..3ывают .fl,U'Нteйн.,o уnорядо'Чtен.,н.,ы.м,1 а соответ
t.:тв ующее oтl:ioшel:iиe - отн.,ошен.,ие.м .fl,Uн.,ейн.,о-го порядка 

(и.ли нput.:тu .fl,U'Нtейн.,ым порядком). EL:J1и и.1:iдуцирuванl:iыЙ 

норя.док l:ia. нодмl:iожеt.:тве уноря.до'iенноl'о множества я.ВJ1летt.:я: 
V V 

диl:iеи.н:ым, то это диl:iеино у норлдо'iеl:iное нодмl:iожеt.:тво 1:iа.-

3ывают цеnr,ю. Любое нодмl:iожеt.:тно 11011apl:io l:ie t.:ранl:iимых 

эдемеtlтон дatll:iOl'O y11opя.дo'ie1:i1:iOl'O мl:iожестна 1:iо..3ынают ан.,

тицеnr,ю. 
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Замечание 1.5. Обратим 1:нiи.маliю~ lict то, 'iTO терми.liу 
,, у нuрлдuч:еннuе мнuжеt,;т1::ю •• ( в t.;МЫt.;де 11ри.веденнu1 'u uнредеде
liи.я.) в [I] uтве'--lает терми.li 

1
, 'iat,;·1'11 '--iliU у 11opлдu'--leliliUe Mliuжe

t,;твu •• 1 а тu, 'iTU мы нёtЗыва~м динейнu упuрлдu'iенным мнu

жеt,;твuм1 В [ f] liс\ЗЫВаетt,;я. 11pOt;TU У 11opлдu'--leliliЫM MliUЖet;TBUM. 

Терми.ноJюгия этого выпу<.;ка бодее принята в а.J1гебраи'iеt,;кой 

ди.терату ре и. ди.терату ре 110 ди.t.жретliUИ математике. У 110-
требдение в [I] термина " '--lсtt.;тич:нu унорядо'--lенное множеt,;тво 1• 

мuтиви.рuванu жедани.~м нuд '--lеркнуть, ч:тu в uбщ~м t.;ду ч:ае в 

унорядоч:енном мнuжеt,;тве t.:ущеt,;твуют не t,;ра,вни.мьш ЭJП~менты. 

Пример 1.16. а. Oтliuшeliи.e et,;тet,;твeliliUl'U '--lИ.t.;JIOвu1·0 

норядка на множеt,;тве ~ деЙt,;тви.теJ1ыrых ч:и.t,;!:',Jl ЛВJiлетt,;я от

ношением ди.нейнu1'U 11uрядка, 11ut,;кuдьку ддя дюбых двух 'iи.t,;ед 

а, Ь имеет меt,;то и.ли. неравен<.;тво а ~ Ь1 и.ли. неравенt,;т1::ю Ь ~ а. 
б. Отношение ДеJ1и.мu<.;ти. (t.;м. 11ри.мер 1.13.1') на MliUЖet,;твe 

N и. отношение вкдю'--lени.л С на 6(А) (t.:м. 11ри.мер 1.13.д) не 
V 

яв;1я.ю·1•t,;я ди.неиными. нuрядками., за и.t;КJIЮ'iсШи.ем t.;J1y '--!а.я, ко1'да 

А - одноэдементное множеt,;тво. # 

llусть (А, ~) - yнupя.дu'--leliliUe MliUЖ~cтtю. Эдемеliт а Е: А 

liс\Зывают паибо.л,ьши.м э.л,е.мепто.м множества А1 е<.;ди. ддя 

в<.;ех х Е: А выпшпrлетсл неравенство х ~ а. 

Эдемент Ь нёtЗывают .макс·и.ма.л,ьпы.м э.л,е.мепто.м множ~

ства А, ~t.;J1и. ддн вt;нкu1·u х Е: А и.м~~т м~с·1·u UДliU и.з двух; и.ди. 

:,с ~ Ь7 ИJlИ. Х И. Ь Н~ t,;рсtВНИ.МЫ. 
AliaJIOl'И. 'iHU 011редедя.ютс.н паи.мепьший и. .м·ипи.ма.л,ьпый 

э.л,е.мепты унорядо'--lенно1 'О множ~t,;тва, а и.м~нно; наи.м~ньши.и 

эдем~lil' у11uрндu'--lенно1·u мнuже<.;тва А - это такой e1·u эдем~нт 

u,, '-!ТО а ~ х ддл каждо1'О х Е: А1 а ми.ни.ма.J1ьный элемент - это 

такой эJшмент Ь Е:: А, 'iTO ДJIЯ. J1юбо1·u х Е: А эJшм~нты Ь и. х не 

t;ра,вни.мы иди Ь ~ х. 

lluкажем, 'iTU наи.бuдьши.Й (на.и.меньший) эдемент мнuже
t;тва, e(.;Jrи. он t;ущеt,;твует1 явдлетt,;л едиlit,;твенliым. Дейt,;тви.

·1·еJ1ьно, 11ода1·аJ1, 'iTO а и. а' - наи.6UJ1ьши.е эдемен1·ы А 110 
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отношению ноµлдка ~' ноду 'iаем, 'iTO ддл вслко1'О х Е: А вынод
нш~тс.;я х ~ а и. х ~ а'. Н 'iас.;тнос.;ти. 1 а' ~ а и. а ~ и' 1 откуда вви.ду 

антис.;и:мметри'lнос.;ти любого отношения поµядка с.;ледует, ч:то 

а= а'. Ана.1ю1'и. 'iHO доюыьшае'1'с.;л еди.нс.;твеннос.;ть наи.меньше1'0 

ЭJН:~мента. 

Замечание 1.6. llос.;кольку на одном и. 'ГОМ же множес.;тве 

мо1'ут быть 011µ1:щелены µаЗные отношени.л ноµлдка (нанµимеµ, 
V V 

на множес.;тве нсtту µа.11ьных 'iис.;ел - ес.;тес.;твенныи 'iИ(.;JЮ1юи 

ноµлдок и отношение делимос.;ти), то, ко1'да это необходимо, 

мы будем 1-овоµить о наибольших, наименьших ( с.;оответс.;твенно 
макс.;има.11ьных и минима.11ьных) элементсtх 110 дсtнному отноше
нию ноµлдка, уто'iнлл тем с.;амым, о каком отношении. ноµлдка 

идет ре'iь. # 

Сдедующие нµимеµы 11ока,3ывс1ют1 'iTO мс1кс.;има.11ьных (ми

нима.11ьных) элементов может быть с.;колько у1-одно*. 

Пример 1.17. Расс.;мотµим множес.;тво тоL1ек шюс.;кос.;ти с.; 

некотоµой фикс.;иµовсtнной прлмоуё,О4Ь'Н,UU dекартuвий r;щ;тпе

мuй киuрди'Н,аrп. К uирди'Н,аrпы каждой rnu'Ч,K'U шюс.;кос.;ти зада

ютс.;я упuрлдu'Ч,е'Н,'Н,UU парий ( х, у) дейс.;твитеJ1ьных. 'iи.c.;eJ1. Отно

шение ноµлдка на множес.;тве то'iек 11Jюс.;кос.;ти 011µедеJ1им с.;леду

ющим обµаЗом: ( а, Ь) ~ ( с;, d), et;Jrи и только et;Jrи а ~ с; и. Ь ~ d. 
Рас.;смотµи:м множество точ:ек тµеугольниксt UAB (µис 1.11, а). 
T'o'iкct с.; кооµди.натами (U, U) лВJ1летс.;л наименьшим эдементом 
эт-ого множес.;тва. Максима.1rьными элементами яВJrя:ютс.;я: все 

то'iки1 Jrежащие на с.;тоµоне АН. Нсtибодьшего элемента нет'. # 

llус.;ть (А, ~) - уноµндо'iенное множест1:ю и 13 С А. Эле

мент а Е: А наЗываетс.;я. вер'J:nей (с.;оответс.;твенно nижnей) 

~рапr:,ю .мпожеств а Н, ес.;ди длл вс.;ех. элементов х Е: 13 име
ет мес.;то ( х ~ а) ( соответс.;твенно ( х ~ а)). 

"Но 3i:\.метим, ч:то е~;ли у множествi:\. есть нi:\.ибо;rьший ( соответ~;твенно 
нi:\.именьший) элемент, то он 1шл}iеТС}i ед,ин~;твенным мi:\.ю_;иммьным (c.;ooт-

1Se1,c.;1'1Seюto МИ.НИ.Мо..J.LЬНЬ.LМ) эдеме1:i1'()М 1J,o..1:i1:il>L'() M1:il>Жel;T1So... 
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Максимальные 

Наименьший 

элемент 

а 

supDED 

в 

А 

о 

6 

Рис. 1 .11 

supF~F 

~Е 

Нсtи.мtшьши.й ЭJiемент множеL:Т.1:Щ BL:ex верхн.и.х 1 'рсtней ( L:ООТ

ветL:твенн.о н.сtи.60J1ьши.й элемен.т множеL:твсt вL:ех ни.жни.х 1 'рсt

н.ей) MliOЖeL:TBct в lictЗЫBctIOT Tfl,O'Ч,'Н,OU верхней -гранью в 

( L:оответL:твенно то·Ч,ной нижней -гранью В) и обознсtч.сtют 

supB (iп[В). 

Мн.ожеL:тво вL:ех верхн.и.х (н.и.жн.и.х) 1·рсtн.ей мн.ожес.;твсt В 

н.сtзывсtют верхпи.м ( п·ижпи.м) конусом В и. обозн.а.'iсtют вv 
( L:OOTBeTL:TBeHН.O НД) . 

.1::3 отди. ч:и.е от нсtи.большего и нсtи.мен.ьше1'O эдемен.тов мн.о

жес.;твсt В элементы supB и iп[ В не облзсtны при.н.н.дJшжн.ть 

МliОжес.;тву В. TO'ilic:\Ji вepXli}!Ji (liИ.ЖliЯH) l'l)a.lib MliOЖt;(;TBa. с.;у

щес.;твует н.е вL:е1·дсt. 

Пример 1.18. а. Рн.с.;с.;мотри.м множеL:тво D то'!ек 11рл

моу1'ольникн. ОАВС (ри.с.;. 1.111 6) i_: зн.дн..1:iным в нримере 1.17 
ОТ.1:lОШеliи.ем норндксt. To'iKa. о НВJI>1етс.;н TO'i.l:lOЙ .1:lИ.Ж.1:lеЙ l'l)ct

.1:lbIO, а, 'l'O'iKa. в - TO'i.l:lOЙ верх.1:lеЙ l 'l)a..l:lbIO ЭТО! 'О М.1:lОжес.;твн.. 

Обе то'iки. нри..1:iа.ддежн.т м.l:lожеL:1'ву . 

ЕL:ди. рсtL:с.;мотреть м.1:lожеL:тво Р (ри.с.; . 1.111 ~) L: тем же 

ОТ.1:lОШе.1:lи.ем норл,цксt1 то У ВИ.ДИМ7 '!ТО TO'i.l:lM НИ.Ж.1:lЛЯ: l 'l)a..l:lb 

('1'0'iKct О) и. TO'i.l:lM верхню1 1·pct.1:iь ('1'0 'iKa. Е) м.l:lожес.;·1·всt Р 

L:ущеL:твуют, .l:lO .l:le lll)И.l:lc\.,ЦJJ.eжctт МНОЖt;(;ТВу. 

б. Hct чи:L:Jювой nрлмой L: ,, выколотой 1• тоq:кой Ь ,цдл по

лу И..l:l'l'el)Ba.Jla. [ И,, Ь) M.l:lOЖeL:TBO верХ.1:iИ.Х l 'l)ctlieЙ eL:Tb ( ь, +:xJ) 7 liO 

TO'i.l:lOЙ верх.1:lеЙ 1·pct.1:iи. .1:lет. # 
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Yнupя.дu'i~tltlU~ MtlUЖ~t.:твu (М1 ~) tlаЗыва..ют впо.11,пе упо-

рядо·ч,еппым, ~с.11и ~1-0 .11юбое tl~11ycтoe нодмножество имеет 
на..и.меньшии элемент. 

Мш.>жество на..турсtJrьных 'iИt.:t;1I t.: отllошением еt.:т~t.:твенно-
1·0 'iИ.t.:до1:ю1·0 норлдксt внодне унорлдо'iенное. Множеt.:т1::ю цt;11ых 

'iИ(.;~1 tle l::HlOдtle у llOl-)Я.ДO'ietltlUe , 110(.;KOJlЬKY OtlO tle имеет tlа..И.

меньше1·0 элемента... Ана,,1ю1·и ч.но множеt;тва.. µс1,циона,,11ьных и. 
V 

деиt.:твитедьных ч.иt.:~1 не лвдлютt.:л в110J1не у норлдоч.енными.. 

Можно нокаЗсtть, ч.то t.:нрсtведли.в припцип двойствеп

ности д.11,я упорядоЧ,еnпых множеств. llyt.:ть (М, ~) -
нроиз.водыiое унорлдоч.енное множеt.:тво. Tot'Дct любое утвеµ

ждение, докаЗсtнное ддл норлдксt ~, оt.:тсtнетt;л t.:11µсtвед.11и.вым 

ддл двойt.:твенllого ноµлдка.. ~, еt.:ди. в нем: 
l) норлдок ~ з.сtмени.ть нсt норлдок ~ и. нсtобоµот; 
2) на..именьший (мини.ма,,11ьный) эдемент з.а..менить на..ибодь

шим (ма..кt.:и.ма,,11ьным) элементом и на.оборот; 

3) iп[ з.а..менитъ на. sup и на.оборот. 
На..11µ.и.мер, е(.;.11.и. длл некоторо1·0 и Е: М и. ддл Н С М мы 

дока3а,,11и., 'iTO и = sup Н нри. з.а..да..нном от ношен.и.и. норя.дка.., то 

ддл двойt.:твенного ноµлдксt и = iп[ В. 
1 'оворя.т тсtкже и. о взаимно двойственных опреде.11,е

ниях: е(.;.11И в любом онредеJШtlи.и., t.:вя.3а..tlном t.: унорлдоч.еtlным 
множеt.:твом, нрои.з.веt.:ти вз.а..и.мные з.а..меtlы t.:Ol 'дa..t.:нo 11µи.нци.11у 

V 

двоиt.:твеннОt;'l'И, то нодуч.и.тt.:л tlOвoe онредедение, наЗывсtемое 

двойt.:твеtltlЫМ к и.t.:ходному. 'Га.к, онред~шни.е на..и.бодьше1·0 

(ма..кt.:имсtJrьного) элемента.. множеt.:тва.. двойt.:твенно к 011редt;11е

нию нсtименьшего ( минимсtJ1ьно1 'О) элемента.., и на.оборот. Чсtt.:то 
унотребшrют оборот ре'iи.: 1, двоЙt;твенным обраЗом .. . ~- (и.ли. 

1, двойt.:твеllно ... "), понима..я: пuд этим переход к утверждению 

иди онредедению, которое двоиt.:твенно к иt;ходному. 

1-'а..<.хмотµим тенеµь некотоµьш t;11оt.:обы tlа..l'длдно1·0 11редt.:та..

в.11ени.я. у норлдоч.еtlНЫХ МtlОЖеt.:тв. 

Конеч.tlое у норлдо'iенtlое множеt.:тво можtlо 1'рсtфи. 'iе t.:ки и.з.о

браЗить в виде тсtк наЗывсtемой диаzраммы Хассе. Hct этой 
ди.ш·ра..мме эдемеtlты мtloжet.:'l'Ba.. и.з.обра..жа..ютt.:л кµужоч.ка..ми.. 
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llpи этом еL:ди эдемент Ь доминирует нсLд эдементом а, то 

кружо'--!ек, изобрсLжсLющий ЭJ1емеliт Ь, pcLL:llOJicLI'cLeтL:л выше кру

ЖО'--lКсL, изобрсLжсLющего эдемент а, и L:оеди.нлетL:л L: .н:им прлмой 
Jrинией. Июя'дёL ддл б<.щьшей НёLl'длдноL:ти. из а в Ь ведут L:тpeJI

кy. HcL риL:. 1.12 изобрсLжены дисL1'рсLммы XёLL:(.;e ддн унорндо'iен
ных. множеL:тв ДеJ1итедеЙ 'iИl;ед 2, 6, 30 и 36 но pcLL:L:MO'I'peннoмy 

выше отношению дедимоL:ти ((.;м. нример 1.13.1·) . 

{а,Ь,с} 

{а,Ь} 

{а} 

g 

{Ь,с} 

{с} 

HcL риL:. 1.13 нриведенсL дисL1'рсLм-
мсL XcL(.;L:e длл унорлдо'--lеliного MliOжe
L:TBcl, вL:ех. нодмножеL:тв трех.элемеliт

liОГО множеL:ТВсl, { а, Ь, с;} по от.н:оше
liию вюrю'iеliил (L:м. нример 1.13.д) . 

1lо(;J1едовсl,теJ1ьноL:ть { Xi } iE:N эде-
ментов у 11OрЛДО'iеННО1'O MHOЖe(.;'l'Bcl, 

Нсl,ЗЫВсl,Ют пеубывающей, еL:ди. ДJ1л 

Ксl,ЖДОl 'О i Е= N L:Нрсl,ведливо liepcLвeli

L:твo X i ~ Xi+l · 
Рис. 1.13 

Элемент а унорлдо'iенно1 'О MliO
жe(.;TBcl, (М1 ~) licl,ЗЫBcl,IOT mо'Чnой верхпей ~рапt>ю nос.ле

дов ате.лt>пости { Xi } iE=N, e(;Jrи Oli еl;ть тo'--lнaJI. верх.нля. 1 'рсl,нь 
MliOЖe(.;TBcl, В(.;е.Х. '--lденов llOL:JieДOBcl,TeдьHO(.;'l'И*. 

"1.l,py1 'ИМИ l_;Д()ВсtМИ, Т()Ч:НМ в~рХЮ:L»: 1 'рань П()l,;Jr~.lJ,l>BctГ~JrbHl>CГИ ~l,;ТЬ 

Г()Ч:Hi:tJ:L в~рХНЮ:L L'ро,НЬ l>бдо,l,;ТИ ~~ 3нач:~ний Ко,К функции нсtгурi:t,ДЬН()L'() 

ctpl 'Y M~liTёt. 
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Двойt.:твенно 011редедлетсл mо'Чн,ая н,иж;н,.я,.я, гран,ь nос.11,е

дов ате.11,ьн,ости. 

У11орлдо'lенное множеt.:тво (М 7 ~) называют ин,дуктив-

н,ы.м1 еt.:ди; 

l) оно t.:одержит наименьший эдемент; 
2) вслкал неубывающая. 11оt.:дедоват~1ьнос.;ть элементов это1'0 

множества имеет то'lную верхнюю 1'µань. 

На11µимер, множеt.:тво вt.:ех 11одмliожеств некоторо1'О мно

жеt.:тва 110 отношеliию вкдю'lенил будет индуктивным. Наи-
V V V 

меньшии эдемент' - 11устое множест'во, а ТО'iнои верхнеи 1 'рёl,-

нью 1IрОИ3ВОJ1ЬНОЙ неубывающей посдедоватедьности МliОЖеств 

будет объединение вt.:ех 'iJlelioв этой 110Q~едоватедьliости (наи

меliьшее 110 вкдю'iению мliожеt.:·1,во, t.:одержащее в ка'lестве 11од

множества любой 'iден 110Q1едовательноt.:ти) . 

Определение 1.5. llуеть (М1 , ~) и (М'2, ::;() - индук

тивные унорлдо'lенные мliожеt.:тва. Отобµажеliие f": М1 • М'2 

OДliOl '0 инд у КТИВНОl '0 у 11оря.до'1еНl!Оl 'О MliOЖet.:'l'Ba В .цру l 'Ое Нёl,

зывают н,еnрерывн,ы.м, еQ1и ддн любой неубывающей 110Q1е

доватедьности и~, ... , ип, . . . эдементов мliожеt.:тва м·1 обµаз 
V V V V 

ее ТО'iНОИ верхliеИ l'paliи pёl,Beli 'l'O 'iliOИ верхнеи l'рёl,НИ 110(.;.llе-

доватедьности образов f" (u1), ... , f"(ип), ... , т.е. с11µаведJ1иво 
равенство j" (supuп) = sup j" (ип). 

Определение 1.6. Отобµажение f": М1 • М'2 унорлдоч:ен:

ных множеt.:тв (М1 , ~) и (М'2, ::;() называют .мон,отон,н,ы.м, 
еt.:ди ддл дюбых и, Ь Е: М1 и3 и~ Ь сдедует f" (u) ::;( j" (Ь). 

Теорема 1.6. .1:kнкое ненµеµывное отображеtlие OДliOl'O 

инд у к·1'ивно1 'о у 11оря.до'lенно1 'О множеt.:тва в дру1 'Ое монотонно. 

• llусть f" - ненµерывное отобµажение индуктивного унорл

ДО'iенно1 'О множества ( М 1, ~) в индуктивное уноµя.до'lенное 
множество (М'2, ::;() . llyL:ть и, Ь Е: М1 и и ~ Ь. Обµа,3уем 110Q1едо
ватедьноt.:ть { Хп}пЕ::N, l'де х1 = и, а Хп = Ь, п?: 2. Эта llОQШДОВа
тедьнос.;ть неубывёl,К>Щая.. Ддл нее supxn = suµ { и, Ь} = Ь. Н с.;иду 
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ю:шреры.1:н10L:ти. отобрсt.женил f 

f'(Ь) = f'(supx,i) = f'(sup{a, Ь}) = sup{f'(a), f'(Ь)}, 

откуда. L:J1едует, 'iT0 f' (a) ~ f' (Ь). • 
За.метим, 'iT0 функци.л f'; IR.. --+ ~ ненрерывнаЛ в L:MЬIL:дe 

011редедений мс1.,темс1.,ти.'iеlЖОl 'О с1.,щ;\,.11изс1.,, не облзс1.,нс1., быть моно

тонным отобрсt.жени~м упорлдо'iенliых множ~L:тв ~ L: ~L:TeL:TB~li
ным 'iИL:Jювым норлдком, т.е. 11риведенное выше 011ред~1~1Iие 1.5 
ненрерывноL:ти. не в11одне с1.,на,.1101'и. '!НО онредедени.ю ненрерывно

L:ги в а.Нс\Jrизе [I]. Нс1.,11ример, ра.L:L:мотрим непрерывное в L:MЬIL:JШ 

011редедени.Й мс1.,темс1.,ти. 'ieL:к0t'0 с1.,на,.11и.зс1., отобрсt.женю~ у= -х 'iИ.

L:Jювой нрлмой L: еL:1'еL:твенным 'iИL:Jювым норя.дком нс1., L:ебя.. Это 
отобрсt.жени.е не лвдя.етL:я. монотонным в L:MЫL:JШ дс1.,нно1'0 выше 

онредеJшни.л 1.б, 110L:кодьку, нс1.,11ример, О ~ 1, одна.ко нерсt.вен
L:тво f' (0) =О ~ f' (l) = -1 не вы11однлетL:л . 

.1:3 общем L:J1yL1c1.,e мoli0T0lili0e в L:MЬIL:JШ 011ред!:'де1Iил 1.б ото
брсt.жени.е не я.вдлетL:л не11рерывным в t.:мыL:Jш онредеJшни.л 1.5. 
liриведем нри.мер, 11ока.Зывс1.,ющий, что утверждение, обрсt.тное 

теореме 1 .б , неверно. 

Пример 1.19. Ра.t.:t.:мотрим множеL:тво вt.:ех точек отрезка. 

[О, 1] 'iИ.L:Jювой нрлмой t.: 11орлдком, и.ндуци.ровс1.,нным еL:теt.:твен

ным чиL:Jювым норлдком. Это мliожеL:тво индуктивно; е1 'О 

нсt.и.меньши.Й эдемент - О, с1., дюбсt.я. неубывс1.,ющс1.,я. 110L:Jшдовс1.,тедь

ноL:ть эдементон 01'рс1.,ни'iенс1., L:нерху и 110 11ри.знс1.,ку .1:3ейерштрсt.L:

L:а. [l] и.меет 11редед, который и.будет ее ТО'iНОЙ верхней t'рсt.нью. 

JlюбaJI куt.:о'iно не11рерыннс1.,л (но не ненрерывнаЛ[) и монотон

НаЛ в L:MЬIL:дe обычных онредедений и.з ку pL:a. мс1.,темс1.,ти'iеL:КОl 'О 
с1.,нш1и.зс1., фу нкци.я. 1], отобрс1.,жс1.,ющс1.,н: этот отрезок на. дюбой 

отрезок t.: 11орл.цком, и1Iдуцировс1.,нным еt.:теt.:твенliым 'iИL:Jювым 
11оря.дком, дсt.ет 11ри.мер монотонно1'0 в t.:мыL:Jш онред~шни.л 1.б , 

но не не11рерывно1'О н L:мыL:Jre 011редеденил 1.5 отобрсt.женил 
между 11нду кт11вным11 'iа.t.:ти. 'iH0 у 11оря.до'iенным11 множеL:твс1.,-
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м11. Нсt.пр11мер1 пуt.:ть фу liкция: / 11меет в11д 

U ~ х < U15; 

U15 ~ х ~ 1. 

85 

Это отобрi:tжен11е мoliOTOliHO. Ддя: ноt.:Jrедовi:Lт~rьноt.:г.и. { Хп} = 
= { п } п Е: N TO'ilii:LЛ верх!iя:я: l'l)i:LliЬ pi:LBlii:L U 5. TO'ilii:LЛ верх-

2п + 1 1 1 7 

liЯЯ. l'l)i:LliЬ llOL:JieДOBi:LT~IЬliOL:T11 {/ (хп)} pi:LBlia U,25, О, / (t,upx,J = 
= / (U15) = U175. Сдедовi:Lт~1ьliо 1 отображеli11е lie я:вдя:етt.:я: liепре
рывliым в t.:мыt.:Jre 011ред~1е1i11л 1.5. # 

Не t.:дедует 11утi:Lть отображеli11е1 мolioтoliliOe в t.:мыt.:де опре
д~1е1i11я: l.61 t.: MOliOTOliliым11 функция:ми 113 кypt.:i:L матемi:LТ11 'iе

t.:ко1 'О i:Llii:LJIИ3a. Функц11я: /: lR--+ lR бу де·г MOliOTOliliOЙ в t.:мыt.:Jre 

011редеJШ1il1Я: 1.6 TOl'Дi:L 11 TOJIЬKO ТОI'да, КОI'Да Olii:L Я:ВJIЯ:еп.:л liе

убыва.ющей [ I]. 
Для: 11ршюжеli11Й ot.:oбeliliO Bi:LЖliЫ ненрерывные отобрi:tже

li11Я: 111iдукт11в1iОI'О yнopя:дo'ieliliOl'O мliожеt.:тва в t.:ебя:. 

Определение 1. 7. эш~мент а MliOЖet.:TBi:L А lia.3ЬIBi:LIOT 

Н,еnиdв'UЖ'Н,Ий uю·чкий mпuбраже'Н,'UЛ /; А --+ А1 еt.:яи / (а) = а. 
Элемент а упоря:,цоч:енного множеt.:твi:L М на.Зыва.ют наи

меньшей неподвижной mо'Чtкой отображепия /; М --+ М 1 

еt.:д.и. Oli я:вдя.етt.:я. lii:L.и.меliьш.и.м эдемеtlтом м1ioжet.:·1•вi:t вt.:ех 1iе110-

дв11ж1iых то'iек отобра.жеli.и.я. / . 

Теорема 1. 7 (теорема о пеnодвижпой точ,ке). Лю
бое 1iе11рерыв1iое отобра.жеtl.и.е / .и.liдУ кт.и.в1iо1 ·о у 11opя.дo'ie1i1iO

I 'O MliOЖet.:TBa, (м-, ~ ) В себя: .и.меет lia.11MeliЬШYIO liellOДB.И.ЖliYIO 
TO'iKy. 

• Oбo3lii:L'i11M ч:ерез (О) liа,имеliьший элемеliт мliожеt.:тва М. 

lloдar'aeм /u (x) = х 11 /п (:с) = /(/п-1 (х)) ддя: дюбоr'О п > U1 

Т.е. гп (х) 031ia,'ia.eT ре3удЬТi:LТ 'n-Kpa,TliOl'O lll)11Melieli11Я: f К Х. 

J:->i:tс t.:мотрим llO t.:JieДOBi:LT~IЬliOL:TЬ ЭJieMeliTOB м 

(1.7) 
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Докаж~м, 'П'О ноt.:д~доват~дьtlоt.:ть ( 1. 7) tl~убывающо.,}J,. Иt.:

нодьзуем м~тод математи. '-iеt.:кой и.tlдукци.и.. Ддя. эдемеtlта U>, 
как tlаи.меньше1'О эдемента множеt.:тва М, и.меем U> = /t>(U>) ~ 
~ /(U>). llyt.:ть д,дл некоторо1'О натурсt,J1ьно1'О ·п верно t.:оотноше

ние /n- l(((J)) ~ /п(О). Соглаt.:но теореме 1.6, отображение/ мо
нотонно, и. ноэтому Iп(о) =Iu·n- l(U>)) ~ I(f'n (V>)) =/n+1(U>), 
т .е. t.:оотношени.е верно и. ддя номера п + 1. Со1 'даt.:но методу 

математи. '-iеt.:кой и.ндукци.и.1 г~ (о) ~ /п+l (О) ДJIЛ дюбОl'О 'Г/, Е N[) 1 

т .е. поt.:ледователыiоt.:ть ( 1. 7) tlеубывающал. Следова.гедьно, 

110 011реде.11ени.ю и.ндукти.вно1'0 у11орлдо'-iенно1'0 множеt.:тва, она. 
и.меет то'-iную верхнюю 1-рань. Обозна'-iи.м ее '-iерез и; 

и= sup /п (о) . 
п)t> 

(1.8) 

Докажем теперь, что еt.:ли у неубывающей поt.:дедовагедьно

t.:ти. отбµоt.:и.ть дюбое коне'-iное '-iИ.t.:JIO Ha.'-ict,Jiьныx '-iденов, то ее 

то'-iная. веµхtlЛЯ 1-µань tle и.змени.тt.:я.. 
Дейt.:твитеJIЬtlО, et.:JIИ и еt.:ть то'-iнал веµхнял грань неубываю

щей ПОL:Jiедова.тедЬНОL:ГИ. {хп}п)[), го и ;?:: Хп ДJIЛ BL:ЛKOl'O п ;?:: о. н 

'-iat.:тtlo t.:ти., фи.кt.:и.µул нµои.зводьtlо k > О, ддл дюбо1'0 ·п ;?:: k и.ме
ем и ;?:: Хп, т.е. и будет веµхtlеЙ 1'1-)аtlью 11од110L:J1едова.теJ1ьtlоt.:ти. 

{xп}n?k>t>· 
Дока.жем, '-iTO и лвдлетt.:л TO'-itlOЙ веµхней 1'1-)а.Нью этой 11од-

110L:J1едова.теJ1ьноt.:ти.. llyt.:ть Ь - каю:1л-то ее веµхнлл 1'µань, т.е. 

Ь ;?:: Хп ддл дюбо1·0 п ;?:: k. Так как ноt.:дедовагедьноt.:ть {xn}n?t> 

tlеубыва.ющал, то Хр ~ :1:k ддл ка.ждо1'О р = О, k- 1. llot.:кoJ1ькy 

Xk ~ ь, то В L:иду тро..Н3И.ТИ.ВНОL:ТИ. ОТtlОШени.л норлдка :I:p ~ Ь И. 

тем t.:амым Ь ;?:: Хп ддя. дюбо1'0 п ;?:: О, т.е. Ь еt.:ть верхtlя.я. 1·µань 

вt.:ей 110L:J1eдoвaтeJIЬtlOt.:ти. {xn}n?l> · llot.:KOJ1ькy и= suµxn, то и ~ Ь 
n?l> 

и. и = :;uµ Хп. Сдедоват•едьно, и - т·оч.н:ал веµхнлл гµань нoд
n?k>t> 

llOL:Jieдuвaт·eJIЬHOL:TИ { х п} n?k. 

В t.:илу непрерывноt.:ти / получаем 
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Но 

supj'n+l(((J)) = sup{f'1 (U), { 2 (((])), ... } = supj'n(((J)) = а. 
n?:U n?:l 

Тсtки.м обрсtзом1 дoкi:L3cLti0 1 'iTO u, лВJrлетсл t1е11одви.жной 

точкой отобрсLжени.я. j'. 
llоксLжем тенерь, 'iTO tiёLЙДetitiёLЛ tiellOДBИ.Жtiёbll TO'iKёL ЛВJIЛ

етсл tiсLи.меt1ьшей. llусть ддл t1екоторо1'О у Е: М f' (y) = у. ТёLк 
ксLк ((]) ~ у, ёL отобрсLжеt1и.е j', буду 'iИ. t1е11рерывt1ым, мot1oтot1t10, 
то j'(((J)) ~ j' (y) = у, j' (j' (U)) ~ j' (J' (y)) = у и. т.д. Сдедо1щ1·едь

но, д;дл дюбо1·0 п ~ О j'n ('JJ>) ~ у, т.е. эдемент у е(.;ТЬ верхнлл 

l'pёLtiЬ 110(.;JШДOBёLTeJlЬtiO(.;TИ. {in(((J)) }п~U . 110(.;KOJIЬKY эдемеtiТ а 

(ксLк TO'iticLЛ верхt1лл грань) е(.;ТЬ нсLи.меньший эдемент НёL МtiО

же(.;тве В(.;ех верхtiих гpcLtieЙ этой ПO(.;JieдoвcLTeJIЬtlO (.;TИ, то у ~ а. 

ТсLки.м обрсLзом, мы докi::1..За.Jiи., 'iTO 11рои.зводьtiёLЯ. ненодви.жна.л 
то'iксL отобрсLжеt1и.л j' tie меt1ьше эдемеtiтсL а , т .е . а ~ tiсLи.меtiь

ша.л неIIодвижнсLЛ точ:ксL отображеt1и.л j'. • 
llои.(.;к ненодви.жной то'iки. отобрсLжеt1и.л j'; М • М можtiо 

рёL(.;(.;МёLТрИ.Ва.ТЬ КёLК ЗёLДёL'iУ решеtiИ.Л ypcLBtietiИ.Л 

х = j'(x). (1.9) 

Теорему о tiellOДBИ.ЖliOЙ точ.ке MOЖtiO трёLКТОВёLТЬ ТёLКИ.М 

обрсLЗом; ддл t1е11рерывt101'О отобрсLжеt111я. j' 11t1дукти.вt101·0 у110-
рлдоL1енно1·0 множе(.;ТВёL в (.;ебл урсLвнеt1и.е х = j'(x) и.меет реше
tiи.е, т.е . (.;уЩе(.;твует ТёLКОЙ xu Е: м' '-J.TO BЫllOJltiЛeT(.;Л pёLBeti(.;TBO 

xu = j' (xu), IIри.ч:ем MtiOЖe(.;TBO В(.;ех решений этого урсLВtiени.л 

и.меет t1сLи.меt1ьши.Й эдемеt1т. Этот эдемеt1т 11 будет t1сL11меt1ьшей 
ненодви.жной тоL1кой отобрсLжеt1и.л j'. 

Отметим, 'iTO доксLЗсLтедЬ(.;ТВО теоремы о t1е11одви.жt10Й TO'i-
v 

ке КОtl(.;трукти.вное; оно дсLет метод поду'lеt1ил Rеподви.жнои 

ТО'iКИ.. Ддл ее tiёLХОждени.л tiёLДO 110 (.;Трои.ть 110(.;JlеДОВёLТедЬtiО(.;ТЬ 

В11Дс\. (1.7) 11 tiёLЙти ее TO'iliYIO верхtiЮЮ l'pёLtiЬ. 

Пример 1.20. При.ведем нростой 11ри.мер ВЫ'iИ.(.;JШtiИЛ нсLи

меньшей ненодвижной точки. Н кёJ..Liе (.;тве и.ндуктивно1·0 yнopл

ДO'ietitiOl'O MtiOЖe(.;'l'BёL М возьмем отрезок [О, 1] (.; е(.;тествеtitiым 
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'iИСJювым норлдком ~- Co1·дc:1.,clio нримеру 1.19, это иliдуктив
liОе YllOIJЛДO'ieliliOe МliОЖество. 

1 1 
J:->с:1.,ссмотрим lio., этом мliожестве ypc:1.,вlieliиe х = 2х + 4. Moж-

liO llOIO;t,30.,'lЪ7 'iTO ДJIЛ ИliДУ KTИBliOl 'O У llOIJЛДO'ieliliOl 'O МliОЖествс:1., 

М дюбс:1.,Л мoliOTOlilio.,Л функцил f'; [U, 1] • [U, 1 j, lie11vevьшlic:1.,Л в 
СМЫСJШ Oll{JtЩeJieliИЯ. из ку IJCc:1., мс:1.,теМо.,'l'И 'iеСКОl ·о o.,lic:l.,JIИЗo.,, lie 11pe

,l-)ЫBlio., и в смысде Дo.,lilio1·0 выше онредедеliил. Действитедьliо, 

дшr дюбой tlеубывс:1.,ющей 11осдед,овс:1.,тедыiости { Хп} tlo., Мliоже
стве U, 1] с11vс:1.,веддиво vс:1.,веtlство sup{xn} = li1п Хп [I]. Н си-

п➔ ::ю 

лу lieнvepЫBtlOCTИ фуliКЦИИ / в CMЬlCJle OllIJeдe.tletlИЛ из курсс:1., 

мс:1.,темс:1.,ти 'iескоl'о o.,tlc:tJ1изc:1., имеем f' ( lirп х п) = liпr f' ( х п). Тс:1.,к 
n➔::ю n➔::ю 

Ко.,К фуliКЦИЛ / MOliOTOlilio.,, то {f' (хп) }п~U - liеубыво.,ЮЩо.,Л 110-

следовс:1.,те.11ЬliОСТЬ и lirн / (x,i) = sup/ (xп)- Н. ито1·е 11оду'iс:1.,ем 
n • ::x> 

f' (suvx,i) = j' ( lirн хп) = liнr / (хп) = SUIJ f' (хп)- Сдедовс:1.,тедьtlо, 
n • ::ю n • ::ю 

llIJc:l.,Bo.,Я. 'io.,C'lЪ Дc:1.,liHOl 'O уро.,Вliения. нeнveIJЫBlio.,. 

Зс:1.,метим, 'iTO если бы в 11рс:1.,вой 'iасти стоя.лс:1., диliеЙliо.,Л фуtlк

ция. с 0·1·рицатедьliым коэффициеliтом нри х, то усJювие liенре

рывliости фу!iкции в СМЫ(.;JШ нvивeдeliliOl'O выше онреде.tШliИЛ 

бьvю бы уже tlарушено, носкuдьку такал функцил lie лвдлетсл 
MUliUTUliliUЙ в CMЫ(.;Jie uнредедеliин. 1 . б. 

Наимеliьшим эдемеtlтuм рассматvиваемо1'0 Мliожества лвдл

етсл 'iИCJIO U. .Вы 'iИ(.;Jiлем: 

j'u (U) = U, 

j'1 (U) = 1/4, 

f'i(U) = (1/2) · (1/4) + 1/4 = 'J/8, 
. . 

/
3(U) = (1/2) · (3/8) + 1/4 = 7/Н>, 

нuлу 'iал 11uсде.цовате.11ыiuсть нрибдижений: к нс:1.,именьшей: нено-
V 

ДВИЖНОИ TU'iKe. 

Muжtlu нvuверить ( на11ример1 с 11uмощью метода матема-

ти 'iеской иtlдукции), 'iTO f'n(U) = 2~~~~/ , п с N. llveдeд этой 



1.9. Мuщнuсгь мнuжесгнсt 89 

11ut.:J1eдuвctт~1ыtut.:1·и. pctвetl 1/2. Тсtки.м uбрсtзuм, tlctи.мetlЬШШi. tle-
11oдви.жtlo.J1. то'-lксt отобрсtжеtlи.я. f", 011редедя.емо1·0 нрсtвой 'iсtt.:тью 
ypctвtletlи.л1 pёtвtlct 1 /2. Это e.диtlt.:твetltlё:\JI в дcttltlOM t.:дy'-lёte tlе110-
движtlсtя. TO'iкct отобрёtжеtlи.л f", 'iTO, кotle'itl07 О'iевидtlо и без 
теоремы 1. 7 о tlенодви.жtlоЙ то'-lке. Но здеt.:ь мы tlёtpO'itlO рёtt.:

t.:мотреди. нроt.:тuй нример, lIUKёtЗёtB, КёtК MUЖtlU решсtть нuд;uб

tlЬШ у pctвtletlин, Оt.:tlовывш1t.:ь tlct доксtзсtтедьt.:тве теоремы. Мы 
tle будем нокёt нриводи.ть бодее t.:JIOЖtlЬШ нри.меры, тсtк ксtк И.tl-

V 

тepet.:tlыe нридожени.л теоремы о неноднижнои то'iке имеютt.:л в 

теории грсtфов и. теории сtвтомсtтов, и. вернемt.:л к этой теореме 

нри. решеtlии. ЗсtДёt'iИ. о нутлх в opи.etlти.poвcttltlЫX t'pctфctx. 

1.9. Мощность множества 

Некоторые t.:ведеtlи.я. u мuщtlut.:ти. мtluжet.:твct нри.ведеtlы в [I] . 
Здеt.:ь мы рсtt.:t.:мотри.м это нонлти.е бодее нодробно. 

М!iожеt.:тво А рсtвtlомощно множеt.:тву В, et.:Jrи t.:ущеt.:твует 

б'uer,;'U/UJ(, f": А • В. 

Из то1·0, 'iTO t.:ущеt.:твует би.екци.я. j": А ➔ Н, t.:Jшдует, 'iTO 
t.:оответt.:тви.е j"- 1 еt.:ть би.екци.л Н tlct А ( t.:м. 1. 4). llоэтому е(;.11и. 
А рсtшtомощно Н, то и Н рсtвномощно А, и. мы можем L'Овори.ть, 

ч.то .мпожества А и. Н равпо.мощпы. 

Фсtкт pctвtlOMOЩtlOt.:ти. МtlОжеt.:тв А и. Н будем зсtни.t.:ывсtть 

тсtк: А,...., В. 

Из 011ред~1ени.л рсtвномощноt.:ти. и. t.:войt.:тв би.екци.и. тсtкже 

t.:J1едует, LJ.TO ддл дюбо1 'О множеt.:твсt А имеет меt.:то А rv А 

(тожд;еt.:твенное отобрсtжение еt.:ть биекцил множеt.:твсt А нсt 

t.:ебя.); ct ддя. дюбых Мtlожеt.:тв А, Н, С и.з А,..__, Н и. Н ,..__, С t.:дедует 
А ,..__, С ( кимпu;з'и'Ц, 'UJ(, би.екций еt.:ть би.екци.л). 

Тсtки.м обрёtЗuм, oтtluшetlи.e pctвtlOMOЩtlUt.:ти. мtluжеt.:тв еt.:ть 

И'rпн.,ишен.:ие :J'r,;в ·ив uден.,т"н,исrn'и"" ЗёtДёtlitlUe tlct мtlожеt.:тве вt.:ех 
' п 

"'3ct.'-J.ё:l.,(;ГYI0 в JlИ:Г~µсt.гуµ~ Ш) г~оµи:и: МlШЖ~(;ГВ J>i:t.BH()M()ЩHЫ~ Mli()Ж~(;ГBi:t 

и: нё:1.3ывсt.юг "экви:вм~нгными: мю.>ж~l:гвсt.ми:". О.цнсt.ю.> l:д~.цу~г µct.3JIИ:'Ict.rь 

общ~~ поюlги:~ огнош~нюi экви:вм~нгноl:ги: и: ~1 'о 'Ict.l:rньrй l:ду 'Ict.Й - экви:

~sс:1.Jr~11г11оl:1'ь, И:JlИ. J>i:tlSlIOMOЩtl()(;Гb, МН()Ж!:'(;1'1S. 
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MtlUЖet.:тв ;, ( tla t.:амuм Дt;!le tla MtlUЖeL:'l'Be вt.:ех llUДMtlUЖet.:тв 

lieкuтopo1'0 ун/uверс:алr:,н,Qё,Q мн,Qжес:rпва). 

Е(;дИ. мы обозl:iа'iи.м 'iерез IAI клаr;r; :.;кв'Uвален,m"н,Qr;rп·и Ml:iU

жet.:твa А 110 oтliuшeliи.ю .......,. 1 то у ·1'верждеliи.е о paвliOMOЩl:iO(;'l'И. 

MliOЖet.:·1'B А и. в MOЖl:iO зани.t.:а'l'Ь так; IAI = 1 в 1. 

Этот клаt.:(; экви.ваJШ1:iТ1:iО(;ТИ. 1 А 1 1:iазывают мощн.остью 
мн.о-;нсества А. 

Kolie'iliыe Мliожеt.:тва А= { и~ 1 •• • 1 ип} и. В= { Ь1 1 ••• , Ьт} рав

номощны тог да и тодько тог да, когда множе(;тва А и В (;Оt.:тоят 

и.з OДliOl'O и. то1'0 же '-lИ.(;до.. элемекгов, т .е. п = ·rn. О·1тюда, в 

'io.,(;Tl:iO(;TИ., (;дедует 1 'iTO KOlie'-11:iOe MliOЖe(;'l'BO 1:ie ЯВJlЯеТ(;Я paв-

1:iUMOЩliЫM 1:iи.какuму (;ВUему t.:uбt.:твeliliUмy нuдмliuжеt.:тву. Это 

(;ВОЙL:ТВО KOlie'iliЫX МliОЖеt.:тв MOЖliO t.:формуди.ровать так. 

Теорема 1.8. Е(;ди. А - кolie'iliOe МliОЖе(;тво и. /: А ➔ 

• А - и.нъекци.л, то ошt ЛВJ1лет(;Л t.:юръекци.ей и. 1 (;дедоватедьно 1 
би.екци.ей. # 

13 (;И.ЛУ нри.ведеliliЫХ выше (;00браже1iи.Й MOЩliOL:TЬIO KOlie'i

HOl'O множеt.:тва А = {и~, ... 1 Un} можно (;L1и.тать натураJ1ьное 

'iИ.(;JIO ·п, так как, задавм такое 'iИ.(;JIO, мы задаем и. кда~.;~.; В(;ех 

(11011ctp1:iO pctвl:iOMOЩl:iЫX) Ml:iOЖe(;'l'B ви.дсt {и~ , . . . , ип} . Oбpct'l'1:i0 1 
V V 

каждыи такои клсt(;(; однознсt'iНО онредеюrет нату рс.1.дьное 'iИ(;JIO 

п Кс\.К 'iИ.(;JIO элемеl:iТОВ в каждом MliUЖe(;TBe Дc\.1:iliOl'O КJlc\.(;(;c\. . 

Et.:тe(;TBeHl:iO (;'fИ.ТсtеТ(;Я7 'iTO МОЩНОL:ТЬ llY(;'l 'Ol'O Ml:iOЖe(;TBc\. рсtв

на нудю. 

Перейдем теаерь к И(;t.:JШ,ЦОВсtliи.ю МОЩl:iО(;ТИ. бе(;КО1:iе'-lных 

мl:iожеt.:тв. Таковы хорошо и.зве(.;'1'1:iЬШ 1:ic\.M 'iИ.L:Jювьш Ml:iOжet.:твct 

N, Z, Q, lR и. С. 

Jlюбое множе(;тво, рсtвномощное множе(;'l'ВУ В(;ех на·1,уµаJ1ь

ных 'IИL:t;/l) llc\.ЗЬIBc\.IOT r;ч,еrпн,ы.м,. MuЩllOL:TЬ t.:ч.етнuгu MllUЖet.:TBc\. 

oбoзlict'-lctют ~u ( чи.тсtет<.:я " аJ1еф 1:iудь ;, ) . 

Jlюбую би.екцию v: N • М нс\.Зывсtют н.умерацией <.: чeтl:io

I'O МliОЖе<.:тва М; eL:JlИ Эдемеliт м е<.:ть v (n) ДJIЛ 1:ieKOTOJ:-)Ol'O 

п Е: N1 то этот элемент М обознсt'iсtем 'iеµез Un 7 Нс\.Зывсtн 1:ict-
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тypaJlЫiOe 'iИ.(.;JIO п .1:iОМером ЭJШМе.1:tта Un OTJ:iO(.;И.T~lЬ.l:iO да.1:i.1:iОИ 

.1:tумераци.и. l/, 

Таким образом, эдеме.1:tты (.;'ieт.1:to1'0 м.1:tоже(.;тва мож.1:tо 11e
pe.1:ty меровать, за11и.(.;ав их в виде пислеdиr;ап1.,ел,ьнu(;rn'и и1 , .. . , 
Un, ... И.JlИ. {ап}п:::N• Друl'И.МИ. (.;JЮВа..ми., (.;'!ет.1:tое M.l:iOЖe(.;'l'BO е(.;ТЬ 

обда..(.;ТЬ 3.1:ta..'ie.1:tи.Й некоторой фу нкци.и. нс1,тураJ1ьно1'0 ар1'умента... 

Пример 1.21. а. М.1:tоже(.;тво В(.;ех .1:te'ieт.1:tыx .1:tа..туµаJ1ь.1:tых 

'iИ.(.;~1 (.;'lетно. Нумера..ци.ю v можно за..да..ть та.к: v(n) = 2n - 1, 
п Е: N. 

б. Множе(.;ТВО В(.;ех натураJrь.1:tых 'iИ.(.;ед, дедлщи.хt;л на за

Да...1:t.1:tое 'iИ.(.;JIO k ;;;: 2, (.;'leт.1:to. Нумеµа..ци.ю v мож.1:tо за..да..ть та.к: 

v (n) = kn 1 п Е: N. Н ча(.;'l'.1:tО(.;ти.1 нри. k = 2 11оду'iаем1 что м.1:tо
же(.;тво В(.;ех 'iетных 'iИ.(.;ед (.;'ieт.1:to. Этот и. нредыдущи.й нри.ме

ры ноказывают, 'iTO бe(.;K0.1:te'i.1:toe ( (.;'ieт.1:toe) м.1:tоже(.;тво может 

и.меть (.;ОбL:тве.1:tное ра..ВНОМОЩ.1:iОе ему llOДM.l:iOЖeL:TBO. 

в. М.1:tоже(.;тво Z в(.;ех цедых чи.L:ед t.:чет.1:tо. Ну мера..ци.ю 

можно уt.:та..НОВИ.ТЬ так; 

{ 

п 

2 - 1, п = 2k ('iетно); 
v (n) = 

п+l 
- -

2
- , п = 2k -1 (.1:te 'ieт.1:to) . # 

Теорема 1.9. Jlюбое бet.:кo.1:te'i.1:toe м.1:tожеL:тво t.:одержи.т 

t.:'iетное 110.цмножеL:тво. 

• llyL:ть Мо - беL:коне'i.1:tое м.1:tожеL:тво. Зна'iит 1 0.1:to не ну(.;то 
и L:ущеL:твует элемент а1 Е: Мо. Положим М1 = Мо \ {а1} . 
M.1:toжe(.;l'BO М 1 .1:te 11уL:то, так ка.к в 11ро1'и.в.1:tом t;J1y 'iae и.медо бы 
меt.:то ра..ве.1:tL:тво Мо = {а1} 1 что нроти.воречи.т 11редн0Jюже.1:tи.ю 
о беt.:конеч.1:tоL:ти. Мо. Ныберем эдеме.1:tт ai Е: М1 и. 110Jюжи.м 

Mi = М1 \ {ai } = Мо \ {а1, ai}. Множеt.:тво Mi 'l'а..кже не нуL:то, 
ноt.:кодьку и..1:ta'ie мы бы и.меди. Мо = {и1, ai} и. м.1:tожеL:тво Мо 
бьыю бы коне'i.1:tым. 
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Методом мсtтемсtТИ'iеlЖОЙ И.1:iдукции МОЖ.1:iО 110Ki::t3i::tTЬ, '!ТО 

для: дюбо1'О п ~ 1 множеt.:тво Мп = Мо \ { u,1, ... , ип}, l'де а1 Е: 

Е: Мо, ... , Un Е: Мп-1, .l:ie нуt.:то. 'l'Ol'Дi::t t.:ущес.;твует эдеме.1:iт 

Un+ l Е: Мп и Un+ l ~ Мп+l = Мп \ {ип+1}. Тсtким обра.3ом, вс.;е 
эдементы Uni п Е: N, 11011сtрно ра.3дИ.'iНЫ и. м.1:iожес.;тво { ап: п Е: N} 
t.: 'ieT.1:iO, ct е1'0 .1:iумерсtция. может быть 3i::tД i::t.l:ii::t тсtк: v(n) = Un . • 

Теорема 1.10. 1:3 дюбом бet.:кo.l:ie'i.l:iOM м.1:iожес.;тве мож.1:iо 

выдедить двсt не нерес.;ексtющи.хr_:я: между с.;обой с.;четных 11од

м.1:iоже с.;твсt. 

• f->i::t3обьем М.1:iожеt.:тво .1:iсtтурш1ьных 'iИL:ед .l:ii::t двсt нодм.1:iоже

t.:твсt: N1 = {п; п = 2k - 1, k Е: N} (множеt.:тво .1:iе'iетных чи.с.;ед) , 

и Ni = {п: п = 2k, k Е: N} (множеt.:тво четных чи.r_:ед) . Обсt эти 

М.1:iожес.;твсt t.: 'ieT.l:iЫ ( t.:м . нример 1.21). 
Со1'дсtr.;но теореме 1.9, бес.;конечное множес.;тво (.;Одержит 

.1:iекоторое L:'ieт.l:ioe нодм.1:iожеL;тво А. lly r.;ть yt.:тct.l:iOBJШ.l:ict .1:iе

которсtя: е1 'О .l:iY мерсtция.. f->i::t3обьем это нодм.1:iожеt.:тво .l:ict двсt 

нодм.1:iожеt.:твсt: вс.;ех эдементов r_: L1етными и. вt.:ех эдеме.1:iтов t.: 

.l:ie'ieT.l:iЫMИ .1:iОмерсtми.. llo llOL:TpOe.l:iИ.IO эти. llOДM.l:iOЖet.:TBi::t J:ie не

рес.;ексtЮТ(.;Я: И. Я.ВJlЯ:ЮТ(.;Я. с.;четными., 110 (.;KOJIЬKY L:'-leT.l:iЫ M.l:iOЖeL:TBi::t 

'ieT.l:iЫX и. .l:ie'iel'.l:iЫX 'iИ.L:eJl. • 
Теорема 1.11. Jlюбое нодм.1:iожеL;тво L;'ieT.l:iOl'O м.1:iожес.;твсt 

конеч.1:iо иди. t.:четно. 

• llyeтoe нодм.1:iожеt.:тво коне'iно 110 онредеJШ.1:iИ.Ю. lly r.;ть М -
t.:четное множеt.:тво, ct Н - е1'О некоторое ненуетое нодмноже

с.;тво. llос.;кодьку М.1:iожес.;тво М (.;'ieт.1:io, мож.1:iо (.;'!И.Тсtть, '!ТО 

с 
u 

3ctДct.l:ict некотораЛ е1 'О ну мерсtци.я:. Jrедовсtтедьно, ксtждъ1и эде-

ме.1:iт нодм.1:iОЖе(.;твсt Н и.меет (.;ВОЙ .1:iОмер. Зсtни.шем .l:iOмepct 

эдементов множеt.:твсt Н в норя.дке возрсtt.:тсt.1:iи.я.: i1, ... 1 iп 1 ••• 

Er.;J1и. t.:реди. .1:iИХ ес.;ть .1:iсtи.бодьши.й номер ip, то нодмножес.;тво 

н KO.l:ie'i.l:iO. 1:3 нрОТИ.В.1:iОМ r_:ду 'ii::te llOJIY '!ИМ (.;'ieT.l:iOe llOДM.l:iOЖe

(.;TBO { Ui 1 , U,ii 1 •• • , аiп , ... } , нумерсtци.я: которо1 'О уt.:тсtно.1>денсt тсtк; 

v(·n) = а · • i,~. 
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ЕСJ1и множеL:тво коне'ПiО иди L:'iетно, et'O liа.Зывсt.ют пе бo

.fl,ee ·чем с·чеrппым. Семейс:rпвu (A i)iE:1 .м/н,uжес:rпв на3ы1:щю·г 

пе бo.fl,ee чем счетnым, еL:ди мliожеL:тво (иliдекL:ов) I tle бодее 

'ieM L: 'ieTliO. 

Теорема 1.12. Объединеliие дюбо1·0 lie бош~е 'iем L:'iетно1·0 
u 

L:eмeИL:TBcL L:'ieTliЫX MliOЖeL:TB L:'ieTliO. 

• llуеть (A i) iE:1 - коне'iное иди L:'iетное L:емеЙL:тво L:'ieтliыx 

множеL:тв. f>сt.(хмотри.м L:lict.'icLJict. CJIY'ict.Й, ко1·дсt. множеL:твсt. A i 
110111:Lplio lie 11ереL:ексt.ютL:я. . 

Н этом L:ду 'ict.e liY мерсt.ци.л объеди.liеliил кotle'iliOL 'O L:емеЙL:твсt. 

L:'ieTliЬIX МliОЖеL:тв может быть нроведеliсt. 110 L:хеме, изобрсt.жен

ной нсt. ри:L:. 1.14, ct. нумерсt.цил объеди.нени:л L:четного L:емеЙL:твсt. 

L: 'ieTliЫX мliожеL:тв - 110 L:хеме, 11риведеliliОЙ lict. ри.L:. 1.15. 

а11 а12 - ··· аlп-··· а11-а12 а1з- а14 · · · aln · · · 

t t t / / / 
а21 а22 а2з а24 ' . . а2п . .. 

а21 а22 а2п t/ / / 
t t t аз1 аз2 азз а34 · · · а2п · · · 

/ 

t t t a nl ап2 ап3 ап4 апп . .. 

anl - ап2 ··• -апп 

Рис. 1.14 Рис. 1.15 

ПуL:ть тенерь (A,JnE:~ - 11роизводьliое L:'iетное семейство 

с<tетных множеL:тв, т.е. множеL:твсL A i мо1'ут 11ересексLтьсл. Н 
этом CJIY'icLe, нрименяя ука.ЗсLНliые licL риL:. 1.14 и 1.15 схемы 
нумерсLции к коне'iliому и.ли с'-iетному объединеliи.ю L:'ieтliыx 

u 

Мliожеств, L:дедует 11ро11у L:ксLть ксLждыи ра,3 ЭJ1емеliты, которые 

уже ноду<tи.ди. lioмepcL. • 
lloдeзtlo отметить тсt.кже и СJН~дующий фсt.кт. 

Теорема 1.13. Объеди.liени.е кolie'iHOL'O и L:<tетно1'0 МliО

жеL:тв L:<teтtlo. # 
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Теорема 1.14. llус;ть М - бес;коне'iное множес;тво, а.. N -
е1'0 не более 'iем (.;'iетное нодмноже(.;тво. Е(.;ди. множес;тво М \ N 
бес;коне'iно1 то оно µсt.вномощно множес;тву М. 

• По теоµеме 1.10 в множе(.;тве М \ N 1 110(.;КОдьку оно бе(.;КО

неL1но, можно выбµс::1.,ть (.;'iетное нодмноже(.;тво N '. тkно, '-!ТО 

N n N' = 0. Множе(.;1·вu N U N' н:~1н.ет(.;н. (.;'-!етным ка.к объеди.не
ни.е двух с;'-!етных. множе(.;·1·в и.ли. объединение (.; '-!е·1·но1·0 и. коне'-i

но1'0 множе(.;ТВ. llоэтому (.;ущес;твует би.екци.л f: N U N' • N'. 
llос;кодьку (М \ (N u N')) u (N u N') = м7 м~ \ (N l_j N') u N' = 

= М \ N, то тµебуемую би.екци.ю М на.. М \ N (.;Тµои.м та.к: на.. 
подмноже(.;тве М\ (N UN'), общем ддл M\N и. М, эта. би.екци.л 
(.;ОВНа..Да..ет (.; тожде(.;твенным отобµс::1.,жени.ем; на. нодмноже(.;тве 

N U N' эта. би.екци.н. ес;ть би.екци.л f . • 
Следствие 1.1. Е(.;J1и. М - бе(.;коне'-iное множе(.;тво, а. N -

не более '-!ем (.;'-!етное множе(.;1·во, то М ,...,_, М U N. 

Суще(.;'l'вуют бе(.;КОШ~'iньш множе(.;'l'Ва..1 не лвдлющи.е(.;л с;'!ет

ными.. Это вытека..ет и.з с;дедующи.х. µс::1.,(.;с;у ждени.й. 

i->сt.(.;с;мотµи.м множес;тво в(.;ех нос;щщовсt.тельнос;тей нулей и. 

еди.ни.ц, т.е. 110 (.;JШДОВа..тедьно(.;тей вида.. {сх1, cxi, . . . 1 схп, ... }, 1·де 

CXi с t 0, 1} ДJlЯ. Ка..ЖДОl'О i ~ 1. 
Обознё:\.'iи.м множес;тво тё:\.ки.х двои.'-iных ;r. НО(.;JШДОВё:\.тедьно-" . 

(.;ТеЙ '-iеµез { О, 1 У'. 

Теорема 1.15 (теорема Каптора). Множес;тво {U1 l}w 
не ес;ть (.;'-!етное множе(.;тво. 

• llу(.;ть множе(.;тво { О, 1 }w (.;Ч:ет·Rое. Тогда. (.;уще~;твует биекци.л 
ер; N • { О , 1} w. tlыни.шем вс;е нос;Jшдовсt.тельно(.;ти. rp(n); 

c.p( l) = {сх11 , cx1i1 • • •, СХ1п1 • • .}1 

с.р(2) = { cxi1, cxii1 ... , сх~п, • • • }1 
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Пut.:трuи.м llUt.:Jll:ЩUBci'l'eдЫiUt.:TЬ {J = { fJ1, . . . , fJп , ... } ; НUJЮЖИ.М 
(Ji = 1, et.:JIИ. U'ii = u, и (Ji = u, еt.:дИ. U'ii = 1. Н.t.:liU , 'iT'U ЭТсi lIUL:Jie-

V V 

ДUBa.TeдЬliUt.:TЬ lie t.:UBllciДa.eт liИ. t.: UДliUИ И.3 llUL:Jleдuвa.T~lbliUt.:тeи 

'Р(п), а. это нроти.воре'iи.т донущени.ю, '-iTO дюбаЯ ноt.:Jшдова.т~rь
ноt.:ть и.з { U, 1}"' еt.:ть 'Р( k) ддл liекоторо1'О k. 

Ита.к, N lie pa.вliOMUЩliO { U, 1}"'. 
В TU же время. { О, 1}"' t.:одержи.т llOДM.l:iOЖE;t.:TBO llOL:JШДOBct-

V V 

тедьноt.:теи, в ксtждои и.з которых тодько оди.н 'iJ1eн отди'-iен 

от нудя.. Это нодмliожеt.:тво pa.BliOMOЩliO множеt.:тву вt.:ех ОДliО

эдемеliтных 110дмliожеt.:тв N и. , t.:дедова.тедьно, t.:а.мому N. Сде

дова.тедьно, множеt.:тво { U, 1 }w бet.:кolie'iнo, liO lie pctвliOMOЩliO 
t.:'i!;TliOMY МliОЖеt.:тву и. нотому li!; н.вднетt.:н. t.:'iel'liЫM. • 

Теорема 1.16. Мliожеt.:тво zN вt.:ех нодмножеt.:тв мliожеt.:твсt 
lia.Ty рШ!ЬliЫХ 'iИ.t.:ед и. MliUЖet.:твu { U, 1}"' pa.BliOMOЩliЫ. 

• Онредедим отобра.жеliие 'Р мliожеt.:тва. 2N lia. мliожеt.:тво 
{ U, 1 }"' t.:дедующи.м обрсi3ом; et.:J1и. Х С N, то 'P(X) i = 1 нри. i Е: Х 
и. 'f(X)i = U нри. i tf. Х. 

Тем t.:а.мым нодмliожеt.:тву Х t.:та.ви.тt.:л в t.:uответt.:тви.е 11O
t.:дедовсtт~1ьliоt.:ть 'Р(Х) , i-й 'iJieli которuй pctвeli еди.liи.це ТОL'Да. 
и. TOJIЬKO TOL'Дci, KUl 'Да. '-iИ.t.:JIO i еt.:ть эдемеliТ MliOЖet.:'l'Bci х. До

Ка.жем, '-iTO 'Р - би.екци.н. 2N lia. {U, 1}"'. 
llока.жем, 'iTO отuбра.жеliи.е 'Р - и.liъекци.л. llyt.:ть Х и. У -

рсi3ди.'iные нодмножеt.:твсt N. ТОL'Да. на.Йдетt.:л 'iИL:JIO i Е: Х \ У иди 
'iИ.t.:JIO j Е: у\ х. в нервом t.:Jiy'ia.e в llOt.:JШДOBa.TeдbliOt.:TИ 'Р( Х) i-й 
'iJ1eн будет pa.вeli едини.це, ct в ноt.:ледова.тедьноt.:ти. 'Р(У) - liудю. 

Тсtким обра.зом, 'Р(Х) ~ 'Р(У). Во втором t.:JIY'ia.e 'P(Y)j = 1, 
'P(X)j = О и. uня.ть 'Р(Х) ~ 'Р(У). Сдедова.тедьно, отuбрсtжеliие 

'Р - инъекци.л. 

llоксtжем, '-iTO 'Р - t.:юръекцил. Возьмем нроизводьную 

llOt.:JieДUBct'l'~lbliOL:Tb ur Е { о , 1 }"'. Обрсi3уем MliUЖet.:твu х(Х = 
= {i; U'i = 1}. Н.t.:liU 1 'iTO 'f(Xcx) = U'. Тсtким uбpci3uм, ддл дю-

v { }"' бuи llUL:JШДOBa.TeJIЬ.l:iO t.:TИ ur Е: о , 1 t.:ущеt.:твует llOДMliOЖet.:твu 

Хсх Е 2N, тсtкuе, 'iTU 'P(Xr.x) = ur . Сдедuвсtтедьliu, 'Р - r..:юръек
ци.л . 
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Таким образом, мы аоказо..J1и, <tто 'f) - биекция:1 а мl:iожеt.:тва 
2N и { О, 1 }~ равномощны. • 

Мощl:iо<.;ть мl:iожеt.:тва 2N обозl:iа<tают с; и 1:iазывают мощ
nост-ью коnтиnуума1 а дюбое м1:iожество1 эквиво..JШJ:iТJ:iОе 

множеt.:тву 2t'i, 1:iазывают мnожеством мощnос"~и коnти
nуума иди континуа.л-ьным мnожеством. 

Теорема 1.17. М!:iожеt.:тво дейt.:1·витедь1:iых <tиt.:ед отрезка 

[01 lj равномощно мl:iожеt.:тву в<.;ех ноt.:дедоватедьноt.:тей иудей и 
едиl:iиц { 01 1} ~. 

• Каждое деЙ<.;твите.11ьl:iое <tИ<.;JIO из отрезка [О, 1] нредt.:тавим в 
виде бе<.;коне<tной дроби в двои<tной <.;иr.;теме С<tиt.:дения: . Чиt.:JЮ 1 
прt\Цt.:тавим в виде нериоди 'iеt.:кой дроби, t.:о.цержащей беt.:ко

J:iеч:ное 'iИL:JIO единиц - l), 1 ( 1). Коне'iньrе рационо..Jrьньш дроби 
нредt.:тавим как беt.:коне<tные, донодl:iив <.;нрава беt.:коне<tным <tи

<.;JЮм 1:iудеЙ. Таким образом, каждое L1и<.;Jю из [О, lj нред<.;тавдено 
в виде 11оt.:дедоватеJ1ы10<.;ти 1:iудеЙ и еди!:iиц. Кроме это1·01 вы
броt.:им <.;<tетное множеt.:тво в<.;ех нериоди<tеt.:ких дробей вида 

О, U'LJCX1 ... cxkO( 1), ноt.:кодьку каждш=r такш=r дробь нред<.;тавдлет 
то же самое <tИСJю, <tто и дробь O,cxllcx1 ... cxkl(O), 1-де U'i Е: {О , 1} 
ДШI BL:ЛKOl'O i = 1, k. Jle1'KO видеть, '-!ТО llOдy<teJ:iJ:iOe таким 

образом множе<.;тво двои'iных дробей равномощно множе<.;тву 

{0,1}~. • 
Следствие 1.2. [О, 1] ,...., 2N. 

• Ныше быда доказаJ:iа равJ:iОМОЩJ:iО<.;ть мl:iоже<.;тв (О, 1)~ и 2N. 
Тоеда имеем [О, 1],...., {О, 1}~,...., 2t'i. • 

Теорема 1.18. Сдедующие мl:iожеt.:тва равJ:iомощJ:iы; 
1) мl:iожество деЙ<.;твите.11ь1:iых <tи<.;е.11 отрезка [О, 1]; 
2) мl:iожество деЙ<.;·1·вите.11ь1:iых <tиt.:e.11 и1:iтерво..J1а (О, 1); 
3) МJ:iОЖество деЙ<.;ТВИТеJlЬJ:iЫХ '-iИ(.;eJl ОТ1 )езка r и Ь]. r _ 1 , 

4) множеt.:тво дейt.:твител:ьных 'i.И.t.:eJI интерва.Jrа ( и, Ь); 

5) МJ:iОЖество деЙ<.;ТВИТеJlЬJ:iЫХ '-!И(.;е.11 ( '-!И(.;JЮВаЛ 0(.;Ь) lR; 
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б) MtlUЖ~l:тtю 1:н;~х нuдмtluж~t.:тв MtlUЖ~t.:твa tlё1..'l'YIJcU1ьtlыx 

'iИ.t.:~I 2N. 

• lluкаж~м vaвtlUMUЩtlUt.:ть мtluж~t.:тв [О , l] и. (О, l). Из MtlU

ж~t.:твa д~йt.:твит~льных 'IИt.:iш uтv~зка [О, l] выд~лим двyxэд~
M~tll'tlU~ llUДMtlUЖ~t.:TBU { о, l}. f->aзtlUt.:TЬIO эти.х MtlUЖ~t.:TB бу д~т 
мtluжet.:твu деЙ(.;тви.тедьtlых 'iш;ед И.tl'l'e1>вc:U1a (О, l), и., t.:Ul'дёl..(.;tlU 

теuvеме l .14, [О, l] ,..___, (О, l) . 
Отuбvажеtlи.е у= (Ь - а)х + а задает би.екци.ю мtluжеt.:тва 

[О, l] tla MtlUЖ~t.:твu [ а, Ь]. Сл~дuват~дьнu, эти. MtlUЖ~(.;TBa vaв

tlUMUЩtlЫ. Зам~ти.м, 'iTU ёl..tlc:UIOL 'И. 'itlU дuказыва~Т(.;>J. vaвtluмuщ

tlUt.:ть (О, l) и. ( а, Ь). 

lluкажем, 'iTU (О, l) ,..___, IR. Ни.екци.ю мuжtlu уt.:таtluви.ть, tlёl..-
1 1 

11.l>И.Ме!>, (.; llUMUЩЬIO фуtlКЦИ.И. у=; ёl..Г(.;tgx + 2. 
llu(.;KUдькy vaвtluмuщtlut.:ть О, l] и. 2N vatlee дuказаtlа, и.меем 

Замечание 1. 7. Замети.м, 'iTU еt.:ди. в уL:Jюви.я.х теuvемы l .14 
множеt.:тво М tl~t.:'ieтнo а N - е1'0 t.:'ieтtloe 110 ,1множ~t.:тво то 

' 'i ' 

мtlожеt.:т1.ю М \ N бet.:кotle'iнo, ибо ина'iе ноду 'IИJЮ<.:ь бы, 'ITO 

MtlUЖ~t.:твu М = ( М \ N) U N (.;'i~TtlU как uбъ~ди.tl~tlи.~ кutle'iнuгu 

и. t.:'ieTtlUL'U MtlUЖe(.;l'B. 

Таки.м обµазuм, можtlо утвеvждать, 'iTO дшi дюбо1·0 tle t.:'ieт

tlOL'U мtluжеt.:тва М и. e1·u tle бuдее 'iем t.:'ieтtlUL'O нuдмtluжеt.:тва 

N и.меет ме(.;тu vaвetl(.;TBU I М \ N 1 = 1 М I • # 

До t.:И.Х 110!> !>е'iЬ Шдёl.. О !>ёl..Betlt.:l'Be MOЩtlOt.:TeЙ. Oдtlёl..KO 

МОЩtlО(.;ТИ. J-->ёl..ЗtlЫX MtlOЖe(.;'l'B MOЖtlU В Ull!>eдeJ!etltlUM (.;MЫL:Jle 

t.:I>ёl..BtlИ.Bёl..TЬ, l'OBUpя. о бодьшей И.дИ. меtlьшей MUЩtlOL:TИ.. 

С'iи.тают, 'iTO мощtlо(.;·1ъ МtlОЖе(.;·1·ва А tle нµевышает мощ

tlОt.:ть мtlожеt.:тва Н (IAI ~ IHI), eL:J1и. А vaвtloмoщtlo tleкoтovuмy 
lIOДMtlOЖ~t.:T'BY MtlOЖ~(.;'J'Bёl.. н. MoЖtlU ноказать, 'ITO из t.:ООТtlО-

шений IAI ~ JBJ и JBJ ~ JAI t.:.1rедует, 'ITO IAI = 1В1. 
Мощtlоt.:ть МtlUЖе(.;тва А (.;'iи.таетt.:я. t.:тµо1 'О меtlьшей мuщtlо

t.:ти. МtlОЖе(.;·1·ва Н (IAI < IHI), еt.:ди. мtlожеt.:'1'ва А и. Н tleµaвtlo-
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МОЩJ:iЫ и. t,;ущеt,;твует t,;Oбt,;твeJ:iJ:iOe llOДMJ:iOЖe(.;TBO с МJ:iОЖеt,;тва 

Н1 рав!:iомощliое мliожеt,;тву А, т.е. (А i Н) и. (3С с Н)(А '"'-' С). 
Можно дuказать1 ч:тu из IAI ~ IHI и IHI ~ ICI t,;Jieдyeт IAI ~ 

~ 1 CI. Таки.м образом, J:ict. МJ:iожеt,;тве вt,;ех мощJ:iоt,;тей (т .е. 

J:ic\, MJ:iUЖet.:твe вt,;ех KJlct.t.:t.:UB ЭKBИ.Bct.JШJ:iTJ:iU(.;l'И. 110 UTJ:iUШeJ:iИ.IO '"'-') 

yt.:тa..J:iOBJШJ:iO uтн.uше·н;ие пuрлdка. 

Из онредедеJ:iи.я. t,;разу t.:ледуе·1· 1 'i.TO мощtiоt.:ть люб01-о кo

J:ie'i.J:iUl'U МJ:iОжества стрОl'О меJ:iьше мощJ:iоt.:ти. ~u, а и.з дока

зателитва теоремы 1.15 вытекает1 'i.TO ~u < с:. Кроме то1'01 
t.:Ol'дct.t,;нo теореме 1.91 мощноt,;ть t.:'i.eтнOL'O множеt.:тва ~u лвюrет

t.:л н.а·имен.1Jшей J:ia.. МJ:iожеt,;тве вt,;ех бet,;KOJ:ie'i.J:iЫX мощtiоt.:тей (т.е. 

мощноt,;тей беt,;кОJ:iе'i.ных множеt.:тв) . Можно t,;казать1 'i.TO вt,;я.

кое беt,;коне'i.ное МJ:iОжество J:ie ме!:iее 'i.ем с'i.етно. 

Нез доказатедьt.:1·ва нри.ведем две важJ:iые теоремы. 

Теорема 1.19 (теорема Кантора - Берпшrпейпа). 

Ддя. любых двух мtlожеt.:тв А и. Н и.меет меt,;·1'0 в TO'-iJ:iOcти. одно 

и.з Qiедующи.х трех уt.:Jюви.й: ли.бu IAI < 1 В 1 1 ди.бu 1В 1 < IAl1 ди.бu 

IBl = IAI. # 

Таки.м образом, дюбые два мtlожества t,;равliи.мы 110 мощtlо

сти.. Дру1 'ИМИ t,;Jювами1 " шксt.J1а МОЩJ:iОt,;тей ;, .11;ин.ейн.u упuрлdu

че'На. 

Теорема 1.20. Ддл любо1'0 мtlожеt.:тва А вeptlo tlеравею.:тво 

12А1 > IAI. # 

Н t,;и.ду теоремы 1.20 J:ieт н.а'Uбuл1Jшr:-й мощliоt,;ти1 так как ддл 
дюбо1'0 мliожеt,;тва А t.:ущеt.:твует мliожеt,;тво 60J1ьшей мощliо

t.:ти. - е1'О будеа..li. Замети.м1 '-iTO ддл t.: 'i.el'liOl'O мliожеt,;тва А 

теорема 1.20 t,;водитt,;л к теореме Kaliтopa 1.15. 

Теорема 1.21 (теорема о квадрате). Ддя. дюбо1-о бet.:
кoJ:ie<tJ:iOl'O МJ:iОжеt,;тва М ei·o deкapm,Uf> Kf>adpam" М х М равJ:iо

мощен t,;амому множеt,;·1·ву М. 

• Доказатедьt.:тво нроведем ддл 'i.ct.t.:'I'J:iЫX Q1y <tаев t.: <teTJ:iOl'O и. 

KOJ:iTИ.J:iY ct.JlЬliOl '0 MJ:iOЖet,;'I'B. 
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Сшt'iШ1а обµатимс.:л к С.:'iеп:iому мliожес.:тву. Ддл дою:tзатеJ1ь

с.:тва утвеµждеliил дoc.:тctTO'iliO 11оюtЗсtть1 'iTO N х N ,,....., N1 т.е. 

3адать lict N х N liекотоµую liумеµсtцию. t>ас.:с.:мотµим Мliожес.:тво 
Ai = { ( i, j); j Е: N} у 11oµя.дo'ieliliЫX наµ. Это мliожес.:тво C.:'ieтlio 

110 нос.:тµоеliию . Jle1·кo в.и.деть, 'iTO с.:нµаведдиво µсtвеш.тво 

откуда, c.:01'д1:LC.:liO теоµеме 1.121 вытекает С.:'iетliость декаµтовсt 

квадµсtта N х N мliожествсt N ксtк C'ieTliOl 'O объедиliеliия: с.: 'ieт

liЫX МliОЖеств. 

llеµейдем к коliтиliуш1ьliому мliожеству. Дою:tжем, 'iTO MliO-
V 

жест во всех у 110,l)ЛДO'ieliliЫX 111:L,l) двои 'iliЫX 110(.;JШДOBёtTeJlbliOCTeИ 
V 

эквивiJ..Лентно множес.:тву всех таких посдецоватеJrьно<..:теи, т.е. 

i~1 Х 2N ,,....., 21'1 . 

llaµe нос.:де.цоватедьliостей ( сх, (J) нос.:тавим в с.:оответствие 
110(.;.11едовсtтеJ1ьliость cxu 1 (Ju, сх1, (J1, .. . , СХп 1 fJп, . . . Это <..:оот

ветствие будет B3ctИMliO одно3нсt'iным1 т .е. ус.:таношшнсt биекция: 
между 2N х 2N и 2N. • 

lloдy'icteтcя., 'iTO - IO::LK это ни у ДИВИТеJlЬНО - в КВёtД,l)ёtТе 

11 
с.:тодько же :. точ:ек1 с.:колько и в каждой его с.:тоµоне. Можно 
обобщить это утвеµждеliие ДJШ 11µои3вольliОЙ кolie'iliOЙ deкup

UHJ(}UU c:mene'Ht'U множестве\. м. 

Следствие 1.3. Мliоже<..:тво µациоliш1ьliых 'iис.:ед Q C'ieтlio. 

• Каждому µационш1ьному 'iИ(.;J1y, нµедставленному иесокµати-
v б а 

мои дµо ью Ь , oднo3Hёt'iliO с.:оответс.:твует у ноµя:до'iеииая. нсtµа 

( а, Ь) 1 и, нап.µотив, дюбая: упоµлдо"iеRная: паµа (а, Ь) взаимно 

нµостых целых 'iис.:ел и и Ь ОДRОЗRё:1/IНО оп.µедедя:ет иес.:окµати

му ю дµобь ~ и1 3Ш:t'iит, µациоишrьиое 'iИCJIO. ()дедоватеJ1ьно1 
MliOЖ!;(;TBO Q ЭKBИBШleliTliO lil;KOTO,l)OMY бe<..:KOlil;'iliOMy llОДМliО

жеству миожес.:тва Z х Z. llоскодьку мliожество Z х Z С'iетио1 
из теоµемы 1.11 вытекает1 'iTO дюбое er·o бескоие'iиое нодмио
жество С'iетно. Таким обµазом1 миожес.:тво Q C'ie'l'liO. • 
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Н зс:tкдю'-iеl:iи.е нри.ведем t;водку резудьтс:tтов но МОЩJ:iОt;тя:м 

1:iекuтоµых Ю.>1:iе'-iных мнuжес.:тв. 

Теорема 1.22. EL:Jrи. М и. N - кul:ie'-il:iыe мl:iuжet;твc:t и. 

JM 1 = ·rn, а. IN 1 = п, тu; 
1) мuщнuс.:ть мlluжес.:т-ва вс.:ех uтuбµажений м~ в N µaвlla пт; 
2) мuщно(.;ть множеt;твс:t вt;ех биекци.й из N на. с.:ебя: pc:tшic:t 

V = ,,,r . .L п ... , 

3) мuщнос.:ть МJ:iОЖеt;тва вt;ех инъекций из М в N (rn ~ п) 
. п' 

r )ё:l.,ВНё:I., Ат = · · 
t' п (п - т)!, 

4) MUЩJ:iOL:TЬ МJ:iUЖес.:тва вс.:ех llUДMJ:iUЖeL:TB МJ:iUЖес.:тва N 
равю:t 2n; 

5) MUЩJ:iUl:ТЬ МJ:iUЖес.:тва Bt;ex k-эдeмeJ:iTJ:iЫX llUДMJ:iUжec.:тв 
k п! 

мнuжес.:тва N µс:tвна Сп = k! (n - k)t; 

о) мощно(.;ть 11ря:мо1 'О нрои.зведенил М х N рс:tвнс:t тпп. # 

Нсtномни.м [I], L1то в комби.натори.ке '-i.И.L:JIO P,i 1:iёtЗывсtют '-i.И.

L:Jюм nepec:m"aнufJuк п ЭJШМеl:iтов, '-i.И.L:JIO A~~i - '-i.И.L:JIOM ра'Змеще

н·ий бе'З пивтирен-ий и.з п эдемеl:iтов 110 ·rn '-iи.L:Jю Ck (oбoзJ:ict'-ic:te-' п 

мое тсtкже (;)) - '-!И(.;JЮМ с:ичетан-ий и.з п эдементов 110 k. Эти 
'-!И.(.;дсt нёtЗывсtютс.:л также б-иним·иа,1/,t>НЫМ'U кu;Jффщ1/u;Jнтr~ам.:и1 110-

п 

(.;КОдьку (а+ Ь)'~ = L с,~ап-kьk: (формудсt б-инима Н,:,ютина) . 
f,:_() 

Дополнение 1.1. Об одном 
парадоксе теории множеств 

Зсtдавал с.: помощью KU,//,,//,t:Kтn-uв'U'З'upyющ-ux с:вийс:тпв М1:iоже

с.:тва1 L:J1едует и.меть в ви.ду, '-!ТО J:ie каждое выс:ка'Зыван·ие 011µе

ДеJп1ет коддекти.ви.зи.рующее (.;ВОЙt;тво . llонробуем онредеди.ть 

множес.:тво У = { Х; Х ~ Х} - множеr..;тво вr..;ех множес.:тв, не 

ЛВJiлющи.хr..;л эдементсtми t;сtмих t;ебл. Это множеr..;тво не ну

t;то. Те " 1:iOJ->MШIЬJ:iЫe ;, Мl:iожеr..;тва, с.: которыми. мы 11µ.и.выкди. 

и.меть дедо, J:ia.llpи.мep '-i.И.L:JЮВЬШ, Ка.К рёtЗ J:ie ЛВJIЛЮТL:Л эдемеJ:iТё:1.,-
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ми t;ам11х t;ебя.; м.l:iожеt;т.1::ю lR вt;ех деЙ:t;тв11т~1ь.1:iых 'il1t;eд .l:ie еt;ть 
деЙ:t;твитедЬ.1:iОе 'il1t.:.1IO! 0 Д.1:iёLКО 11011ытка OllIJeдeдl1TЬ М.1:iОЖе(;ТВО 
вt;ех м.1:iожеt;тв котоr•ые .l:ie Ю:h11лютt;я. ;эдеме.l:iтам11 t;ctм11x t.:ебл 

' t' 7 

11r11.1::юд11т к 11rотивоrе'i11ю. Н t.:амом деде, ну t.:ть У не лв,юrетt;л 

эдеме.1:iтом t.:амо1·0 t;ебя., т.е. У t{::. У . То1·да1 ноt.:кодьку У еt.:ть 

множеt.:тво вt;ех множеt;тв, не л.13.11я.ющ11хt.:я. ;эдемента.м11 t.:ам11х 

t.:ебя., У Е: У . Н то же вrемл1 et.:.1111 У Е: У , O.l:iO додж.1:iо обдадать 
t.:BOЙ:t.:'l'BOM, KOTOIJOe укё\31::LНО В OllIJeдeJШHИl1 У как КОддект11ви-

311IJУ ЮЩее, т.е. доджно выноднлться. У tf::. У . Сдедоват~rьно, мы 

докё\Зшrи, '!ТО У t{::. У ~ У Е: У! Это 11roт11вoIJe'iиe 11окё\Зывает1 
'!ТО выt.:кё\Зыван11е о множеt.:тва.х Х t/::. Х не за.да.ет кодJшкт11в11-

v 

311l-)ующее t.:BOИ(;l'BO. 

У кё\За..1:i.1:iЫЙ: lla.IJa.дoкt;, .1:iё\Зыва.емый: парадоксом Рассе.л,а1 
lll-)ИВОДИТ(.:Л ИНОl'Да. В Та.КОИ ,, (;Ka.30'iHO-ШY'l'Jll1BOИ "' IJеДа.КЦ11И; 

,,н .l:ieKOTOIJOЙ: деrев.1:iе живет бrадобrей:, КОТОIJЫИ 110 ДOJll'Y 

t.:.11ужбы додже.1:i бrить тех 11 тодько тех1 кто .l:ie бrеет t.:ебл 

t.:а.м 1'. DIJa.дoбreй: окё\Зыва.етt.:я: в неза.в11дном 110Jюже.1:i1111; et.:.1111 
он не будет t.:ебя: бr11ть, то тот'iа.t; ока.жетt;я:1 'iTO он доджен 
t.:ебя. бr11ть, а. t;JШДУ я: .l:iey мод11мой: 11.1:it.:TIJY кц1111, O.l:i .1:iемедде.1:i.1:iО 

додже.1:i нрекра.тить бр11тьt.:л, 1160 он будет брить t.:ебл t.:а.м, 'iTO 
занреще.1:iо. 

lla.pa.дoкt; 1-'a.t.:t.:eдa. нока.зывсtет, '!ТО и.1:i·1·уит11в.l:iое 110.1:iима..l:iие 
V 

множеt.:тва. 11 коддек1·11в11з11рующе1·0 t.:воиt;твсt нозводя.ет тра.к-

товать идею М.1:iожеt.:твсt .1:iсtt;тодько широко 11 ра.t.:11дыв'iато1 'iTO 
может 11р11веt;т11 к 11рот11воре'!J.11Я:м. 

Замечание 1.8. Не t;дедует нутсtть выt;кё\Зыва..1:i11е , онре

дедя.ющее ну t.:тое м.1:iожеt.:тво (.1:iа.11ример, ,, х еt.:ть 'ieт.l:ioe 'iиt.:.110 1 
не д~1я:щееt;Я. На. два. ;' ), 11 ВЫ(;Кё\ЗЫВа.Нl1е, не 3ёLДёLЮщее КОJ1JШК

Тl1ВИ3ирующе1·0 t.:вой:t.:тва. llepвoe коддективиз11рует 1 011ред~1я.я. 
нуt.:тое м.1:iожеt.:тво1 а второе 11р11вод11т к 11рот11воре'!11ю, .l:ie онре
Дt',JIЯ:Я: НИКёtКОl'О множеt;ТВс\.7 В том 'il1t.:Jle 11 11уt.:то1·0 . # 

Обt.:ужде.1:iие возмож.1:iых нутей: выходе\. 113 нротиворе'iиЙ:1 110-
добных нарадокt;у 1-'at.:t.:eдa, не .я.вдя.етt;я: нредметом данно1 ·о 
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у •-н~бliика *. Мы же тодько заметим, 'iTO ввиду нарадок<.;а t>a<.;
<.;~1a мы lie можем мы<.;дить КО!it;Тf)укции, нодобliые Мliоже<.;тву 
в<.;ех Мliоже<.;тв котооые lie лвдлют<.;л эдемеliтами <.;амих <.;ебл в 

' 1' 1 

закоli 'ieliliOM виде, т.е. t;'iитать, 'П'О аам <.;разу, одновремеlitlО 

прщ:1,<.;тавлены в налич.:ии в<.;е мы<.;лимые множеп.·ва указанного 

в.ида. tlмe<.;·1'0 это~ ·о <.;Jшдует 11ред<.;таВJн1ть <.;ебе нроце<.;<.; ( обра
тим BtlИMaliиe lia это (.;JIOBO!) норождеаил liOBЫX MtlOЖe<.;TB 

(!iазов.ем их дону<.;тимыми), и<.;ходя. из oнpeдeдeliliOl'O !iабора 

И(.;ХОДliЫХ 1• дону<.;тимых MliOЖe(.;TB. К liИM. В 'i.a(.;TliO(.;'l'И MOЖliO 
1, . ' ' 

ОТ!iе(.;ТИ изве<.;Т!iЫе 'i.И(.;JЮВЫе МliОЖе<.;тва, В(.;е KOlie'i.liЫe MliOЖe-

(.;TBa. Нажно ноliимать также, 'iTO указанliыЙ выше нrоце<.;с 
liикак lie вдия.ет lia "объем 1• уже имеющих<.;л донустимых МliО
же<.;тв; все Oliи же<.;тко зафик<.;иrоваliы и ,, <.;остав 1• и.х эдемеliтов 

liикак не меliлет<.;я.. Нслкое у же имеющее<.;я. донуетимое мно

жество в<.;егда "rавао самому себе". Но совокунао<.;ть в<.;ех 

донустимых мliожеств меliя.ется. нри норождеliии liовых до11у

t;·1·имых множе<.;тв из у же имеющихся., и именно ноэтому Olia 
lie может С'iитатьсл MliOЖe(.;'l'BOM ибо (.;OC'l'aB ее ЭJШMeliTOB не 

' 
зафиксироваli. 

С'iитая., 'i.TO исходliьш до11у<.;·1·имые мliоже<.;·1·ва как-то зада

liы, мы доджliы ре1·даментиrовать онерации, которые 11озво

дя.ют из у же имеЮЩИХ(.;Я. ДО11У(.;'l'ИМЫХ MliOЖe(.;TB (.;'l'f)OИ'l'Ь liОВ-Ые 

ДОllУ(.;'l'ИМЬШ MliOЖe(.;'l'Ba. 

Такими онеrацилми ЛВJ1лют<.;л IJа<.;смотrенные в 1·даве 1 оне
rации над множе<.;твами1 в частно<.;ти образование 1-н:упuрJ1,дu
·ч.,енний и у1wрJ1,дuченний пары, бу,Л.,еана и факrпир-мнижес:тва. 

Дополнение 1.2. Метод 
характеристических функций 

Доказат~lЬ(.;'l'ВО l:JIOЖliЫX тeopeтикO-MliOЖe(.;'l'BeliliЫX тож

деств методом дв.ух вкдю'i.еliиЙ 'i.а<.;то бывает доводьliо 1·ро

моздким, и Нf>И ностроении доказат~1ь<.;тва ход ра<.;<.;уждении 

"См.; Apxu,'Н,c,~lit>cкuu А.А .; ш~'Н,ф·алd Дж.; KypaтruJ~cк·au К . , Mvcmv~
cк·u,u А . ; К V'Н, 11 . 
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не вс.;е1'да О'iевиден, Одним из методов, не требующих 11 у1-а
дыва.нин ;, ау ти дока.за.теды..:тва., нш1нетt.:я. мe'ffioд харакrпери

сmи'ческих фуикций. 

Х арактерисmи'Ческая фуnкция ХА мnожества А С U 
ес.;ть функцил, отображающм yн·urзepc;a,f(,tJ'НtU e мн,,uжес:rпrзu U в 
двухэдементl!ое множеt.:тво { U, l}; 

хл (х) = { 
1

' u, 
х Е: А; 

х~А. 

Из онµеде.11ения хаµактерис.;ти'iеlжой функции множес.;тва А 

вытека.ет t.:нµа.ведливоt.:ть тождес.;тва. 

xi (x) = хл(х) . (l,lU) 

Выр<LЗим характерис.;ти'iес.;кую функцию перес:ече'Н:U,Я, мtlожес.;тв 

А и Н 'iерез ха.ра.ктерис.;ти'!ес.;кие функции хл(х) и хн (х) этих 

мtlожес.;тв, Из онредеJtеtlия. нерес.;е'iеtlия. L;Jteдyeт, '!ТО ис.;кома.я. 

ха.µа.ктериt.:ти 'ielЖoJI фу tlКЦИЛ ДОJlЖНа, нµИtlИМа,ТЬ Зtla.'ietlиe l длл 
тех эдементов х, котоµые пµинадлежа.т Мl!ожее,;т'ва.м А и В 

одtlовµемеtlно1 и Зtla.'ietlиe U в нµотивtlом L;J1y'ia.e. Jle1-кo видеть1 
'!ТО функцил 

хл,,н (:г) = хл (х)хн (х) 

у дошштворлет этому требова.нию. 

Можно предподожи.ть, ч:то ха.ра.ктеµие,;тич:еt.:ка.л функция: 

uбъеd-инен,,·u,Я, множес.;тв А и Н будет µа.вна. с.;умме ха.µа.ктеµис.;ти

'iес.;ких функций множес.;тв. О дна.ко та.к ее онµеделить нельзл, 

нос.;кодьку ддл эдементов х Е: А n Н та.ка.л с.;у мма. будет иметь 

зна.'iеtlие 2. Введем 11 11011ра.вку ;, и в резудьта.те ноду '!ИМ иt.:ко

мую формуду; 

ХАJн (х) = хл(х) + хн (х) - хл (х)хн (х) . 

Неноt.:редс.;твенtlо из онредедения. А - dunu,f(,н,,eн ·u,Я, множе

с.;тва. А - с.;деду ет, '!ТО 

Хл (х) = 1- хл (х). 
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Ддя. pu,;з'Н,UC:rn'U А \ В Ха,ра,Кl'~ри.t.:ти. '-i~t.:Ki::l,H фу 1tкци.н и.м~~т вид 

ХА\н(:с) = хл(х) - хл(х)хн (х)1 

а, дшr <;и.мм~три.'-i~t.:кой раЗ1tоt.:ти. А6Н -

ХА6н (х) = хл(х) + хн (х) - 2хл (х)хн (х). 

Отм~ти.м, '-il'U llUt.:.11~,LJ,l:iIOIO фuрмуду MUЖl:iU llUдy '-iИ.ТЬ 7 UllИ.l-)i::l,}!t,:Ь 

l:ia, t.:войt.:тво 19 (t.:м. t.:. 35) и. тожд~t.:тво (l.lU), а, та,кж~ l:ia, 

Ха,ра,кт~ри.t.:ти.'-i~t.жи.~ фу 1tкци.и. дшr 11~p~t.:~'-i~1tи.я., объ~ди.1t~1tи.л и. 

l-)a.3l:i0 t.:TИ.; 

ХА6н(х) = X (AUH)\(A'1H) (х) = 

= ХАJн (х) - ХАJн (х)хл-,н (х) = 

= ХА (х) + хн(х) - ХА (х)хн (х)-

- (хл (х) + хн(х)- хл (х)хн(х))хл (х)хн (х) = 

= ХА (х) + хн (х) - ХА (х)хн (х)-

- (хл (х)хн(х) + хл (х)хн (х) - хл (х)хн (х)) = 

= ХА (х) + хн (х) - 2ХА (х)хн (х). 

С у'-i~том pш~~l:it.:TBa, (l.lU) 11oдy'-i~1t1tyю формуду мож1tо зш1и.
(.;а,ТЬ В ВИ.Д~ 

ХА6н (х) = (хА (х) - хн (х) )2. 

М~ТОД Xi::l,J_)i::l,KT~l-)И.t.:TИ.'-i~t.:KИ.X функци.Й ДOKi::1,3a,T~JlЬt.:TBё:\. t.:llJ_)a,

B~ДJlИ.BOt.:TИ. т~op~TИ.KU-Ml:iUЖ~(.;TB~l:il:iOl'O ТОЖД~(.;ТВё:\. 3ё:\.KJl.IO'-iё:\.~Tt.:H 

В ВЫl-)ё:\.Ж~l:iИ.И. Хё:\.l-)ё:\.КТ~l-)И.(.;ТИ. '-i~ t.:KИ.X фу1tкци.Й об~и.х ~1'0 '-iё:\.(.;Т~Й 

"Шl-)~3 Xё:\.l-)i::l,KT~l-)И.t.:TИ'l~t.:KИ.~ фуНКЦИ:И. ВХUДЛЩИ.Х В tI~ГU Ml:iUЖ~t.:TB. 

Tuжд~t.:TBU B~l-)l:iU TUl 'Да, и. TUJlЬKU TUl 'Де:\., KUl 'Дё::I, Хё:\.l-)ё:\.КТ~ри.t.:ти. '-i~

(.;КИ.~ функции. Jl~l:IOЙ И. lll-)ё:\.l:IOЙ '-iё:\.t.:Т~Й t.:OBlla,Дi::1,IOT. 

Пример 1.22. Иt.:нодьзул м~тод харсtкт~ри.t.:ти. '-i~<;ки.х функ

ции, вылt.:l:iи.м, t.:нрав~дди.во ди. тожд~t.:тво 

(А6Н) n С = (А n С)6(Н n С) . 
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с ОДliОЙ сторО!iЫ, 

Х(Адн)пс: (х) = ХАднхс (х) = 

= (хА (х) + хн (х) - 2хА (х)хн (х)) хс (х) = 

= ХА(х)хс (х) + хн (х)хс (х) - 2хА (х)хн (:с)хс (х) . 

с 
V 

дру1 'ОИ l:ТOJ.>OliЬI1 

Х(А'1С)д (н·1С) (х) = 

= ХА~1с (х) + хн~к:(:с) - 2ХА'1с (х)хн·к: (х) = 
= ХА (х)хс (х) + хн (х)хс (х) - 2хА (х)хс (х)хн (х)хс (х) = 

= ХА (:г)хс (:1::) + Хн (х)хс (:с) - 2ХА (х)хн (:г)хс (х). 

Характ~ри.сти. '-i~ски.~ фуtiкци.и. JШ1:юй и. нравой '-iаст~Й тожд~

ства совнадают. Сд~доват~1ьtlо1 тожд~ство в~р!iо. 

Пример 1.23. Нылсliи.м, л&11л~тсл ди. ·1,ожд~ством сJшдую

щ~~ выраж~liи.~; 

А\ (В\ С) = (А\ В)\ С. 

С ОДНОЙ C'l'Ol)OliЫ, 

ХА\(Н\С) (х) = ХА (х) - ХА(Х)Хн\с (х) = 

= ХА (х) - ХА (х)(хн (х) - хн (х)хс:(х) ) = 

= ХА(х) - ХА (х)хн (х) + ХА (х)хн (х)хс (х) . 

С дру1 'ОЙ CTOJ.>OliЬI1 

Х(А\Н)\с (х) = ХА\н (х) - ХА\н (х)хс: (х) = 

= ХА (х) - ХА (х)хн (х) - (ХА (х) - ХА(х)хн (х))хс (х) = 

= ХА (х) - ХА (х)хн (х) - ХА (х)хс (х) + ХА (х)хн (х)хс (х) . 

Jl~гко вид~ть, что ноду 'i(;НЫ разны~ характ~ристИ'-!(;СКИ.(; 

фуtiкци.и.. НсLнри.м~р, нри. х с А, х tf; lJ и х с С ХА\(Н\С) (х) = l, 
cL Х(А\Н)\с (х) = U. ТсLким образом, доказсLtlо, 'iTO А\ (Н \ С) -1: 
-1:(А\Н)\С. # 
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Отметим, 'iTO метод характер.и.t;ти 'iеt;к.и.х фу1tкц.и.й 1te я.вдл

ет<.;л у1tивер<.;а-11ь1tым. Так, е1'О 1tедьзл и<.;нодьзовать нри до

казатедь<.;·1'ве тожде<.;тв1 t;одержащих декартово 11ро.и.зведе1tие 

м1tоже<.;тв, в 'lа<.;т1tо<.;т.и., тожде<.;тв ддл <.;оответ<.;твий ( би1tар1tых 
OTliOШeliиЙ) . 

Вопросы и 3адачи 

::х.> 

1.1. Найти n Хщ е<.;д.и.; 
IЬ--'l 

[ 1 1] а Хп = -- - ; ) п' 'f/., 
б) Хп = [u, ~] ; 

п 

в) Хп =(о, ~) . 
п 

1.2. Иt;нодьзуя методы двух вкдю'iен.и.й и характеµиt;т.и.'iе-

t;ких функций, доказать t;вОЙ<.;тва 1- 18 ( t;м. t;. 35). 

1.3. Доказать т·ожде<.;тва; 

а) А х (Н n С) = (А х Н) n (А х С) ; 

б) (А П Н) х (Cn lJ) =(А х С) n (Н х JJ). 
llµоиддюt;тµировать 1 ·рафи L1еt;ки, нµинлв в качеt;тве мно

же<.;тв А, Н , С и 1J отрезки чи<.;Jювой нря.мой. 

1.4. Доказать, что еt;ди (А С Х) и (В С У), то (А х В) С 

с (Х х У). 

1.5. llоказать, что (А х Н) i- А х Н. Ныве<.;ти <.;оответt;тву

ющее тождеt; 1·во . 

1.6. Иt;нользуя patlee доказанtlые тожд,еt;т·ва, ноказать t;нра

веддивоt;ть тождеt;тва (А \ В) х С = (А х С) \ (В х С). 

1. 7. Доказать, 'iTO дшr дюбой фу1tкции / .и. J1юбых м1tожеt;тв 

А и Н имеют ме<.;то t;ООт1tоше1tю1. : 

а) / (А u Н) = / (А) u / (Н) ; б) / (А n Н) с /(А) n / (Н); 

в) / (А) \ / (Н) с / (А\ Н). 

llp.и. каких уt;Jювилх вкдюче1tил б) и в) нревращаютt;л в раве1t

t;тво'( 
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1.8. Дока3ать, 'iTO ддл любой фуJ:iкци.и. j" и. дюбых МliОЖе(.;тв 

А и. 13 и.ме~т м~сто {-)aB~J:i(.;T1:ю; 

а) f"- 1(An13) = /-1 (А) n/- 1(13); 

б) / - 1(AuB) = /-1 (А) u/- 1(B); 

в) /- 1 (А) = /- 1 (А); 

1') j" - 1(A \ 13) = j" - 1 (A) \ j" - 1 (13). 

1. 9. llо(.;Т{-)Ои.ть l '{-)афи.ки и l '{-)афы (;.!Iедующих бина{-)ных 

ОТJ:iОШ~ний1 зaд;aJ:iJ:iЫX на MliOЖ~(.;TB~ Х = { l, 2, 3, 4, 5, б}; 

а) х1 '{J xi, ~(;JIИ х1 < xi + l; в) х1 р xi, ~сди. lx1 - xil ): 3; 

б) х1 т xi, ~(;JIИ :с1 ~ x i; 1') { (а, Ь): а+ Ь - LI~'I 'J:iO~} . 

1.10. 011{-)ед~ди.ть, какими. (.;ВОЙ(.;твами. (~->ефд~К(.;И.ВliО(.;ть , И.{-)

{-)~фд~к<.;и.вJ:iо<.;1ъ, (.;И.ММ~l'{-)И. 'iJ:iO(.;TЬ , аJ:iТИ.(.;И.ММ~'l'{-)И. 'iliO(.;TЬ , Т{-)аJ:i

ЗИ.ТИ.ВliОСТЬ) обдадают (;JН:щующи.е би.J:iа{-)J:iЬШ отJ:iошеJ:iи.я.; 

а) '{J = {(а1 а) 1 (а, Ь), (с, а), (Ь, d), (а, d), (Ь, с)} на множеств~ 
М = {а, Ь, с, d}; 

б) о. тако~ 'iTO rn о. k е<.;ди. rn - k деди.тся. lia п ,.-,п, 1 ,.-,п 7 1 

k Е: Z, а п Е: Z и фик<.;Иf->ОВаliо; 

в) '-Р , тако~, 'iTO :;,,·'{)у, е(;.11и. х - у ~ 2, х Е: ~, у Е ~ 

1.11. llу(.;ть р = { (х , у): х < у и у+ х < 1,5} - бина{-)liО~ oт

J:iOШ~J:iи.~ lia MliOЖ~(.;TB~ Х = [U, l]. По<.;т{-)ои.ть l '{-)афи.ки. OTJ:iOШ~

J:iи.Й р и. р2 • Ис(;Jшдовать своЙ<.;тва OTJ:iOШeJ:iи.Й р и. р2 . 

1.12. Найти. V (p), Н(р), р- 1 , р :.> р, р-1 
:.> р, р :.> р- 1 ддя. 

бина{-)ных отношений: 

а) р = { (х, у); х,у Е: [U, lj, х +у~ l}; 
б) р = {(х, у); х,у Е: [U, l], 2х): 3у }. 

1.13. Дока3ать, 'iTO ддл дюбо1·0 бина{-)НОl'О отношеliил р С 

С А х А имеют место ~->авен<.;тва; 

а) V (p- 1) =Н(р); в) D(p1 °pi) =р11 (Н(р1)ПV(р2)); 

б) Н(р-1 ) = V (p); 1') Н(р1 :.>pi) = р2(Н(р1) П D(pi)). 
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1.14. Доказать, '!ТО ддл дюбых би.!iар!iых отliошеliи.Й р1, Р'2 , 

P'J Е: А х А имеют ме<;·1'0 равеtl<;'1•ва; 

а) Pl n Pl = Pl u Pl = р1; д) (р1 u fJ'l,) - 1 = Р11 u р:;1; 
б) Pl O (р'2 ° р3) = (р1 :) Р'2):) f)'J; е) (p)-l = (р- 1 ); 

в) Pl С) idA = idA е.>р1 = р1; 

1') (р1 n f-)'2 ) - 1 = Р1 1 n р:; 1; 

1.15. Доказать, Lrтo ддя би.!iар!iых отliошений т и. Pi, i Е: I, 
t;нраведди.вы равеtlt;тва; 

а) т С) ( U Pi) = U ( т С) Pi); б) т С) ( n Pi) с n ( т С) Pi). 
ic l ic l ic l i cl 

1.16. Доказать, '!ТО ддя би.!iарюя·о отliошени.я р на А и.меет 
меt;то paвetlt;'l'BO р:) р- 1 = р- 1 :) р = idA, et.:J1и и. тодько et;J1и. р -
биекция А на А. 

1.17. Найти. необходи.мые и до<;тато'iliые уt.:Jювия oдtlo<;тo

po!ilieЙ обрати.моt;ти. бинарно1·0 отношеliи.л р на множеt;тве А, 

т.е. уедови.я то1'0, '-П'О ре.> р-1 = idA (и.ди р- 1 С) р = idA). 

1.18. llос;трои.ть би.!iaplioe oтlioшeliи.e, которое я.ш1я.етс;я; 

а) рефшжс;ивным, с;и.мметри. 'iliым, liO нетранзи.ти.вным; 
б) рефдекt;ивным, анти.t;имметри'iliым, но нетранзи.·1'ИВliым; 

в) рефдекt;ивным, транзи.ти.вным, но не<;имметри. 'iliым; 

1') аliТИ.(;И.Мметри. 'iliЫM, тра!i3И.ТИ.ВliЫМ, liO !iерефдеКt;И.ВliЫМ. 

1.19. Доказать, '!ТО для. дюбых рефдекt;ивных отношеliи.Й р 

и. о- lia 11рои.3водьном множес;тве А р U о- С р:) о- . 

1.20. Пус;ть А и В - коliе'iные множеt;тва, t;Одержащи.е тп 

и. п эдементов. Скодько t;ущеt;твует разди'iных t;Оответt;твий 

И.3 А В н·r Сколько можно 3адать фуliКЦИЙ И.3 А В 1J, а t;реди. 

11o<;J1eдliи.x - и.liъекци.й'? llpи. каки.х тп и. п <;уще<;твуют би.екци.и. 

И. t;KOJlbKO и.х'( 

1.21. llу<;ть в IR'J 3адана шюt;КОt;ть ах+ Ьу + c;z = U. 'Го'i
ки. t; ради.уt;-векторами. r1 и. ''2 t;BЯ3atlы отtlошеtlи.ем т , et.:J1и. 
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((r·1 - r·i),n) = u, l'Д!; n - tiОрма.11ь К ШЮlЖ()(.;ТИ., о.. (·, ·) - (.;КёJ..

дЛрtiое 11рои:3вщ.11 1;tlи.1; в1;кторов. llокс1.,3с1.,ть, '-П'О т - отtlош1;н:и:е 

экви.вш11;tlтtlости.. Но.. ко..ки.1; кдс1.,сr.;ы экви.вш11;tlтtlости. ро..3би.во..ет

r.;л !R3 '( У Ко..3о..ТЬ фi:;1.,ктор-МtiОЖ!; (.;ТВО МtlОЖество.. !R3 110 ДёJ..tltlOMY 
OTtlOШ!;tlИ.IO ЭKBИ.BёiJШtlTtlOCTИ. . 

1.22. lly r.;ть А - кotle'-ltlOe мtlожеr.;тво. Ко..кое oтtloшetlи.e 

экви.ва.11еtlТtlО(;ТИ. tlo.. tleM до..ет tlо..и.бодьшее '-!И.(;JЮ KJlёJ..(.;(.;()B ЭКВИ.ВёJ..
деtlТtlО(.;ТИ.0! Скодько кдс1.,~;сов экви.вшшtlтtlоr.;ти. нри. этом будет'( 

Скодьки.ми. сноr.;обо..ми. можtlо 3о..До..'1Ъ OTtlOШetlи.e экви.ва.11еtl'l'tlО

r.;ти., рi:;1.,3би.во..ющее А tio.. дво.. кдс1.,r.;r.;с1.,'( 

1.23. Докi:;1.,;Jо..ТЬ, '-!ТО '-!И.(.;JЮ pi:;1.,3дИ.'itlЫX ОТtlОШени.и ЭКВИ.ВёJ..

JШНТНО(.;ТИ. tlo.. п-эдементtlом мtlожеr.;тве удовдетворл1;т форму де 

11, 

Рп+l = L cfiPi, Pu = l, 
i -U 

V • 

1 ·де Pi - 'iИ.CJIO ро..3дИ. 'itlЫX OTtlOШetlИ.И ЭKBИ.BёiJШtl'l'tlO(;TИ. tlo.. i-эдe-

мetlTtlOM мtlожестве. 

1.24. Доко..3с1.,ть 1 '-!ТО ком1103и.ци.л Pl :.> pi двух экви.вш1еtlТtlО-
V 

r.;теи Pl и. Pi ЛВJ!Ле'lТЛ экви.ва.11еtlТtlО (.;ТЬЮ ТОl'ДёJ.. и. ТОJ!ЬКО ТОl'До.., 

КОl'ДёJ.. Pl:.) pi = pi:.) Pl· 

1.25. О11и.r.;с1.,ть tlо..и.меtlьшее 110 вю1ю'-lеtlи.ю oтtloшetlи.e экви.
вш1ен'1·ности., r.;одержо..щее до..нные экви.вшшн'l'tlОсти. р и u но.. А. 

Кi:;1.,ки.м будет это отношение, есди. р ::> u = u ::> р'( 

1.26. llyr.;ть биtiо..рное отношение 'И онредеJшно но.. множе

r.;тве l!ОJЮЖИТ{:',ДЬНЫХ po..ЦИ.Otla.llbtlЫX '-!И.t;ед CJleдy ющи.м обрi:;1.,3ОМ: 

(а/Ь) ·и (c;/d), е~;ди. ad ( Ьс;. lloкi:;l.,;Jo..ть, '-!ТО ·и лвJ1летr.;л отн:ошеtlи.ем 
V 

ди..1:IеИRого порлдко... 

1.27. llyr.;ть А - нрои:3.1:юдьн:01; MtlOЖ!;C'l'BO и: р, u - би:н:о..р

ньш отношенил но.. множестве 2А х 2А: (Р, Q) u (Х, У) , еСJп1 
Р С Х и. Q С У , о.. (Р, Q) р (Х, У) 1 еСJ1и. (РЛQ) С (Х ЛУ ). Нвдя.
ютсл J!И. р И. CJ" O'l'tlOШetlИ.ЛMИ. 11орлдкс1.,'( 
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1.28. llyL:ть М - множеL:тво кв1;1,др1;1,тных М;J..ТJ:.)ИЦ ти111;1, 

2 х 27 ЭJШМеНТ;J..МИ КОТОJ:.)ЫХ Я.ВJlЯ.ЮТ(;Я ЦеJlЫе 'iИCJl;J... НыяL:нить, 

ЯВJ1яется JlИ бин1;1,J:.>ное отношение т 7 з1;1,д1;1,нное н1;1, множеL:тве М, 

отношением llOJ:.)ЯДIO:L иди отношением динеино1'0 LlОJ:.>ядк1;1,; 

1;1,) А т Н 1 есди Uij ~ Ьij, i 1 j = 11 2, А1 Н Е: М i 
б) А т Н, еL:ди Uij ~ Ьij, i, j = 11 2 и хотя бы для одной 111;1,J:.>ы 

эдементов неJ:.>с~венство L:'l'J:.>Ol'Oe1 АН Е: М. 

1.29. lly L:ть Р - множество функциЙ7 не11J:.>еJ:.>ывных н1;1, 

отJ:.>езке [ а 1 Ь]. llJ:.>овеJ:.>ить 1 я.вдлетL:я ди з1;1,д1;1,нное отношение 

отношением у ко.,31;1,нно1 'О вид ct: 

ь ь 

а) f(x) т g(x ), еСJ1и. / /(х) dx = I g(x) dx; O'l'lil)Шeшш экви.ва-

JШНТНОL:ТИ, 

ь ь 

б) f(x) т g(x), ес,rи / /(х) dx ( / g(x) dx; отношение норяд-

к1;1, и отношение 11J:.>ед11орядк1;1,. 

1.30. llyL:гь р1 и р2 - диtlеЙные поJ:.>ядки tlct мнuжеL:гве А. 
Ко1'дсt fJl '.) f)2 - динейный 11орлдuк'( 

У к ct з ct ни е: дuк1;1,жите, '!ТО еСJ1и fJl f:;. р2 7 то Pl '.) pz не 
V 

лВJ1летсл J1инеиным 11оря.дком. 

1.31. llL:el'Дёt JlИ TJ:.)ёtH3ИTИBtlёt КОМ1103ИЦИЯ ТJ:.)ёtН3И.'1'ИВtlЫХ 

бинсtJ:.>ных отношений'( 

У К ;J, 3 а, НИ е: lIUCTJ:.)OЙTe 11:µимеµ KOHe'iHOl 'U yнuµядo'ietlHUl 'U 
u 

мнuжеL:ГВсt, В когоµом КUМПU3ИЦИЛ ИL:XUДHUГU И ДВUИL:гвенногu 

11оря.дксt tle ЯВдЯеТL:Я Tl)ёttl3ИTИBtlЫM OTtlOШetlиeм. 

1.32. llyL:ть А и Н - коне'iные множествсt. ИL:11одьзуя метод 

мсtтемсt·1'и'iеL:кой и.ндукции1 доко.,3сt·1ъ1 '!ТО IA Х HI = IAIIHI. 
ПуL:ть А1 7 •• • 7 Ап - коtlе'iные MtlOЖeL:твct. Доко.,3ать 1 '!ТО 

IA1 Х • • • Х Anl = IA1I • •. IAnl • 
1.33. Ксtкую мощtlоL:ть имеет мtlожество LlJ:.>O L:тыx 'iиL:ед'( 
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1.34. llу(;ть А - м1tоже(;т1:ю в(;ех м1tо1'О'-1.11е1tов (;те11е1tи 1te 
выше п, имеющих коэффицие1tты 3<LД<LliliOl'O вид<L. О11µеде.11ить 

МОЩliО(;ТЬ ЭТОl'О MliOЖe(;TB<L, е(;дИ; <i) В(;е коэффициеliТЫ MliOl'O
'--lJШliOB µ<LциоюL.11ь1tые; б) (;ВОбодный 'iдeli деЙL;твите.11ь1tыЙ1 ct вс.;е 
O(;Ta.JlЫiЫe коэффициенты J:.><iЦИОНа.JlЬНЫе. 

1.35. Док<i3<LТЬ (;'ieTliOL; 'l'Ь L;дедующих м1tожеL;тв; 

ct) MliOЖe(;TBct В(.;еХ MliOl'O'iдeliOB (; J:.>ёtЦИOlia.JlЬliЫMИ коэффи

циентсtми; 

6) MliOЖe(;TBct В(;еХ llOll<iJ:.>HO 1tе11еµе(;екаЮЩИХ(;Л откµытых 

шаµов в IR.n ; 
в) MliOЖe(;l'BO BL;ex цифµ 8, µа(.;110.llОЖенных lia llJIO(;KOL:TИ так, 

'!ТО ни однсt наµсt цифµ не имеет общих то'it::ж, кµоме, может 

быть, ТО'iек ксtL:сtнил. 

1.36. О11µеде.11ить МОЩliО(;ТЬ MliOЖeL:TBO В(.;еХ TO'ieK ШЮ(.;КО

(;ТИ, у которых; 

а) обе коорди1tаты рацио1tш1ь1tые; 

б) ш~µвая: КООJ:.>ДИНёtТёt J:.><iЦИOHclJlЬHctЛ, а втоµая: - иµµацио

На.JlЬНёtЛ. 

1.37. Дока,3ать, 'iTO с.;дедующие м1tожес.;тва имеют мощ1tО(;'1•ь 

ко1tти1tу у мсt; 

а) множе(;тво N--' в(;ех бе(;коне'iных 110(;.11едовате.11ьноL;тей нсt
'l'УJ:.>Шlьных 'iИL:e.11; 

6) множе(;ТВО ~::х> BL;ex 110L;.11едовсtтельноL;тей нсtтурш1ьных 

'iИ(;eJli 

в) м1tоже(;тво А ::х.> В(;ех ( кo1te'i1tыx иди бес.;ко1tе'i1tых) 110L;.11е

доватедьно(;тей эдементов из коне'iНОl 'О множе(;тва А. 

1.38. Дока,3ать, 1te иL;11ользуя. теорему 1.20, '!ТО м1tоже(;тво 

z_O, l] имеет МОЩliО(;ТЬ 66льшую1 'ieM МОЩliО(;ТЬ KOliTИ1tyyмa. 
У к а- 3 а- li и е; ус.;та-1tовите биекцию м1tожес.;тва- 2-0 ' l] lia- м1tо

жеL;тво В(;ех функций из [О, l] в {О, l} (характери(;ТИ'iеL;ких 

фу1tкций 11одм1tожеL;тв отµезксt [О, lj), а затем обобщите 1,диа-
1·онш1ьну ю " КОНL;ТJ:.>УКЦИЮ И3 ДOK<i3ctTeJIЬ(.;TBa теоµемы 1.15. 
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llр(::щметом раl:l:мотрения. в абl:'l'рактной а.1н'ебре я.ш1я:ют

l:Я: нроизвольные МliОЖеl:тва l: зада.иными на liИX онерация:ми. 
llpи этом нрирода Мliожеl:тв и онераций может l:Y щel:'l'BeliliO 

OTJlИ 'iаться от нривы 'iliЫX 'iИ(;.IЮВЫХ MliOЖel:TB И И3Ве(.;ТliЫХ оне

раций над 'iИ(.;дами. Мы уже l:та.11кива.11и(.;ь (.; онерациями на.д 

множеl:твами и бш--,,uрпым·и urnnuшr::n·иJ(,M'U ((.;м. 1), которые ока
за.11иl:ь в '!ем-то нохожими на операции над 'lИ(;.lrами, но в то же 

время. нрон.видИ(.;Ь И их (.;yЩel:TBelitlЫe OTJlИ 'iИЛ. 

Н ДИ(.;кре·1·ной математике разрабатываю1'l:Л а.1н·оритмы и 

вы 'iИ(.;JlИTe./lbHЫe методы1 1103ВОJ1ЛЮЩИе мсtнину дировсtть (;.!ЮЖНО 

ор1 ·сtнизовсtнными не'-lи(.;JЮвыми (.;тру кту рами. llроблема рсtбо

ты (.; ·л:1.,кими объектами возникла в (.;ВЯЗИ(.; развитием l:Овремен

liЫХ информсtциоliных тexli0Jю1 'ИЙ и ш~реходом от (.;Обl:твенно 

вы '-lИ(.;дений (т .е. о не раций lia.Д '-lИ(.;да.ми) к обрсtботке (;.!Юж

ных (.;'l'PY к·1·ур дсtнных. Та.к, нроблемы 11ро1·рсtммировсtния. и 

машинно1·0 неревода нривеJrи к зсtда'-Iам работы l: языковыми 
(.;ТРУ ктурами, нроблемы сtвтоматизации нроектироваtlин. - к 

задсt'-lам обработки 1·рафи '-lе(.;ких объектов. 

СоJ:3.ременная ди(.;кретнсtя: математика нроникнута аJн'ебра

и '-lе(.;ким духом, 110(.;кодьку оказа.1юl:ь, '-lTO именно на а.Jн 'ебраи
'-lеl:кой базе наибодее удобно разрабатывать общие нодходы к 

работе l: объектами разли'-lной природы. 

2.1. Операции. Понятие 
алгебраической структуры 

Множеl:тво векторов в нро(.;транl:тве l: онерацией l:Jюжения: 
V 

векторов, онерациеи векторнОt'О у множенил, множеl:тво ква-

дратных матриц l: операцилми l:Jюженил иди умноженил1 мно

жеt;тво функций l: о не рацией t;Jюженил - вот нримеры некото-
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рых мl:iожес;тв с; 011ерацилми, рас;с;матривающихс;л в рсtЗди '-il:iЫX 

рсtЗд~1ах математики. Нылс;l:iим , '-!ТО обще1·0 ес;·1ъ в t.:войс;твах 
V 

01п~рации на этих множеt.:твах и в чем их рсtЗлич:ие. 

Определение 2.1. Пуt.:ть А - 11роизводыiое 1:iепуt.:тое 

мl:iожеt.:тво и п - l:iaтypёl,Jlbl:iOe '-iИt.:JIO. Любое итибражен;ие 

(..();Ап-+А 

нсtЗывают п-арной (или п-местной) операцией Ra множе
t.:тве А. 

Таким обрсtЗом, t.:Ol 'Jlctt.:l:iO 11риведе1:i1:iому 011редеJШ1:iию, п-ар-
1:iал онерация. (..() каждому киртr::,жу ( а1, ... , ап) Е: Ап OДJ:iOЗl:ia'-il:iO 
t.:опоt.:тавдлет эдеме1:гг Ь Е: А. К импиг1,ег1,тпы кирrпежи нсtЗывают' 

нри этом арzументпами оnера·ци·и (..(), а Ь - резу.льтпатпом 

nрименен·и..я оnерац·и·и (..() к ар1 'У м~l:iтам а 1, ... , ап. 
Длл п-арной операции ис;нодьзуют oбoзfia'leRиe 

ИJlИ 

Обы '-il:iO, et.:J1и п = 2, 11ишут а1 (..() ai . 
llpи п = l и п = 2 1·оворлт с;оответt.:твеliJ:iО об унарной 

операции и бинарной операции. 

Снециа;rьliо вводлт нонлтие ну.льарной операции (т.е. длл 

п = U) . Под liyJ1ьap1iOЙ онерацией на множеt.:тве А ноtlимают 

производьный фикt.:ированный эJ1~м~нт МliОЖ~t.:тва А. Нудьар

ные онерации 11озводлют фикс;ировать эдемеliты Мliожес;тва А1 
обдадающие некоторыми t.:11ециа;1ьными с;войс;твами. llримером 

вы11Одliеliил нудьарной 011ерации лвдлетt.:л, J:ict11pимep, фикt.:и

роваliие liY дн. в мliожеt.:тве цедых '-iиt.:ед с; 011ерациеи с;Jюже

нил. llримером унарной онерации с;;1ужит dunuJ1,,r1,er1,·ue задан
но~ ·о .М, 'f-1,()Жf::,CTfl,(j (1, ДО Y'Н,'U(j r::,pCUJ/,,/>'Н,()ё,() .М,'Н,()Жf::,С'Гf/,(j а. 

Наибодее важliыми в ё\,JН'ебре и, с;Jшдоватедьliо , liаибодее 

ис;с;;шдовсtliliыми н.вдлютt.:я биtiарtlьш 011ерации. llримерами 
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таких ош~рации мо1·у ·1· L:J1ужить L:Jюжeliиe и yмlioжeliиe 'i.1:1(.;e.Jl, 
V 

L:Jюжeliиe и у мliожеш11е матриц, t.:дожеliие векторов л.1:11шиliо1 ·о 

11p0(.;Tpёt,H(.;TB1;t,. 

Ра(.;t.:мотрим бин:арную операцию на мн:ожеt.:тве А, обознасrив 

ее звездо'lкой ( *). 

Эту онерацию liазывают; 

1) ассоциативпой1 е(.;д.1:1 (х *у)* z = х *(у* z) длл любых х, 
у, z Е А; 

2) ком.муrпаrп·ивной, eL:Jr.1:1 х *у = у* х длл любых х, у Е А; 

3) ·идемпоrnептпой1 е(.;д.1:1 х * х = х д,дл любо~ ·о х Е А. 
Аt.:(.;оциа·1·.1:1вliо(.;·1ъ 011ерац.1:1.1:1 * нозволлет длл любых элемеli-

тов а1, ai, ... 7 Un Е А однозна'lно трактовать результат выра

женил а1 * ai * .. . * ап, так как 

u,1 * ai * . . . * Un = а1 * ( ai * ... * a,i} = 

= (а1 * ai) * (a:J * ... * ап) = (а1 * ai * ... * Uп-1) * Un-

Онерация. (.;JЮЖеliил, заданная. lia MliOЖe(.;'l'Be lia·1·ypctJ1ьныx 

'1.1:1(.;ед, я.вля.етt.:.н аt.:t.:оциат1-1вliоЙ и комму 1·а·1'ИВliОЙ. Онерация. 

умliоженил матриц сt,(.;(.;Оциативliа, liO не коммутативна. Идем-

11отеl:iтным.1:1 лшп1ЮТ(.;Л 011ерац.1:1.1:1 объединеliил и 11ереt.:е'lен.1:1л 

МliОЖеt.:тв. 

Элемеliт О мliожеt.:тва А liазывают Jtевы.м ( правым) нуJtем 
отliО(.;итедьliо дaliliOИ 011ерац.1:1.1:1 *, eL:J1.1:1 О* х = О (х *О= О) д,дл 
дюбо1 'О х Е А. 

Е о. , V o·rr V 

(.;ЛИ ~ левыи liудь, а ~ нравыи нуль, то OJ:i.1:1 t.:о-

внадают. Дейt.:твите.11ьliо, еt.:ди О' и О" t.:y щеt.:твуют, то они 
(.;Овнадают, так как О' = О' * О" = О", и в этом L:J1y'lae 1 ·оворлт 
нрО(.;ТО о nyJte относиmеJtьно операции. Из 11р.1:1вед,енliых 

V 

paвelit.:TB t.:Ш::Щует, 'iTO liY JIЬ !::ЩИlit.:TBeliliЫИ .1:1 для. liel '0 ОДliОвре-

менliО вынодliены оба равенt.:тва О * х = О и :с * О = О. 

Пример 2.1. а. На МliОЖе(.;тве целых 'lИ(.;ед нулем отно(.;.1:1-
·1·еJ1ьliо ош~рации умliожеliил будет '1.1:1(.;JIO О. 
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б. lia, м11ожеG1'ве квадра:1-11ых ма,тр1щ в11да, ( ~ ~), L'де эд<е
М~.1:iТЫ U И. Ь - Д~Йt.:ТВИ.Т~lЬJ:iЫ~ '--!И.t.:JШ,, J!ЮбёtЛ МёtТрИ.Цёt J:.Н1Дёt 

( ~ ~) будет ара,вым liY дем ОТ!iОGи.тедыш оас,ра,ци.и. у м11оже
.1:iи.л, 11о t.:кольку 

(~ ~) (~ ~) = (~ ~). 

Од.1:iёtко жшо1·0 .1:iудя. в этом м.1:iожеt.:тве .1:ie·1·, тёtк кёtк И.J:iёt'--le OJ:i 

t.:OBllёtДёtJI бы t.: 11рёtвым liYJШM и. был бы еди..1:it.:тве.1:i.1:iЫМ. Но 

11рёtвых .1:iулей и.меетL:л больше OДJ:iOl'O. # 
ЭJшме.1:iт 1 м.1:iоже с.;тва. А .1:iёtЗыва.ют девым ( правым) пей

традь1-н,~м эдемеnmQм от.l:iос.;и.т~1ь.1:iо 011ерёtци.и. *, еL:ли. 1 * х = 
= х ( х * 1 = х) ДJIЛ любо~ ·о эл~м~.1:iта. х Е: А. Длл л~во1 ·о 1' и. 
11ра.В01'0 1" J:ieЙтpёtJlbJ:iЫX элемеJ:iТОВ, еL:дИ. OJ:iИ. обёt t;ущеL:твую·1·, 
вы11од.l:iе.l:iы pa.вe.l:iL:TBёt 1' = 1' * 1" = 1", c.;01'дa.L:.1:iO которым О.1:iи. 
L:OJ:HlёtДёtIOT. В этом t.:JlY'--lёt~ ЭJl~M~J:iT 1, который }iВJlН.етс.;н. и. Jl~-

V V V 

вым неитрёtJrьным, и прёtвым неитра-1rьным, единt.:твенныи, и его 

.1:iёtЗЫвёtют 11роt.:то пейтра.л,ьпым э.л,емеnmQМ. 

Пример 2.2. НейтрёtJIЬ.1:iЫМ эдеме.1:iтом ОТ.1:iОL:и.тедь.1:iо оrш

рсtци.и. у МJ:iОЖе.1:iИ.Л J:ia, МJ:iОЖеL:тве J:ia.Ty pёtJlЬJ:iЫX '-!И.(;~! ЛВJIЛеТL:Я: 

'--lИ.t.:JIO l. На. м.1:iожеL:тве цедых '--lИ.L:~I .1:iеЙтрёtJIЬ.1:iым эдемекгом 

от.1:iоL:и.тедь.1:iо 011ерсtци.и. t.:Jюжe.1:iюl. будет '--lИ.L:JIO О. 

На, м11ожеGтве квад1жт11ых ма,тр1щ ви.да, ( ~ ~), L'де ;меме11-

ты и и. Ь - д<еЙGши.теды1ы<е 'Ш.GJ1a, дюбм мю-µи.ца, ви.да, (~ ~) 

будет 11ра.вым нейтрёtJrьным элеме.1:iтом 110 011ера.ци.и. умножени.л, 

и.бо 

( ~ ~) (~ ~) = ( ~ ~) -

llоt.:кодьку 11рсtвых нейтрёtJIЬ.1:iЫХ эдементов .1:iеt.:кодько, то JШBOl 'O 
V V 

.1:ieитpёtJ1ЬJ:iOI'O элеме.1:iтсt 110 этои 011ерсtци.и. .1:iет , та.к как и.нсt'--lе 
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t.:y щеt.:'1•1:юва.11 бы еди.1н.:твеtltlЫЙ tlеЙтра.11ьtlыЙ эдемеtlт (девый и. 

11рсtвый). # 
Сш::щу ет зсtмети.ть, 'iTU tle дш-r вt.:я.кuй би.tictptioЙ u11epctци..i:1 

liY ди. и. tleЙ·1·pa.11ьtlыe эдемеtlты ( девые и. 11рсtвьш, в 'ictt.:TtlUt.:ти.), 

t.:ущеt.:твуют. 

Рсtt.:t.:мuтри.м tltжuтupыe 11римеры би.tictptlыx uш~рсtци.Й tlct 

мнuжеt.:твсtх. 

Пример 2.3. а. llyr.:ть И - у-н,·иверс:а.л,t;,-н,uе м-н,uжес:rпвu. 

'l'еuретикu-мнuжеr.:тве1I1Iые uперсtци.и U, П llct мlluжеt.:тве 'l,u 

ЛВJПIЮ'lТЛ и.демнuтеtlТtlЫМИ., ctt.:t.:UЦИa,TИ.BtlЫMИ и. кuммутсtТИ.ВtlЫ

ми, нри. 'iем nyc:rnue м-н,u;ж;ес:rпвu лвдлетr.:л tlудем отtlоt.:итедыiо 

перес:ече-н,пл и tlеЙтра.11ыiым элемеtlтом отtlоt.:итедьtlо uбъеdп-н,е

Н'UЛ (0 п А= А n 0 = 0, 0 u А= А u 0 = А), то1'дсt ксtк ytlи.вep
t.:a.11ьtloe мliожеr.:тво еt.:ть liYJIЬ OTliOt.:итeJ1ьtlU объеди.liеtlи.л. и liеЙ

тра.11ьtlыЙ элемеliт отtlоt.:итедьliо нepet.:e'ietlи.л ( И П А = А n И = 
=А, UUA=AUU =И). 

О11ерсtци.л \ (разнuс:тt;, м·1-1.,(}жес:тв) tle ЛВJ1я.етt.:л сtt.:t.:оци.сtти.в

liОЙ, тсtк ксtк А\ (Н \ С) -:1 (А\ Н) \ С. 
б. Hct мliожеt.:тве вt.:ех б·и-н,ар-н,t;,~х urп-н,v'Ше-н,ай lict мliожеt.:тве А 

UШ::~pctЦИJJ. KUM'fl,UЗ'U'/J/U'U (}'fn'Н,(}'Шf;'Н, 'UU JIВJHJ.el't.:Л. ctt.:t.:UЦИ.ctTИ.BliUЙ, tlU 
tle кuммутсtти.вliuЙ, ct d·uaёuнa.rit;, мtluжet.:твct А будет 1iеЙтра.11ь

liЫМ эдемеtlТОМ (.) 'l'liUt.:И.TeJlЬliO этuй 011ерсtци.и. (t.:м. 1.4). 
в. llyt.:ть Х - нрои.зводьliое Мliожеt.:тво, t.:одержсtщее tle мe

tlee двух эдеме1Iтов. Hct мtlожеt.:тве вr.:ех отобрсtжеliи.Й из Х в 

Х t.: 011ерсtцией комнози.ции отобрсtжеliи.Й нot.:тoлtlliOe отобрсt
жtшие rри, неревuдящее любой эдемеtlт х Е: Х в фи.кt.:и.рuвсttlliЫЙ 

эдемеliт и Е: Х, будет нрсtвым tlудем, liU tle будет tlудем OTtlUt.:и

тeдьliO ком11ози.ци.и uтобрсtжеliиЙ. 

Дейr.:твитедыiо, ддл любоt'U отобрсtжеliи.л f': Х • Х и любо1'О 
х Е: Х имеем I [) rpu(x) = rpa(f"(x)) =и= rpu(x), т.е. I [) rpu, = rpa, 
'iTO И 03tlct'icteт, 'iTO rpu, - 11рсtвыи liYJIЬ UTtlOt.:И.TeJlЬliO 011ерсtци.и. 

КОМ11U3ИЦИ.И tla, MliUЖet.:твe отuбрсtжеliи.Й И3 Х В Х. 0 .ЦlictKU ДJIЛ. 
любur·u х Е: Х rри r.> j'(x) = j'(rpu(x)) = /(и), т.е. rри r.> I = rpf"(u) -
uтобрсtжеtlи.е, кuтupue дюбuй эJшмеtlт Х 11еревuди.т в эдемеtlт 
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f (a). Пut.жUJ1ьку / (а) в uбщем t.:.11y'ia.e tle pa.вtlu а, тu 'fJи, :.> / f= 'fJи,• 

Зlia.'iИ.'1', 'f)и, tle лв.11летL:л. девым tlудем UTtlUL:и.т~1ыtu uнера.ци.и. 

КUМНU3И.ЦИ.И.. # 

.1:-'a.t;t;мuтpetltlыe выше нри.меры MtlUЖet;тв t; uнера.ци.лми. нри.
водят к t.:.11едующи.м онред~1еtlи.лм. 

Определение 2.2. А.ll,гебра (ynuвepca.ll,ьnaя а.ll,гебра, 

П-а.ll,гебра) t,;'iи.та.етL:л 3a.Дa.tltlOЙ, е t,;ди. 3а.Да.tlы tlекоторое мtlо

жеt,;тво А, tlа.3Ыва.емое nocume.ll,e.м, Дa.tltlUЙ а.л,гебры, и. tleкu

тopoe мtlожеt,;·1'вО uнера.ци.й S l tla. А1 tlё:L3Ьша.емое сигпатурой 
Дa.tltlOЙ а.л,гебры. Адсебру, tlOL:И.Tt'..Jiь которой еt,;ть кotle'itlOe 

мtluжеt;тво, tlё:L3Ыва.ют копечпой а.л,~еброй. 

llоt,;кольку а.11гебрсt зсtдсtетt;л ее l!Оt;и:телем и t;и.гн:сtтурой, мы 

будем в зсtни.L:и. обозtlа.'iа.ть а.111'ебру ка.к упuрлduченную пиру 

мtluжеL:тв А = (А, S l), нuда.1 'сtл, 'iTU нерва.л кuмнutletlтa. этuй 

Па.ры еL:ТЬ tlU (.;И:TeJIЬ, а, втuрё:LЛ - (.;ИГliа.Гура.. llодч:еркнем, ч:гu 

а.111 'ебра. - этu tle нрut,;то tlОt;и.тедь и. tle нput;тu t,;и.1 'tla.тy ра., а. 

,, t.;и.tlтез ;, эти.х двух объектов. 

Замечание 2.1. Онера.ци.и., вкдю'iеtltlые в t.;И.I 'tla.'l'YPY , за.

Да.tlы ка.к tleкuтupыe L:11еци.а.11ьtlые uтобрсtжеtlи.я.. О дю~ко нри. 

этuм tle Ul 'UВа.ри.ва.Ю'l'(.;Л (.;BUЙ(.;l'Ba., которыми. uбда.Дё:LЮТ онера.

ци.и. tla. tlОt.;и.теде. На.нри.мер, Otlи. мо1'ут быть сtt;t;оци.сtти.вtlыми., 

коммутсtти.вtlыми. и. т.д. llpи. За.Да.tlи.и. а.1п'ебр t,;вОЙt;твсt онерсtци.й 

uбы 'itlU у Кё:L3ЫВё:LЮТ ДUllUJltlИ.TeдЬtlO. 

Еt.:.11.и. t;ущеL:твует tlеЙтра.11ьtlыЙ эдемеtlт oтtloL:и.т~1ьtlu онерсt

ци.и., то eI'O MOЖtlO 3а.Да.ТЬ Ка.К tlyдьa.ptlyIO uнерсtци.ю tli:L tlO(.;И.T~le 

И. ВКдЮ'iИ.ТЬ В (.;И.l'tla.Typy 1 а. MOЖtlO Ю:~ BKJlIO'ia.TЬ И. 011.И.(.;а.ТЬ Ка.К 
V V 

(.;BUИ(.;'l'BU (.;ОUТВеТ(.;ТВующеи uнера.ци.и.. 

Та.ки:м uбрё:L3uм, uдllY и ту же а.1rгебру мuжн:u за.да.ва.ть 

110-pё:L3tlOмy. Ни.же нри.ведеtlы нри.меры pё:L3JIИ.'itlЫX они.t;сttlи.И 

кutlкpe1'tlыx а.111-ебр. 

l3 рлде t.:.11y'icteв yкё:L3cttlи.e tlOt;и.т~rл а.111'ебры нреднода.l'сtет и. 

3а.Да.tlи.е oнpeдeJШtltlOЙ t.;И.I'tla.тypы. l3 этом t.;дy'ia.e ддл унрощеtlи.л 
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нишут tle А = (А1 Н) 1 а 111-.юt.:тu А = А и 1'u1:юря.т n эдемеtlт 

ё1..J1гебры А;,, имел в виду эJшме.1:п' нuс.;ит~1л этuй ёl..JН 'ебры. 

Пример 2.4. а. Рас.;с.;мuтрим ёl..JН 'ебру 

Ее tlUс.;итедем лвдлетс.;л мнuжеt.твu вс.;ех нuдм.1:iuжес.;тв нрuиз

вuJrьнu фикс.;ирuваннuгu маuжес.;тва М, а с.;игаатура с.;uс.;тuиг из 

с.;J1едующих uнераций .1:iёl..Д м.1:iuжес.;1·вами; uбъеди.tlеtlия.1 11ерес.;е'iе
.1:iи.я.1 рё1..3нuс.;·1'и., с-иммt:-mр'Uч,t:-ский разнис1п·и, dипилнt:-н·ия, 11ye1'u1 'U 
мнuжес.;тва и. мнuжеt.:тва М (ноt.:дедние два эдемента с.;и.1'натуры 

uнредедлют tlY дьар.1:iые онера.ци.и.). 
б. Ддл дюбu1'u мн.uжеt.:тва. м· мuжн.u онредедить ёl..JН'ебру 

V 

.1:iUt.:итедем которuи нвдн:етt.:я. мtluжеt.:тво вt.:ех нодмtlожес.;тв МtlО-

жес.;тва. унорлдо'iенн.ых на.р на. М, т.е. мн.ожеt.:тво вt.:ех б'Uнарных 

(j'[Гl,'Н,(J'Шt:,H'U'U 'Н,(}, ,М,'Н,(JЖ(:;C'fnfjt:, м' а, (;И.l'Н.а,Тура, L:U L:TOИ.T из uнера,

ций объединеtlил, кuмnuз'U'IJ;'U'U б·инарных иuн1,uшt:-н-uй и взлтил 

uбpauiнuou тпнишt:-н·ил. 

8. нёl., М.1:iUжес.;тве JR дейс.;тви.тедЬtlЫХ 'iИ.L:~1 MUЖJ:iU, JiШlри.мер, 
онредедить 'l'a,Ky ю ёl..JН 'ебру; 

V V 

t.:и.1'н.а.тура. которои t.:ос.;тои.т из онера.ци.и с.;Jюжен.и.л, умножен.ил, 

а, та,кже двух н.удьа.рн.ых онера.ци.й, обозн.а,Llа,Ющих два, оt.:обых 

'iИt.:дёl., U и 1. Обра,ти.м вни.ма,н.и.е На, тu, 'iTU 'iИ.t.:Jiёl., U и 1 в ,ца,нн.ом 
V 

c.;JlY'ia.e я.вдлютt.:я. t.:оuтветt.:твенн.о н.удем и неитрё1..J1ьн.ым эдемен.-
том ОТtlОt.:и.тедьн.о у МJ:iОЖен.и.л, ё1., 'iИ.(.;JIO U Тёl.,КЖе И.1 'ра,еТ родь 

н.ейтрёl..JIЬН.Ul'О эдемеН.Тёl., ОТН.U(.;ИТ~IЬН.О t.:JIОжени.н. Мы нри.мени.

JlИ. нон.лти.е нудьа,рной онера,ци.и., 'iтобы в обозн.а,'iении. ёl..JН'ебры 

UTJJёl..3ИTЬ Эдементы t.:U с.;11еЦИ.ёl..JlЬН.ЫМИ. (.;ВUИL:ТН.ёl.,МИ.. 

г. l:ke нредыдущи.е нри.меры ёl..JН'ебр быди. ёl..JН'ебра,ми. t.: ко-
V U V V 

tle'iнoи с.;и.1'н.а,·1,урои, т.е. с.; с.;и.1'Н.а,турои, t.:оt.:толщеи из кон.е'iн.01-0 



2.1. И11ерс~и,ии. llинfl ·гие с~лгебрсtи'-fе<:кий структуры l l!:) 

'iИ(.;.fla ош~µаций. Одr1ако ш~сJюжr10 ностµоить нµимеµ аJн·ебµы 

с бе<.жоr1е'ir10Й си1·r1атуµой. Нанµимеµ, аJн·ебµа 

r1a мr1ожестве действитедьr1ых 'iИСед IR с онеµацией tn возве
деr1ия. в натуµаJ1ьную стенень п ~ 2 имеет сч,еrп'Н,ую t;и1·на·1·уµу. 

Дa.Jree бу дуг пµиведены нµимеµы аJrгебµ и t; неt;'Iегными t;игна
турами. # 

Опµtще.11лл мгебµу, <.:дедует помнить, '!ГО µезудьтат пµиме

ненил дюбой онеµации облзатедьно доджен нµинаддежать тому 

же множе<.:тву, 'iTO и ее аµ1·ументы. Нанµимеµ, наµу из мr10-

жества V3 в<.:ех свободных вектоµов в нµоt;тµанстве и онеµации 

t;KaJ1лµr101·0 умr1ожеr1ия. вектоµов r1едьзл µассматµивать как аJ1-

1·ебµу, так как скаJ1я.µr1ое 11µоизведеr1ие двух вектоµов r1e есть 
вектоµ. Замеr1ив скаJ1лµr1ое умr1ожеr1ие вектоµr1ым1 нолу'iим aJl
l'eбµy. 

Кµоме то1 ·01 нельзя. забывать, 'iTO п-аµr1ал 011еµацил1 как 
и вслкое отобµажеr1ие, доджr1а быть 011µeдeJier1a ддя. любо1·0 

коµтежа ддины п эдемеr1тов мr1ожест1:щ. llоэтому не лВJ1лет

t;Н аJн ·ебµой мr1ожеt;тво всех матµиц <.: онеµация.ми (.;.fЮжеr1ия. 

и у мr1ожеr1ин матµиц, так как эти онеµации 011µеделеr1ы r1e 
ДJIЯ. дюбой у ноµлдо'iенной наµы матµиц. E(.;.fIИ же нµи тех же 

ош~µацилх 01·µани'iитьt;л множеством квадµатных матµиц фик

t;иµованно1'0 ноµлдка п, то полу'iим аJrгебµу. 

То'iно так же множеt;тво действитедьных 'iИt;eJI IR t; оне
µацией ; дедеr1ил дейс;твитедьr1ых 'iисед r1e лвллетс;л аJн·ебµой, 

носкодьку µезультат деJшr1ю1. r1e 011µеде.11еr1 нµи r1удевом дедите
ле. llaµa же ( lR \ { ()} , {;}) ес;ть аJн ·ебµа. 

До1·овоµимсл, онµедедлл конкµетную аJн·ебµу, зани<.:ывать 

ее си1·r1а·1·уµу без фи1·уµr1ых скобок, 11еµе'iи(.;.f1я.я. нос;де обозr1а'iе

r1ил r1ос;ите.11л все онеµации. Так, в нµимеµе 2.4.а неµвал аJн·ебµа 

может быть за11исаr1а как А1 = (2м 1 U,П, \ , д,-1 0,М). 
Дшr аJН'ебµы А= (А, Н) обозr1а'iИМ 'iеµез н(п) 11одмr10жес·1·во 

си1·на·1·уµы Н, сос;·1·олщее из всех п-аµr1ых онеµаций. То1·дс1 Н = 
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= u п(п). Так, ДJ!Ji а,JН'ебµы А1 в нµи.м~µ~ 2.4.а будем и.м~ть; 
n )::U 

п(u) = { 0
1 
М}, 

П(l) = {- }, 
п(2) = { ui п , \i д} , 
S ! (п) = 0 11µ И n > 2. 

Определение 2.3. Две аJн·~бµы А1 = (А1, П1 ) и. А2 = 

= (А2, П2) 1:нt3ывают адnатипnы.ми, et;J1и. с;ущес;т.вует такал 

б'UеК'ЦUл П1 l:la П2 , нµи. котоµой п-аµшт. онеµаци.л и.3 П1 ддл 
любого п пеµеходит в п-аµную и3 ~ !2. 

Пример 2.5. Ад1·ебµа (2М 7 J , П1 0, М), задаl:11:lал l:la 
множес;тве вс;ех нодмножес;тв множес;тва М, и аJп·ебµа А3 = 
= (JR, +, •, О, 1) (с;м. нµи.меµ 2.4.в), заданш:tл на множес;тве дей

с;т.ви.теJ1ьных 'iИl:eJI , однотинны. Ни.екцию ( rззаим:н,u udН,UЗН,ач.,

Н,Uе c:uurnrз ernc:mrз'ue) между их с;и1 'Ha'I'Y µами, котоµал с;охµанлда 
бы аµнос;ть онеµаци.й, можно онµедеJrи.ть и. так; U t---+ +, П t---+ ·, 

0 г--+ О, М t---+ l. Ука3анный L:llOt.:oб 3аданил биекции не един

L:ТВ~l:lиый. Напµимеµ, ее мuжиu uпµеделитъ так; U г-+ ·, П t---+ +, 
0 г--+ 1, М t---t о . 

Ад1·ебµа (2М 7 u, n, 0, м) и а,JН'ебµа А1 в аµи.меµе 2.4.а 
l:le Я.ВJIЛЮТL:Я. uдноти.нными., так как и.х t.:И.l'l:laTyµы L:O t.:'l'OЛ'l' И.3 

V 

µа,3но1 'О ч.и.L:Jia онеµаци.и и между ними. ус;тановить в3аи.мно 

UДHU3Ha'iHU~ (.;UUТВ~Тt.:твие недЬ3Л. 

Не лвдлютt,;л однотиаными. и. аJп·ебµы (2М, - ) и (N, +), ибо 
в аеµвой шп ·~бµ~ ~динt,;'I'венная: он~µацил ~~ t,;и1 ·натуры лвдл~тt.:л 

у наµной, а во втоµuй - би.наµной. # 
Неµедко t,;и.1·натуµы одноти.аных шн·~бµ и. ЭJrем~нты эти.х 

t,;и.1·натуµ - uш:~µаци.и. - uбu3на'iают uди.накuвu. Так, мы ни.

шем (JR, +, ·, О, 1) и. (Q, +, ·, О, 1), хотл аеµва.я. шн·ебµа 3адана 
V 

на миожеt.:тве вt.:ех д~иt.:твитедьиых 'iИl:ел, а втоµал - иа Мl:lО-

ж~t.:тв~ µаци.оншrьных 'iИ.t.:eJ11 и. , нанµи.м~µ, t;JЮЖ~ни.~ в аеµвои 

шн·~бµе1 t.:тµо1·0 1·овоµл, не еt.:ть та же t,;амал оа~µаци.л, '!ТО t.:JЮ

жени.е вu втоµой шн·ебµе. Н общем L:ду 'iae мы 'iat,;·1·0 будем 
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1 ·01::юри.1ъ О раЗдИ. '-iliЫX ( liO OДliUTИ.llliЫX) S !-о..111 •t;брах, зaдatltlЫX 

на раЗных 1tut.:итедлх, нuни.мал, 'iTU П еt.:ть uбщее ,1.1,дл вt.:ех этих 

о..1п·ебр uбuз1tаче1tи.е их t.:и1·1tатур. 

2.2. Группоиды, полугруппы, группы 

1-'аt.:t.:мuтри.м U,Л,ё,ебры, сnё,н.,аrпуры кuтuрых t.:ut.:тu.нт и.з u,1.1,1tuЙ 

б·ин.,арн.,uй uпера·и/иn. Эту uш~раци.ю будем обознаL1ать тuчкой ( ·) 

и уt.:Jювно наЗывать в этом t.:ду чае умножением. 

Груnnоидо.м, наЗывают J1юбую о..111·ебру g = (G, ·) , t.:и1·нату
ра которой t.:оt.:тои.т из одной бинарной операции.. В группои,1.1,е 

на би.нарну ю ош:~раци.ю нет ни.каких 01 ·рани. чени.й. 

l'руннои.д ( G, ·) 1tаЗывают nо.л,у-груnnой, еt.:ди. е1·0 онераци.л 

accuи/uam/U6'Н,a, т.е. ддл дюбых эдеме1tтов а, Ь, с н.,uс·иrnе,Л,я G 
ВЫНОдНЛ(;Т(.;Л pёtBt;Ht.:TBO а . ( ь . с) = ( а . ь) . (;. 

Пример 2.6. а. Множеt.:тво VJ <.:вободных векторов вмеt.:те 
u 

t.: ош~рац11еи векторно1·0 умножени.л я.вдлетt.:я. 1·ру1111ои.дом, но не 
V 

ноду 1 ·ру 1111ои, так как векторное у множени.е не аt.:t.:оц11ат11вно . 

б. Множе<.:тво нату рщ1ьных L1и.<.:е.11 вме<.:те <.: 011ерац11ей воз
ведения. в t.:тенень также будет тодько 1 ·ру1111оидом, так как 

(аЬ( -f. а(Ь"). 

в. Множt;t.:твu 2А вt.:t;X пuдмножt;t.:тв мнuжt;t.:тва А вмt;t.:Tt; 
t.: Uнt;рац11t;Й \ (pa'З'Н,(JC:'fnt> .М,'Н,UЖестn6) ТUЖ(; TUJlbKU 1 ·ру 1111011Д 1 

ноt.:кодьку у каЗанная. онераци.л не аt.:<.:оци.ати.вна. 

г. Мнuжеt.:тво натурщ1ьных чи.t.:ед N вмеt.:те t.: онераци.еи 
t.:Jюженил бу,1.1,ет ноду 1·ру11110Й. # 

1 "'ру ннои.д g = ( G, •) наЗывают .м,опоидо.м,, et.:J111 е1·0 онt;ра

ци.л аt.:t.:оци.ати.в1tа и. от1tоt.:и.тедь1tо онераци.и. t.:уще t.:твует ней

rпраm>НЫй :J,Л,е.мент. Е1·0 называют пейтра.л,-ьпы.м, ;,.л,е.м,еп

то.м, .м,опоида g иди. едипицей .м,опоида и. обозначают 1. 
Таки.м обраЗом, монои.,1.1, g = ( G, ·) е<.:ть 11оду1·ру 1111а, в кото

рой ддя. дюбu1·0 а и.меют меt.:1·0 раве1tt.:тва а· 1 = 1 · а = а, 1·де 
1 - нейтрщ1ьный эдемент ( ед111tи.ца) мо1tо11да. 
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llо(.;КОдьку нейтра.11ьный ЭJШмент отно(.;ит~1ьно дюбой би

нарной онерации я.вдя.ет(.;я: един(.;твенным ((.;м. 2.1), мы можем 
ра(.;(.;Матривать моноид как а.111·ебру (G, ·, 1)1 (.;ИL'натура кото

рой (.;0(.;тоит из двух ош~рациЙ; бинарной ош:~рации · (умноже
ние) и ну,1t,ьарний unepa·и/U'U 1 (нейтра.11ьно1·0 эдемента). Нве

дtшие 1 в (.;Игнагуру моноида у доб но гем1 '!ГО за'iа(.;тую нри 

ра(.;(.;мотрении конкретных нримеров моноидов цеJШ(.;Ообразно 
u u 

я:вно у казать неитра.11ьныи эJшмент отно(.;итедьно е1 ·о о не рации. 

Нанример, а.111·ебра (2АхА, :.>, idл) е(.;'l'Ь моноид В(.;ех б'Uнарных 
mпнишен'Uй на множе(.;тве А (.; онерацией ким·rщз·и·и/и·и б'Uнарных 

mпнишt:.н·ий, в котором нейтра.11ьным эдементом я:вдя.е1'(.;Я. cJ'Ua

'r!uнa,1iь множе(.;тва А. 

Среди 11оду1·ру1111 выд~1лют 11оду1·ру1111ы (.; коммутативной 

онерациеи - ко.м.мутативпые nо.л.,угруnnы. 

Пример 2. 7. а. Множе(.;тво В(.;ех бинарных отношений на 

11рOИ.3ВОJ1ЬНОМ множе(.;'l'Ве А (.; онерацией КОМ11O3ИЦИИ. отноше
ний будет монои.дом, нейтра.11ьным :эдементом которо1 'О (.;ду жит 

диа1 ·она.11ь множе(.;тва А, 110(.;КОдьку ддн дюбых бинарных отно

шений р, т и а- на миоже(.;гве А имеют ме(.;ГО равен(.;гва ((.;м. 1.4) 
р v (т Q а-) = (р Q т) ✓ а- и. idA ✓р = р ✓ idл = р. 

б. Множе(.;ТВО В(.;ех отображений некоторОl'О множе(.;тва А 

в (.;ебл 110 онерации комнозиции отображений е(.;ТЬ моноид. 

Наномним, '!ТО комнозиция. отображений (.;Нова е(.;'l'Ь ото

бражение и онерация. комнозиции имеет нейтра.11ьный эдемент; 

тижсJественние mпибражен'Uе А на (.;ебн. llо(.;КОдьку дюбое 

отображение множе(.;тва А в (.;ебн можно ра(.;(.;Ма1·ривать как би

нарное отношение на этом множе(.;тве, а комнозицию отображе

ний - как 'iа(.;'l'НЫЙ (.;ду 'iаЙ комнозиции отношений, требуемые 

(.;ВОЙ(.;'l'Ва онерации КОМ11O3ИЦИИ отображений BЫllOJlHЯ:IOT(.;Я: ( (.;М. 

нример 2.7.а) . llpи этом тожде(.;·1·венному отображению (.;ООТ

вет(.;тв.ует диа1·она.11ь idA множе(.;тва А. Этот моноид называют 
'!а(.;то си.м.метри'Чtески.м .мопоидо.м иди си.м.метри'Ческой 

nо.л.,угруnnой множе(.;·1·ва А . 
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V 

ЦёiТе./lЫ-IЬIХ. цедых. Ч.И(.;е.Jl, а, t;Иl'l-Ici'l'YPci t;Оl:ТОИТ из ОДl-IОИ онерёiЦИИ 
V V 

t.:JIOЖel-IИJI, еt.;ть KOMMY'l'ciTИBl-IЬIИ моноид, в котором l-IeИ'l'Pa.JlЬ-

1-IЬIЙ ЭJtемент - это Ч.И(.;JЮ о. ДеЙt;'l'ВИТедЫ:iО, r.;уммёt двух. l-Ici
тypa.JlЬl-IЬIX. Ч.Иt.;ед еt;ТЬ l-IciTYPa.JlЬl-IOe Ч.И(.;JЮ, онерёtЦИЯ. (.;JЮЖеl-IИЯ. 

а,(.;(.;ОЦИёiТИВl-Iёi1 кuммутёtТИВl-Iёi И ДJIЛ любого l-Ia.Ty pa.JlЫiUГU Ч.Иt.:Jiёi 

п имеет меt;тu pa.вetlt.;·1·.1:ю п + О = п. 

Обра.тим BliИMa.l-Iиe l-Ia. то, ч.то t.;ВОЙt;тва. нейтра,.11ьных. эдемеli

тов И ну дей а,(.;t;Оциируютr.;л (.;0 (.;ВОЙt.;ТВёiМИ Ч.И(.;е./1 l И O ОТНОt;И
тедЬliО онерёtции умliоженил и t.:.1южения ч.иt.;ед. 

г. Ад1 'ебрёt (~, ·), у которой ноt.;итедем лвдлетt;л множеt.;тво 
V 

це.J1ых. ч.иt;ед, а t.;Иl'lict'l'Y Pa. t;Ut;тuит из UДliOИ онера.ции умliоже-

liил, еt_;ть комму ТёiТИВliЬIЙ MOliUИД . Heйтpa.JlЬliЬIM эдемеtlТUМ 

ЭТОl'О MOl-IUИДёi лвдлетt_;л '--IИ(.;JlO l. 
д. Пу t;ть А - кulieч.liue MliUЖet;твu, а. Ап - мнuжеt;твu 

кортежей ддиliы п. Нёt мliожеr.;тве вt.;ех. кортежей А+ = U Ап 
п):1 

uнредедим uнера.цию соедипепия ( кон:катепации) корте-
жей t;дедующим обра.зом; 

Можно видеть, ч.тu введеннёtл uнера.цил а.t;t;uциа.тивна., нu не 

имеет нейтра,.11ьнu1'U эдемента. Та.ким uбра.зuм, нut;трuена. 11u
ду1'руннёt, но не моноид. 

Чтобы нревра.т·итъ эт·у нодугрунну в моноид, ра.r.;ширим 

ноt;ите.J1ь 11оду1'ру1111ы, введл ноtlлтие пу.л,евой декартовой 

cmenenu А0 11роизвольно1'0 множеt;тва А. lluд А0 нонима.ют 
одliuэдеме.1:п·liое мliuжес.:твu { л}, eдиlit.:твeliliЫЙ эдемеliт которо-

1 'U tlёiЗы.1:щ.ют пустым кортежем. Такое uнpeдeJtetlиe МliО

жес.:тва. А O обълt;нлетt.:л t.:.1шдующим; мощнос.:ть 110Jюжите.J1ьной 
декёtртовой с.:тенени Ап коне'--Iно1 ·о множес.:тва pa.вl-Ia. 1 А I п. llpи 

п = О доджно быть IA0
1 = IAl0 = l , откудёt ЗciKJIIOЧ.ёteм, ч.то А0 

-

одноэдемеliтное множеt.;·1·во . 

Обозliа.ч.ив А 'i' = А O U А+, 110 онредеJtеliию ддл дюб01 'U х Е: А 'i' 
нодсil'ёtем х · л = л · х = х. Н резудьтёtте нодуч.им а,.111·ебру 
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(А*, ·), я.вд.нющуюt.:.н мuнuи.дuм , t.: н~Йтрс1.J1ьным эд~м~нтuм Л. 
Егu на..зыва..ют свободпь~м мопоидом, нuрuжд~нным мнuж~

ст1юм А. # 

lluдy 1·ру 1111у, u1шра..цш1 кuтuрuй кuммута..ти.вна.. и. -udr;мrщ

rnr;nrnna1 на..Зыва..ют nо.!(,урешеткой. 

Пример 2.8. а. Ад1·ебры (2А, -J) 1 (2А, n) (ддл нрuи.звuдь
ного фикt.:ирова..llНОГО MffOЖ~CTBa.. А) ЛВJIЛЮТt.:Л полур~шетка..ми, 

HUt.:KUJlЬKY uп~ра..ЦИ.И. u и n а..t.:t.:UЦИ.а..ТИВНЫ, кuммута..ТИВliЫ и. 

идемпuт~атны. 

б. Ад1·~бра.. (N, НОК) 1 1·де НОК - ош~ра..ци.л вы '-iИ.t.:JI~ни.л на..и.

меньше1·O обще1'О кра..тно1'О двух '-iи.сед 1 лш1летt.:л 11одурешеткой. 
llока..ж~м, 'iTO ука..За..нна..л оп~ра..цил а..t.:t.:оци.а..тивна... Ра..t.:смотрим 

прои.зводьны~ на..турс1.J1ьные '-iИ.t.:Jla.. rn 1 п и. l. Ка..ждо~ и.з эти.х 

'-iи.CeJ1 мuжно ра..ЗJюжить на.. произведение простых '-iИC~I и пред

ста..вить в виде 

'((' = ptxl p(Xk 'f' = pfjl pfjk l = p' l р'" 
" 1 ·•• f,;;1" l"'f,;;1 l·••f,;;, 

1',LJ,e на.бор проt.:тых '!И.Сед р1 1 ••• 7 Pk выбра..н оди.на..ковым ддл 

всех трех '-iИ.С~1, а.. некотuрые и.з нока..За..тедеЙ U'i, f:Ji и. ri 7 i = 11 k, 
MUl'Y'l' быть ра..вными. нудю. To1',LJ,a.. ддя. '-iи.t.:ед rn и. п и.меем 

Та..ким обра..Зом, а..сt.:оци.а..ти.вноt.:ть онера..ци.и. НОК t.:води.тсл к 

а..СL:ОЦИа..ТИВliОt.:ТИ опера..ци.и Пlа..Х ВЫ'iИt.:Jlенил На..и.бодьшего И.3 

двух на..турс1.J1ыiых '-!и.сед. Асt.:оциа..ти.вноt.:ть 11оt.:J1едней вытека..ет 

и.з О'-iевидно1'O тождеt.:тва.. rпа..х(и,п1а..х(Ь,с)) = 1па..х(п1а..х (и 1 Ь) , с), 

верно1'О ДJlЛ дюбых '-iИt.:Е:"д и, Ь и. с. 

llоскодьку HOK(n,rn) = НОК(rп,п), ош:~ра..цил НОК комму

та..ти.вна.., а.. Та.К Ка.К ,LJ,дЯ. дюбОl 'О lia..Ty pa.J1Ьli01 '0 '-iИ.CJla.. t.:Нра..ведди.во 

ра..венство НОК(п, п) = п, то онера..ци.л и.демнотентна... 
в. Ад1·ебра.. (N, НОД), 1·де НОД - онера..цил ВЫ'-iИL:дения. на..и

бодьше1'О обще~ ·о деди.тед.н двух цедых '-iи.сед , та..кже я.вдя.етt.:л 

ноду решеткой. # 



2.2. l 'ру1111ои.АЫ, 11uлугру1111ы, гру1шы 125 

Гру ннuи.д g = ( G 1 ·) tiсtЗЫ!::$а.Ют -группой1 t;t.:ди. uнt;раци.я at.:

L:oци.a·1'И.J::$lia., L:ущеL:'1'!::$ует liеЙтршrьtiыЙ эдемеliт ( еди.tiи.ца) 1 от-
G 

u 

liOL:И.Tt;llЬJ:iO УМtiОЖеtiИ.Л И. Д/lЯ: каждо1 'О Х с t.:ущеt.:твует Та.КОИ 

эдемеtlт х' Е: G 1 tiсtЗЫ!::$а.емый обратпы.м к х 1 '-iTO х · х' = х' · х = 1. 
I'аки.м образом, l 'PY 1111а - это шп 'ебра g = ( G, ·), в которой 

ДJIЯ. J::$L:ex а1 ь1 (.; С G J::$Ыll0JltiЯ.eтt.:я. paвetiL:TJ::$0 U • ( Ь • с;) = ( (.(, • Ь) • (.;1 

t.:ущеt.:'1'!::$у ет eди.tit.:TJ::$etltiЫЙ эдемеtiт 1 Е: G 1 такuй1 '-!ТО а · 1 = 1 · 
а= а ддл дюбо1'О а Е G, и. ддл каждо1'О а Е G L:ущеL:твует такой 

эдемеtiт а', '-iTO а · а' = а' · а = 1. Kopo'-ie l 'О!::$Оря., I 'PY 1111а - это 
моtiои.д, в котором ддл каждо1'0 эдемеtiта t.:у щеt.:твует обратtiыЙ 

эдемеtlт. 

Отмети.м1 '-!ТО задать I'рунну как шн,ебру можtiо tlе t.:кодьки.

ми. t.:ноt.:обами. 1::$ 3а.J::$и.t.:и.моL:ти. от t.:OCTa.J::$a. онераций, J::$KдIO'--leнtiыx 

В L:И.l'tia.Typy . 

tlо-нервых, в t.:И.l'tia.тypy может быть вкдю'iеtiа eди.tit.:твetitiё:\JI 

би.нарtiая: онерацил. Н этом t.:дy'--lae ни.шут g = ( G, •) , а вt.:е 

t.:воиства онераци.и. ОНИ.L:ЫВа.Ю'l' ДOHOJltiИ.Tt;llЬtiO. 

Но-вторых, в t.:И.l'tia.тypy может быть вкдю'iеtiа tiyдьaptia.Л 

uперацил - tlt;Йтршrьный эJшме!lт грунны. tl этuм L:Jiy'iae 

ни.шут g = ( G 1 • 1 1) и донодни.тедьно указывают L:ущеt.:твовани.е 

uбратнuгu эдемеtlта uтtiut.:итeJlЬllU бинарнuй uнераци.и. ддл вt.:ех 

эJrементов ноt.:ИТt;1IЛ. 

Третий сноrоб задаliил 1'ру1п1ы как шн'ебры вытекает из 
u 

L:Jшдующеи теоремы. 

Теорема 2.1. Н J1юбой 1'ру1п1е g = (G,·) ддл каждо1'0 а Е G 
элемент, uбратliыЙ к а 1 еди.нt.:тве1н1ый. 

• Пуt.:ть в группе ( G, ·) t.: единицей 1 ддл некоторuго а t.:ущеt.:тву
ют Д!::$а. эдемеtlта а' и. а'\ uбpa·1'tlЫX к а. Tu1 'да а' = а' · 1 1::$ t.:и.ду 

t.:войrтва едиliи.цы. Так как 1 =а· а", то а' =а'· (а · а") . Иrнодь

зуя at.:L:UЦИ.a.'J'И.BliUL:TЬ И У'-iИ.ТЫВая:1 'iTU а' - ЭдеМеliТ1 uбра.ТliЫЙ 

К а, НОду'--lИ.М 

' ( ") ( ' ) " 1 " " а· а · а = а · а ·а = · а =а. • 
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Eди.1:iL:твeJ:iJ:iOL:ть ддл каждо1'0 эдемеl:iта и oбpaтJ:iOl'O эдемеl:i

·га а' 1'ру1111ы g 11озвою'1е·1, обозна'--iать е1'0 как а-1 и. ош~раци.ю 
- 1: а г---+ а-1 вьгIИL:Jшнил (и.ли взлтил) обратного элемента ввеL:ти 
в ~..;и.1'1:iатуру 1-ру1111ы. Таки.м образом, 1-ру1111у можно ра~..;~..;ма

три.вать и. как аJН'ебру g = (G, ·, - 1, 1) 1 i..;и.1'1:ictтypa которой 
L:о~..;тои.т из бинарной онераци.и. умножени.я.1 унарной 01шраци.и. 
взлти.л обратно~ 'О эдемента и. нудьарной онераци.и. - еди.ни.цы 

1-ру1111ы (нейтраJ1ьно1'0 эдемента). 

Н дсl..!1ьнейшем в зави.~..;и.мо~..;ти. от контекL:та будем и.L:нодьзо

вать в~..;е указанные вари.аl:iты задаl:iи.л 1 'ру1111ы. 

Среди групп также выделлют те, бинарнал операцил в ко

торых коммутати.в!:iа, - ко.м,.м,утативпые ( абе.л,евы*) -груп
пы. Н коммутсt'l'И.ВJ:iЫХ 11оду1'ру1111ах и. 1'ру1111ах би.1:iар!:iую оне

раци.ю ча~..;то обозначают знаком + и. 1:iазьшают с.л,ожепие.м. 
YмeL:тJ:io здеL:ь рас~..;мотреть вонроL: о двух формах зани.~..;и. 

би.1:iар!:iоЙ 011ераци.и. 1'ру1111ы. Н аддитивпой записи 011ераци.и. 

ее обОЗJ:iа'--iают ЗJ:iаком +' J:ieЙ'l'PaJlbJ:iЫЙ эдемеJ:iТ - ЗJ:iаком о' а 

элеме1г:г , обратиый к а огио~..;и.тедыrо операции. +, запи.~..;ывают 
в в.и.де -а, J:iазывал е1'0 нри. этом nроrпивоnо.л,ожпы.м, к а. 

Н .м,у.л,1>тиn.л,икативпой заnис·и онераци.ю обозl:iа'--iают 

зиаком · ней1ч)с:1..J1ьиый эдемент - зиаком 1 а эдемент обr)ат-
' t" ' ' t" 

иый к а, запи.~..;ываюг в виде а - l . В этом ~..;дуч:ае би.RарRую опе-
раци.ю 1'ру1111ы '--!а~..;то называют у.мпожепие.м, (также у.м,Н,а

же,,.,,ие.м, -груnnы иди. -груnnавы.м, у.мпаже,,.,,ие.м), а эдемеl:iт 

а· Ь, как 11равюю за11и.сываемый в в.и.де аЬ1 - nраизведепие.м, 

эдементов а и Ь. 

Н с:1..J11 'ебраи. '--!е~..;кой ди.терату ре ~..;Jюжи.да~..;ь тaкclJl тради.ци.л, 

что сtддити.внал з1:t11и.сь и.L:11одьзуетсл 11реи.мущественно ддл ком

мутсtти.вных l'PY 1111. llоскОJ1ьку одним из L:а.Мых 11ро~..;тых, р1:tс-

11ростр1:tненных и. вме~..;те i..; тем всtжных 11ри.меров коммутсtтив
J:iОЙ 1'ру1111ы ~..;дужи.т адди.ти.ВJ:iаJl 1'ру1111а Ц{;J1ых чи.1.,;{;J1, то обозш:1,-

V V 

'--iени.я. и. терми.ны ддл 11рои.зводьJ:iОИ адди.ти.вl:iо зани.~..;ываемои 

комму та'l'И.ВJ:iОЙ l 'PY 1111ы ,, ~..;ко11и.рова.J:iЫ ;~ с терми.J:iОВ ддя: l 'PY 1111ы 

"Н. Абедь (18U2- 1829) - 1юрвежt.:ки.Й: ма.1.,емсtти:к . 
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( Z, +, U). Atto..JIOl 'И. 'ittU му дь1'и.11ди.ка1·и.вttа.н зани.<..:ь нрuи.звuдь
нuй грунны " нuзаим<..:твuваttа ~' у мудьти.нли.кати.вных. грунн pa
ци.utto..J1ьttыx. и. веще<..:твеttttых 'iи.<..:ед . 

Пример 2.9. а. Аш,ебра (Z, +) - коммутати.вная: 1'ру11на1 
но<..:кодьку tta мttоже<..:тве цt:;11ых 'iи.<..:ед онераци.я. t.:Jюжеttи.я: а<..: <..:о

ци.ати.вttа и. коммутати.вttа, 'iИ.t.:JIO U е<..:ть 1tейтро..J1ьttыЙ ЭJШмett'l', и. 

для: каждо1'0 цt:;1101'0 'iИ.<..:да п <..:уще<..:т!3ует обратный нu t.:Jюжени.ю 

эдемент, а и.менно 'iИ.t.:JIO -п, 11роти.130110Jюжное п. J:>а<..: <..:матри.!3а

емую группу tlо..Зывают адд,итивной zpynnoй це.лых 'Ч-'исе.л. 

б. Множеt.:т!3о 13<..:ех б'иеr,;'1.fий J1екоторо1.'о мtlожеt.:т!3а А tla <..:ебя. 
<..: онераци.ей комнози.ци.и. отображеtlи.Й е<..:ть 1.'ру1п1а. 

Это <..:дедует и.з тu1.'о , 'iTU комнози.ци.я. двух би.екци.Й е<..:ть 

би.екци.я:, онераци.я: комнози.ци.и. а<..:<..:оци.ати.!3tlа, ее нейтро..JlЬJ:iЫЙ 

элемент - тождеt.:'l'!3енное отображеtlи.е idл - е<..:ть би.екци.я:, 

ддя: 13<..:я:кой би.екци.и. f'; А ➔ А отображени.е j'-1
1 обратное би.ек

ции f', опредедено, я:вля:ет<..:я: биекцией и выполнены равен<..:тва 

j' ~ j'- 1 = j" - 1 ~ j' = idл. 
Эту 1.·ру1111у назы13ают симметри'Чtеской zpynnoй мно

жества А, а в том <..:лу'iае, когда мllожеt.:тво А кoнe'illO, -
zpynnoй nодстанов ок множе<..:тва А. Еt.:ли. множе<..:тво А <..:о

<..:тои. т и.з п эдементuв1 группу п.uд<..:таtlовuк этогu мнuже<..:тва 

называют также симметрu'Ч-еской zpynnoй степени п иди 

ё,руппий nuдcrnunm:НJK п-й crnenen'U и. обозна'iают Sn ( <..:м. нри.
мер 2.lU). 

в. Ад1•ебры (Q\ {U}, -) и. (!R \ {U}, ·) еt.:'1ъ коммутати.вttые 

1.·ру1111ы. Их назы13ают му.льтиn.ликативной zpynnoй ра

циона.льных 'Ч-исе.л и. му.льтиn.ликативной zpynnoй дей

с"~вите.льных 'Ч-исе.л <..:оот!3етt.:т!3енtlо. Н каждой и.з tlи.x ч:и.

t.:Jю l et.:'l'Ь 1tеЙтро..J1ьttыЙ эJшмеtlт ( еди.ttи.ца) 1.·ру 1111ы, а обрат

ttыЙ к 'iИ.t.:J1y х 110 онераци.и. у мttuжettи..н эдемеttт х-1 е<..:ть 'iИ.t.:JIO 
х-1 = 1/х. 

г. Ддл нрои.3!3ОдЬJ:iО фи.к<..:и.ро!3аНtlОl 'О множеt.:т!3а А ра<..:<..:мо

три.м о..JП ·ебру ( 2А 1 6), 1 ·де 6 - онераци.я. !3Ы 'iИ.t.:J1ettю1 C:'Uммe
rnP'U'Ч,ec:r.:uй рUЗ'Н,ИС:m 'U мпижес:rпв. Ош~раци.я: 6 а<..:<..:оци.ати.!3tlа и. 
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комму тсL1·и.tнiё1.. ( t.:м. 1.1). Дш1 дюбо1 ·о Х С А и.меем Х 6 е = Х. 
Кроме того, Х = У тогдс1, и. тодько т·огдс1,1 ко1'дс1, Х 6 У = е. llо
этому ё:\,JП'ебрс1, ( zA 1 6) лы1ле·1тл с1,б~rевой 1·ру1111ой, в которой 
ксLждый ЭJшмент обра.'1'ен t.:ёLM t.:ебе, ёL нейтрё:\,J1ьный эдемент -
нуt.:тое Ml:iOЖeL:Тl:IO. 

д. 1--'ёLt.:t.:мотри.м ё:\,JП'ебру zt = ({01 l, ... , k-1}, ®k), в кото
рой 011ерс1,ци.л E&k ( с.л,ожения по .м,оду.л,ю k) онределле·гt.:л тс1,к: 

для. любых двух rn и. п 'iИ.t.:JIO rn ®k п, ш:1зывс1,емое су.м,.м,ой 'iИ.t.:~1 

rn и. п по .м,оду.л,ю k, рс1,вно оt.:тс1,тку от делени.л с1,ри.фмети. 'iе

t.:кой t.:уммы rn + п на k. Можно проверить, "!ТО этс1, ё:\,Jiгебра 

лВJrлетt.:л коммутс1,ти.вной 1'рун11ой. J:i:.e Нёl..ЗЫВёl..ЮТ' адд·итп·ивной 
-группой вь~-четов по моду.л,ю k. Нейтрё:\,J1ьным элементом 

t:.11ужи.т 'iИ.t.:JIO О, а, обра,тным к 'iЮ;ду п будет k - п, 11оt.:кОJ1ьку 

п ®k (k - п) = 0. 
е. Множеt.:тво вL:ех невырожденных (т.е. и.меющи.х ненуде

вой 011ред~1и.тедь) 'iИ.t:.IIOBЫX КВёLДрёLТl:iЫХ матри.ц аорлдкёL '!/, (; 

онерсLци.ей у множени.л мсLтри.ц лвдлетt.:л l'PY 111шй. Дейt.:тви.т~1ь
но, нрои.зведени.е двух невырожденных ма,три.ц t.:нова, еL:1ъ 1:iевы

рожденна,л ма,три.ца, [III]; едини.'iнёLл ма,три.ца, норлдка, п l:iевы
рuжденнс1,л, и. ма,т•ри.ца,, обра,тнёLЛ к невырожде.1:iной, та,кже лвдл

етt.:я. невырожденной. Эту 1'ру1111у будем обознёL'iёLТЬ Мп. # 

Из pё1..t.:L:мoтpe!:il:iЫX 'iетырех ви.дов ё:\,JН'ебр - 1·ру1111ои.дс1,1 
нолу 1·ру нны, монои.дс1, и. 1·ру1111ы - 11оt:.11еднлл обдс1,дс1,ет 1:iёLи.бодее 

и.нтереt.:ными. t.:воЙL:тва,ми.. Изу'iи.м бодее нодробно онерацию 

вы 'iИ.L:дени.л обра,тно1 ·о элемента,. 

Теорема 2.2. llуеть g = ( G, ·) - 1·ру1111а,. Длл дюбых эле

ментов и, Ь Е G верны тождеt.:тва, 

( ь)-l _ ь-l - l 
U · - · U , ( - l)- l 

и = и. 

• l:3 t.:и.ду ёLt.:t.:OЦИ.ёLTИ.Bl:iOt.:TИ. YMl:iOЖel:iИ.Я. l'ру1111ы и.меем 
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Ис.;11одьзул еще рс\.3 1::1.,с.;с.;оци.1;1..ти.внос.;ть, 011редедени.е :эдемент1::1.,, 

обр1::1.,тно1 'о к д1::1.,нному 1 и. с.;войс.;тв1::1., еди.ни.цы, 11оду 'i:И.М 

(( ь) b- l) - l (Ь ь- l) - l - l 1 а · · ·а =а· · ·а =а·а = . 

Ита.к, (а · Ь) · (ь- 1 · а- 1 ) = 1. 'l'O'iHO Та.К же ДОКс\ЗЬlВа.етс.;л, 'iTO 
( ь- 1 . а - l) ( U, . ь) = 1. llо:этому :ЭJН:~мент ь- 1 . а -l лвдлетс.;л обра.т

ным к :эдементу а• Ь. Со1'дс1,с.;но теореме 2.1 , обра.тный :эдемент 
еди.нс.;твенныЙ:, И. 110:ЭТОМУ (а· b) - l = ь-l · U,- l . 1:3торое И.3 ДОКс\ЗЬl
Ва,еМЫХ р1::1.,венс.;тв с.;Jшдует не11ос.;редс.;твенно и.з 011реде1шни.л :ЭJШ

мент1::1.,1 обр1::1.,тно1'О к да.нному. Дейс.;тви.те11ьно1 011редедени.е :ЭJШ
мент1::1., а- 1 , обр1::1.,тно1'0 к а, р1::1.,венс.;твом а-1 •а= а• а- 1 = 1 можно 
р1::1.,с.;с.;м1::1.,три.в1::1.,ть к1;1..к 011реде11tши.е ( а - l )-1 - обр1::1.,тно1 'О :эдемент1::1., 
к а- 1 , которым лвдю~'1тл, с.;01'дс1,с.;но :эти.м рс1,венс.;твс1,м1 :эдемент а . 
.l:3 с.;и.лу теоремы 2.1 он е,цинс.;твеJ:1ный, т.е. а = (а-1 )- 1. • 

Та.ки.м обрс\Зом, мы у<..:та.нови.ди., 'iTO :эдемент, обра.тный 

к нроизве,цению а • Ь, ра.вен ь- 1 • а-1 , а. :элемент, обра.тный к 
:эдементу, обр1::1.,т'ному к а, р1::1.,вен а. 

Теорема 2.3. 1:3 дюбой 1'ру1111е g = (G, •, 1) <..:11рс1,веддивы 

.левый и правый закопы сокращеn'ия: е<..:J1:и. а· х = а · у, то 

х = у , и. ес.;ди. х ·а= у· а, то х = у . 

• llу <..:ть а · х = а · у. У множа.Я. обе 'ia,(.; l'И. :это1'0 р1::1.,венс.;тв1::1., с.;Jшв1::1., 

на. :эдемент а - l , 11оду 'iа.ем 

а- 1 ·(а · х) = а-1 ·(а· у) . 

Н <..:и.лу 1::1.,<..:<..:оци1::1.,тив1Iо<..:ти групповой опер1::1.,ции. по<..:ледtlее р1::1.,веti

<..:тво можно 31::1.,11:И.(.;с\,'lЪ Та,К: 

( а - l · а) · х = ( а - l · а) · у. 

По<..:кольку а-1 ·а = 1, го 1 · х = 1 · у , откуда. х = у. Тем с.;с1,мым 
дока,31::1.,ti девый 31::1.,кoti <..:окр1::1.,щеt1:и.л. Ана,JЮl'И. 'iHO докс\Зыв1::1.,ет<..:я. и. 

11р1::1.,вый 31::1.,кон. • 
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ПуL:ть g = (G, ·, 1) - 1·ру11ш:1.,, u,, Ь - фи.кL:и.puвcLtltlыe эде

менгы G. i->сLL:L:могри.м 3ёLДёL'iУ решеt1и.я: у рёLвtlени.й 

х·а = Ь 

(2.1) 

(2.2) 

в 1·ру1111е g, т.е. 11uи.L:кcL вL:ех тсLки.х эдемеt1тuв х Е: G, дш1 кuтuрых 
ypcLвtletlи.e (2.1) (иди. (2.2)) 11реврсLщсLетL:я: в тождеL:твu. 

Теорема 2.4. Н дюбuй 1·ру111ш g урсLвt1еt1и.я. ви.дёL (2.1) и. 

(2.2) имеют решеt1и.я:, и. 11ри.тuм еди.t1L:твеt1t1ые. 

• ПuксLжем, 'iTU х = а-1 • Ь еL:ть решеt1и.е (2.1). ДейL:тви.тедьtlu, 
u,· (u,-1 ·Ь) = (а·а-1 ·Ь) = Ь. 

ДuксLжем еди.нL:твенноL:ть решени.л. lly L:ть ддл фи.кL:и.ровсLн

ных а И. Ь И. некUТОJ.)O1'O Х BЫllOдtletlO равенL:ТВО а· Х = ь. ./:3 
грунне для: любuгu а L:y щеL:твует и. UДtlU3tlёL'-ш:u uнpeдeJШtl ЭJiе

мент а - 1, обра.тный к а. Умножив tla. t1e1 ·o обе 'iа.L:ти. ра.венL:тва, 
ноду'iи.м а- 1 · (а· х) = а- 1 · Ь. Н L:и.ду а.L:t.;оци.с1..ти.вноL:ти. 11реобра

зуем ноt.;Jrеднее равенL:тво к виду (а-1 •а)• х = а- 1 • Ь. llо<.;кодьку 
а- 1 ·а = 1, то 1 · х = а-1 · Ь, откуда. х = а-1 · Ь. Это решеtlи.е 
еди.нL:твенное в <.;иду еди.нL:твеtltlОL:ти. обрс1..тно1 ·о элемента.. 

Анадо1 ·и. 'itlO из х · а = Ь ноду 'iёLем х = Ь · а - l, и. это решеtlи.е 
также eди.tl<.;твetltlOe. • 

Замечание. llpи. и.L:11одьзова.tlи.и. а.дди.ти.вtluЙ за11и.L:и. O11ера.

ци.и. ддл коммута.ти.вной 1 ·ру1111ы g = ( G, +, О) оба. tlёL11и. <.;а.нt1ых 

выше ура.внени.я. L:водят<.;я. к одному; 

И, + :I.; = Ь, 

а. е1·O решеtlи.е еL:'1ъ х = Ь+ (-а). llравую 'iа<.;ть это1·O равеtl<.;'1•ва. 

в коммута.ти.вной 1·ру1111е tlёL3ыва.ют разНtостью эдементов Ь 

и. а и. oб3tiёL'iёLIOт Ь - а. Са.му же онера.ци.ю, L:O11O<.;таВJrлющую 

упорлдо'Iенной паре ( а, Ь) JJёL3HOL:TЬ Ь - а, НёLЗыва.ют опера.цией 

вь~'Ч'UmаНtu.я. С у 'iетом введеtlных обuзна.'iеtlи.Й решеtlи.е ypa.в

tletlи.я: в коммута.ти.в.ной 1·ру111ш можt1O з,ы1и.L:ать так; х = Ь- а. 
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Н cдy'-icte коммутсtтивной 1'µу1111ы нµи унотµебдении для. би

нсtµной онеµсtции му дьтиш1иксt'1'ивной зсtниt;и µешенил обоих 

уµсtвнений имеют вид х = Ь · а-1 . Ныµсtжение Ь · а-1 в комму
тu.тивной 1 'I->Y lllle lict3ЫBciIOT 'Частпы.м от де.л,е'Н, 'U.Я, ь lia, а и 

обознсt'-iсtют !?.. ( иди Ь /а) , ct t;ctмy онеµсtцию нсtзывсtЮ'l' онеµсtцией 
и 

де.л,ен,и.я,. 1-'ешение у µсtвненил в этом еду '-icte зсtнисывсtют в виде 

х = !?.. ( иди х = Ь /а) . 
и 

Пример 2.10. 1-'ctt;t;MO'l'l->ИM 1'µу1111у нодt;тсtновок п-и t;те

нени Sn вt;ех биекций п-эдементliОl'О Mlioжet;твct {l , 2, . .. , п}. 
llµоизводьliу ю биекцию и- из Sn oбы'-iliO зсtнисьшсtют в виде 

2 п) 
СХп ' 

обознсt'-iШi тем t;сtмым, '-iTO обµа,3 1 ( нµи отобµсtжении и-) есть 
сх1, обµа,3 2 есть сх2, ... , обµа,3 п еt;ть СХп . Ниекци.ю множествсt 

{ 1, ... , п} lict t;ебл liсt3ывсtют nudcmunuf>ri::uй этОL'О мliожествсt. 

lloдcтctlioвкy, котоµсtл отобµсtжсtет сх1 в сх2, сх2 в сх:3, .. . , CXk-L 

в cxk, ct cxk в сх1, 1 'де l ~ сх1, cxi, ... , сх1,; ~ п и все C.Xj 110ш1µно µсtз

ди'-iны1 ct вt;е эдемеliты, отди '-iliыe от сх 1, ... , сх1,;, отобµсtжсtютt;л 

t;сtми в t;ебл, на,3ывсLЮт цик.л,о.м ддины k и зсtни.сывсtют ее в виде 
(сх1 cxi . .. сх1,;). Нu.нµимеµ, нодl:тсtновку из 1'µу1111ы S4 

2 
2 

можно 3ctllИ(.;ciTЬ в виде (13 4). 

3 
4 

Цикл длины 2 н:сt3ывсtют rприн.,с11,из·и'и/lМ:й. Тµсtн:t;нО3ицил 

11µeдt;'l'ctill1лeт тсtкое отобµсtжеliие MliOЖet;'l'Bct { 1, ... , п} в t;ебл, 
пµи котоµом двсt эдемеliтсt менлютt;л меt;тu.ми, u. Оt;то..11ьные 

0(.;ТсiЮТ<..:Л Hct (.;ВОИХ мet;TcLX. Тсtк, llOJLHcLЛ 3сLНИ(.;Ь тµсtН(.;1103ИЦИИ 

(3 4) в S4 будет иметь вид 

с 
2 
2 

3 
4 1) · 
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2 п) 
СХп i 

еL:ть llOД(.;'l'cbliOBKc:\., KOl'OpM отобрс:\.жс:\.ет а1 в 1, ai в 21 ... СХп в 
п. Отметим1 'iTO 11ри 3с:\.11Иt;И обрс:\.ТliОЙ НОДt;Тс:\.liОвки ЭJШМеliты 
нервой t;троки тем не менее 3с:\.11ИL:Ывс:\.ютL:л в обы'iном норлдке: 

11 ... 1 п. 

Н l'py1111e S'J решим t;дедующее урс:\.ВНение; 

(~ 2 
1 

:.>Х:.> 3) (1 
2 2 

2 
3 

3) = (1 
1 3 

2 
2 

Умliожив обе 'ic:\.t;'l'И у pc:\.вlieliия. t;JШBc:\. lic:\. 

е 
2 3)-1 (~ 2 3) 
1 2 3 1 ' 

подуч:им 

Хос 2 3) = (1 2 3) 
2 3 1 2 1 3 . 

3) 1 . 

Дс:\.Jше, у МliОЖИВ 11оду '1e1i1iOe у pc:\.B1ie1iиe r;11рс:\.ва 1ic:\. 

е 
2 3)-l = (1 2 3) 
3 1 3 1 2 

OK01i 'iаТедЬ1iО llOдy 'iИМ 

Х = О 2 ;) = (2 3). # 3 

Н ноду 1 'РУ 1111е в общем t;ду 'ic:\.e закоliы L:окрс:\.Щеliил и рс:\.3ре
шимоL:ть урс:\.вне1iиЙ тина (2.1) и (2.2) мо1'ут не иметь меr;та. 
Например, в подугруппе КВс:\.Дрс:\.ГНЬIХ Мс:\.Гриц фИКL:ИрОВс:\.ННОГО 

V 

норлдка L: онерс:\.циеи у м1iоже1iия: матриц из мс:\.три 'iliOl 'O paвeli-
L:TBc:\. АХ= АУ I вообще l'Оворл, lie r;дедует, 'iTO Х =У. Это 
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можно утвеrждать JlИ.ШЬ Ll,l)И. ДOLlOJlHИ.TeJlЬHOM 11,l)ед,НОJЮЖени.и.7 

'iTO det А I О. Можно д,ока.зать, 'iTO в t.:вободном моноиде, 

ноrожд,енном некотоrым коне'iным множеt.:твом1 оба 3акона 

t;ОК,l)ащени.л t.:11,l)авtщди.вы, но ни.каких обrатных элементов не 

t;ущеt.:твует . 

Н 11оду1·rун11е можно умножать любой эдемент и t.:ам на t;ебл1 
11rи.L1ем в t.:илу аt.:t.:оциати.вноt.:ти. онеrации 11оду1·rу1111ы элемент 

и· и· ... · и онrеделен од,но3на'iнО. Этот эдемент на.зывают п-й 
~ 

п µм 

стеnепью э.л.емепта и и. обо3на'iают ип. llrи. этом а 1 = и 7 
u,n =и. u,n- 1 , п = 2, 31 ... 

Н моноиде вводлт также нулевую t;тенень элемента, нолагая: 

u0 = 1. 
Et.:Jrи ( А, ·, 1) - I 'I->Y нна, то можно ввеt.:ти и отrи.ца'l'еJiьные 

t;тенени элемента t.:Ol'Jiat.:нo rавенt;тву и-п = (u- 1 )п, 'n = 1, 2, .. . 
De3 дока.затедьt.:тва t.:фоrмудиrуем утвеrжденил о t;войt.:твах 

V 

t;тененеи. 

Теорема 2.5. Ддл дюбой 11оду1',l)у1111ы 

( и'п )п = u,mn ('Гn, п Е: N) . 

Теорема 2.6. Длл любой I',l)y1111ы а-п = (ип)-1 (п Е: N), 

Определение 2.4. 1lоду1·rунну (в 'iat.:'l'HOt;ти., I',l)y1111y) (А,·) 
на.зывают цик.л,и'ч.еской, et.:Jrи t.:ущеt.:твует такой элемент и, 

'iTO дюбой эдемент х 11оду1·rу1111ы лВ.11летt.:л некотоrой (цедой) 

t;тененью эдемента. и. Элемент и на.зывсt.ют образующ'и.м, 

э.л.емептпом no.л.yzpynnы ( zpynnы). 

Пример 2.11. а. Подугrуппа. (No, +, О) цикди'iеt;ксt.л, t; 
обrа.зующи.м эдементом 1. llrи. сt.д,д,и.ти.вной 3а.ни.t;и. би.на.rной 

онеrа.ции во3вед,ение элемента. и в 110Jюжитед.ьную t;·генень п 

еt.:ть t.:умма. п этих эдементов, и это за.ни.t.:ывсt.ют п · и (иди пи, 

бе3 3нака у множени.л). 

б. l'ry Lllla. (tZ,, +, О) тсt.кже ЦИ.КJ!И. 'iet.:Ka.Л. Дш-1 нее обrа.зую

щи.ми. эдементами. мо1·ут быть 1 и -1. Раt.:t.:мотrим эдемент 1. 
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Тu1·да U · 1 = U, п · 1 = 1 + ... + 1 = п (п > О) и. ( - 1) · 1 = - 1, ..._....,,._.,. 
п pct.J 

( -п) • 1 = п • ( -1) = ( -1) + ... + ( -1) = -п (п > О). 

п pct.J 

Ес.:ли. в ка'iес.:тве образующе1'0 взлть ЭJШМеliт - 1, то U · (- 1) = 
= u' отри.цатедЬliЫе цедые 'iИL:Jla. ноду 'iа.ЮТСЛ как ll0JI0ЖИ.TeJIЬ

liЫe t.:тенеliи. 1• - 1 а нuлuжи.тедьliые - как uтни.цатедьliые 
" ' l' 

,, t.:тепеllи "' -1. Например, (-2) • (-1) = 2, 4 • (-1) = -4. 
в. l'py1111a (Z3, ®3, U) вы'iетuв но мuдулю 3 ци.кди.'iеt.:кал, 

нри. 'iем любой ее lieliyJieвoй элемеliт лВJ1лет(.;л образующи.м. 

ДеЙL:тви.тедьliо, для. 1 и.меем 1 ®31 = 2, 1 ®3 1 ®31 = О, а для. 2 
НОду 'iИ.М i~ = 2 ®3 2 = 1, 2 ®3 2 ®3 2 = 0. # 

Изу'iи.м 11uдpoбtlee t.:тpoetlи.e кotle'itlЫX ци.кди.'iеt.:ки.х 1·ру1111, 

и.t.:нользуя. му.11ьти.ш1и.кати.вliую зани.t.:ь би.liaplioЙ 011ераци.и.. На

номliи.м, '!ТО КU'Н,еч,'Н,ая адё,ебра ( коnе'Ч,nа..я ~pynna, в L1aL:тlio

c.:ти) - это о,JП 'ебра, tlО(.;ИТедь которой - K0lie'ili0e Mli0Жtt;TB0. 

П ор..ядком коnе'Чnой ~руппы, liазывают коди'iеt.:тво эле-
V 

меtlтов в этои 1·ру1111е. 

Так, tlанри.мер, адди.ти.вtlал 1·ру1111а вы'iетов 110 модулю k 
и.меет 11ор}lдок k. Си.мметри.'iеt.:кая: 1·ру1111а t.:тe11etlи. п, т.е. 

1'ру1111а 11одt.:·1'аtlовок Sn, и.меет 11оря:док п!. Му.11ьти.ш1и.кати.вtlал 
l'рунна BЫ'itTOB 110 модулю Р, l'де р - 1Ip0(.;TOe 'iИ.t.:JIO, и.меет 

11оря.док р - 1. 
Порядок э.л,е.м,епта а цикди'iес.:кой 1'ру1п1ы - это liа.и.

меtlьшее 11uJюжитeJ1ьtlue п, такuе, 'iTU ап = 1. 

Теорема 2. 7. llоря.док образующе1·0 ЭJ1eмetl·1·a кulie'iliOЙ 
V V 

ци.кди'iеL:кои 1 'РУ 1111ы paвeli норлдку t.:амои 1 'РУ 1111ы. 

• llуеть g = (G, •, 1) - кolieLiliM цикди'iе(.;кал 1'рун11а с; обра

зующи.м ЭJitMtliTOM а И n > 0 - поря.док ЭТU1'0 ЭJltMtli'Лt. 

1'01-да B(.;t t; 'I'tШ:~liи au = 1, а1 = а, .. . , an- l 11011aplio раздИ'iliЫ. 
Дейt.:г.вигельно, tt.:JIИ ak: = at, О < l < k < п, то ak:- t = ak:+(-t) = 
= ak:a- l = ala- r = at- l = 1. llо(.;кольку k - l < п, нoдy'itlio нро
тиворе'iие <.; выбором п как норлдксt. ЭJШMtliтct. а (и.бо lict.Йдetlct. 
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t.:тенень, меньша.л п, нµи. возведении. в котоµую эдемента. и 110-

дуч:итL:л !::\циница.). 

0L:ТШЮL:Ь ДОЮ:Ыа.ть, 'iTO JIЮба.Я. (.;'l'~Ш:~НЬ ЭJI~M~HTa. и нµи.на.д

дежи.т множеt.:тву {1, и, ... , un- l }. Ддя. дюбо1·0 цедОI'О rn L:уще
L:твуют та.кж~ це.11ые п, k 1 та.кие, ч:то rn = kn + ч1 I'де ч - це.1юе 

и О ~ Ч < п. Тоt'Да. urn = иk:п+ч = uk:n · иЧ = (un)k: · иЧ = 1 • иЧ = 
= иЧ Е: {1, и, ... , un-l }. llоt.:кодьку кu.ждый эдемеliт 1'µу1п1ы g 
еL:ть некотоµа.11 L:тенень эдемента. и, то G = { 1, и , ... , un- l} и. 
ноµадок 1·µу1111ы µа.вен ·п. • 

Из дока.3а.нной теоµемы с.;шщует, 'iTO в беt.:коне'iной ци.кди. 'iе

L:кой 1·µу1п1~ н~ L:УЩ~L:тву~т T'a.KOI'O 'n > О, 'iTO ддл обµа.зующ~го 

ЭJieмeHl'o, и 1·µу llllЫ BЫllOJIHЛeTL:Л µа.венL:ТВО ип = 1. 

2.3. Кольца, тела, поля 

Определение 2.5. К о.л.r,цо.м на.3ывu.ют UЛё,f;.бру 

CUё-'Н,U'rnypa котоµой с.;оt.:то11т 113 двух б·u'Н,Uр'Н,ЫХ 11 двух 'Н,улr-:,ар'Н,ЫХ 

U'fl,f;.pU'ЦUU, llf)И. ч:ем ДJlЯ. дюбых и, ь7 (; С R BЬlllOJlHЛIOTL:Я. µu.венt.:·1·ва: 

l) и + (Ь+с) = (и +Ь) +с; 
2) и + Ь = Ь + и; 
3) и + О=и; 
4) ДJIЛ ксtжд,01·0 и Е: R с.;ущес.;твует эдемент и'~ тu.кои, ч:то 

и+и' = О; 
5) и · ( Ь · с) = ( и · Ь) · с; 
б) и· 1 = 1 ·и= и; 
7) и· (Ь + с) = и · Ь +и· с, (Ь +с)· и = Ь ·и+ с· и. 
Онеµа.ци.ю + на.3ывают с.л.ожепие.м ко.л.r:.ца, 011еµсtцию · -

у.мпожепие.м ко.л.r,ца1 эдемеliт О - пу.л.е.м ко.л.r:.ца, эдемент 

1 - едипицей ко.л.r:.ца. 

_l->а.венt.:тва. 1-7, ука.3а.нные в 011µеде.11ении, на.3ыва.ют акси
ома.ми ко.л.оца. _l->а.L:t.:мо·1·µи.м эти. µа.венL:тва. с.; то'iки. зµени.л 

11ошrт11л ё-руппы 11 мuН,u·uda. 



130 2. AJll 'l!JHl:Ъl: 1 'J>YllllЫ И KUJlbЦA 

Акt.:и.uмы кuдьца 1- 4 U3tiёL'iaют1 'iTU шн·~бµа (R1 +, О), t.:И.1'

tiёL'l'YPёL кuтuрuй (.;U(.;TUИ.T TUJIЬKU И.3 uн~раци.Й (;JЮЖ~tiИ.Я: KUJIЬЦёl., + 
и. liYШi кuдьца О, я.вдн~тt.:я. абеJ~евuй r:,pynnuй. Эту 1'µу1111у 1iёL3Ы

вают аддитивпой -группой КОJl,ьца R и. 1'uвuря.т такж~, 'iTU 

110 t;JIOЖ~liи.ю кольцо ~сть коммутати.вliал: (аб~1~ва) 1·µу1п1а. 

Акt.:и.омы кодьца 5 и. о нокёL3ывают, 'iTO шн ·~бµа ( Н, ·, 1), 
V 

t.:и.1 'tlaтypa котuµои вкдю'iа~т только ум!iОЖ~tiи.~ кольца · и. ~ди.-

tiи.цу кольца 1, ~сть мutlои.д. Этuт мutiuи.д tiёL3ывают .м,уJl,ь

тип.л,икатив пым мопо·идом КОJl,ьца R и. 1'овоµя:-1', 'iTO но 
у MtiOЖ~tiИ.IO кольцо ~сть МОtiОИ.Д. 

Свлзь м~жду t;JЮЖ~ни.~м кольца и. умнож~ни.~м кодьца уt.:та

tiаВJ1и.вает акt.:и.uма 7, co1 'JiёLt.:tiO кuтоµuй онеµаци.я. у мtiuжetiи.я: 

ди.с.;тµи.бу·1'И.ВtiёL oтtiot.:и.т~1ьtlo онеµаци.и. t;JIOжetiи.я:. 

;у 'iИ.ТЫВёLЛ (.;Kёl.,3c\.titiOe выш~, отметим, 'iTO KOJIЬЦU - этu 

шн'ебра с.; двумя: би.наµtiыми. и. двумя: нульаµными. онеµаци.лми. 

R = (Н, +, ·, о, 1), 'l'ёl.,KaJI., 'iTO; 

1) ШН'~бµа (Н, +, О) - кuммутати.вtlан 1'µу1111а; 

2) шп'ебµа (Н, •, 1) - моtiои.д; 

3) ош:~µаци.л · (умtiожеliи.Л кольца) ди.t.:тµи.бути.вtiа отliоси.

тедьliО онеµаци.и. + ( t;JIOЖeliи.я: кольца). 

Замечание 2.2. В ли.теµатуµе вt.:тµ~'iаегсл инuй с.;ut.:гав 

а.кс.;и.uм кuльца., uтнuся.щи.х.t.:я. к умнuжени.ю. 'Та.к, мu1'ут отt.:ут

t.:твuвать аксиома о ( в кuльце tleт 1) и. акси.uма 5 (у мtiuжetlи.e tle 
а.t.:с.;оци.а.ти.вно). Н этuм t.:лу 'ia.e выделлют ассоци.а.ти.вные коль
ца. (к а.кt.:и.uмам кuдьца. дuбаВJIЯ.Ю'l' тµебuваtlи.е а.t.:t.:uци.ати.вtiоt.:ти. 

yмtiuжetiи.я:) и кuльца. с.; едиtiи.цей. Н носJШДtiем с.;ду'iа.е дuба.вдя:

ются: тµебuваliИ.Н ё:1.,(.;(.;UЦИ.а.ТИ.В!iU(.;'l'И. у MliUЖ~liИ.Я: И. t.:yщec.;1'J:IOBa.liИ.H 

едИ.tiИ.ЦЫ. 

Определение 2.6. Кuльцu 1iа.3ыва.ют коммуrпаrпивпым, 
если. e1'U uнеµа.ци.я. yмtiuжeliи.я. кuммутати.в!iа.. 

Пример 2.12. а. Ал1'ебра. (Z, +, ·, U, 1) есть коммута
ти.вtluе кuдьцu. Отметим, 'iTU шн'ебµа. (Nu, +, ·, U, 1) кольцом 
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tle будет, шяжuдьку (No, + ) - кuммутс1,'1·и.1::нtыЙ мutluи.д,, tlU tle 
l'IJYlllla,. 

б. i->сtссмотµим а.111'ебµу ?Lk = ( { О, l, ... , k - l}, ®k, 0 k, О, l) 
(k ~ l) с; u11еµс1,цией ®k (;JЮженил 11u модудю k и. 0 k (умноженил 
110 моду дю k). lloc;.1шдtlnn a,J::iaJI01 ·и. 'itla, 011еµс1,ци.и. с;дожеtlи.n 110 
модулю k: rn 0 k п µсtвно ос;тс1,тку от дедени.л нсt k 'iис;дс1, rn · п. 

Этс1, шп·ебµс1, есть коммутс1,тивное кольцо, кuтuµое ш:1зывс1,ют 

KOJl,f>ЦOM вы;четпов по модуJl,ю k. 
в. Ад1·ебµс1, (2А, 6, n, 0, А) - коммутс1,ти.вное кодьцо, '!ТО 

(;Jtедует из свойс;тв rн:pec:e'iie'Н,'UJ(, и симмеmр'U·~ес:r,;ий раЗ'Н,ИС:rn:и 

,м,-н,ижес:тв (см. с. 35). 
г. llµимеµ некоммугс1,тивного кольцс1, дс1,ет множес;тво всех 

KBi:tДIJi:tTHЫX Mi:tTIJИЦ фикCИIJOBi:tliHOl'O llOIJЛДKi:1 (; OlleIJi:tЦИЛMИ. СJЮ
жени.я. и умноженил Mi:tTIJИЦ. Едини.цей это1·0 ко.11ьц1:1 я.в.11я.етс;л 

едиНИ'iНi:tЛ Mi:tTIJИЦi:11 i:l, ну дем - ну JШBi:tЛ. 

д. llус;ть .с - динейное llIJO(.;TIJi:tHL:TBO. i->i:tC(.;MOTIJИM множе-
V V 

с;тво вt,;ех .11инеиных 011еµсtтоµов, деис;твующих в этом 11µос;тµсtн-

с;тве. 

Н1:111омtlи.м, 'iTU с:уммий двух ,л:и'Н,ейпых иператпирив А и. В 

н1:1Зывi:1ют 011еµi:1тоµ А + В, тi:tкой, ч:то 
(А+В)х = Ах+Вх1 х Е .С. 

При·изведеn'Uем ,11,:ипейпых ипераnюрив А и В н1:1Зывi:1ют диней

ный 011еµi:1тоµ АВ, тi:tкой, ч:то (АВ)х = А(Вх) ддя. дюбо1·0 

х Е .С. 

Ис;11одьз ул с;войс;тв1:1 у К1:1Зi:1нных 01шµ1:1ций Hi:tД динейными 
V 

онеµсtтоµсtми, можно 11ок1:1Зi:1ть, ч:то множеt,;тво вt,;ех линеиных 

011еµ1:1тоµов, действующих в 11µос;тµс:1.,нстве .С, вмеt,;те с; 011еµс:1.,ци

я.ми. с;.1южеtlи.n и. yмtloжetlиn онеµi:tтоµов 06µ1:tЗует кодьцо. Нудем 

это1·0 кольцсt t,;дужит пул,евий иперитир1 i:t единицей - тижде

с:т.в енный и·ператир. 

Это кольцо н1:13ывсtют КОJl,ьцом Jl,Uneйnьix операторов в 

JIИ.tlеЙном HIJOL:TIJi:ttl(.;'l'Be .с. # 
Аксиомы ко.11ьцс:1., н1:1Зывi:1ют Тi:tкже осповпыми тожде

ствами KOJl,f>Цa. Тождес;тво кодьцi:1 - это µс:1.,венt,;тво , L:llIJi:tвeд-
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ли.1:юс.:ть которо1'0 с.:охраню~тс.:я: нри нодс.:тановке вмеl:то фи1'ури

рующих в tleм перем~liных дюбых элем~liТ'ОВ кодьца. Ос.:новtlые 

тожд~с.:тва nос.:тудируютс.:я:, и из tlИX затем могут быть выведе

ны как с.:дедс.:твил другие тождес.:тва. t>аt;с.;мотрим некоторьш из 

них. 

Наномним, что аддитивная. 1'ру1п1а кольца коммутативна и 
V 

в неи 011р~Д~J1ена онерация: f>ы·ч,·иrпш-t,nл. 

Теорема 2.8. Н любом ю>льце вынодtlНЮТt;}i с.:ледующи.~ 

тождес.:тtsа: 

1) О· и =и· О = О; 
2) (-и)·Ь= -(и·Ь)=и •(-Ь); 
3) ( и - Ь) · с; = и · с; - Ь · с;, с; · ( и - Ь) = с; · и - с; · Ь. 

• Докажем тожд~с.:тtsо О· и = О. Зани.шем ДJHJ. нрои.зtsодь.1:iОl'О а; 
и+ О· и= 1 ·и+ О· и= (1 +О)· и= 1 ·и= и. 

V 

как уравнение в а.цдитивнои групп~ кольца отноt;ит~льно неиз-

вес.:т.1:iо1'0 эдемента О · и . Так как ts аддитивtlоЙ 1·ру1п1~ любое 
урав.1:i~ние в.и.да и+ :с = Ь имеет еди.нt;твеtlно~ решени~ 'J: = Ь - а, 

то О · а = а - а = О . Тождеt;тво а · О = О доказыва~Т(.;Л atlaJIO
l 'И'iHO. 

Докажем теп~рь тождеt;тво -(а• Ь) = а • (-Ь). Имеем 

а· (-Ь) +а· Ь =и· ((-Ь) + Ь) =а· О= О, 

откуда а· (-Ь) =-(а· Ь). Точ.1:iо так же можtlо доказать, 'iTO 
(-а) ·Ь = -(а · Ь). 

Докажем третью пару тождеt;тв. Рас.:с.:мотрим перво~ из 

.1:iИХ. с Y'i~'l'OM ДOKa3ci.1:i.l:i01'0 выше и.ме~м 

и· (Ь- с) =а· (Ь +(-с;)) =а· Ь +а· (-с;) =а· Ь- а· с;, 

т.е. тожде(.;тво с.:нраведливо. Нторое тождеt;тво этой нары 

доказыва~Т(.;Я. ансt.Jю1·и. 'i.l:iO. • 
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Следствие 2.1. В дюбом кодьце t.:111я:1..веддиво ·1,ождеt.:тво 

(-1) · х = х · (-1) = -х. 

• У кaЗa..tl.tlOe t.:JШДt.:твие вытека.ет из второ1·0 тождеt.:тва. теоре
мы 2.8 нри а = 1 и Ь = х. • 

Первые два. гождеt.:тва. из дока.за.иных в теореме 2.8 выра.жа.
ют t.:воЙt;тво, наЗыва.емое а'Нt'Нtу.л,ирующи.м, свойстпво.м, 'Нtу.л,.я, 

в кольце. Третьл же на.ра. тождеt.:тв yкaЗa..tlliOЙ теоремы выра.

жа.ет (;ВОЙt.:тво ДИt;трибу'l'ИВ.tlОl:ТИ онера.ЦИИ у M.tlOЖe.tlИЛ КОJIЬЦа, 

O'l'.tlO t.:итeдь.tlO онера.ции вы'iИТс:\..tlИЛ. Тс:\.ким обраЗом, нроизво

дн. вы 'iИt.:дe.tlиn. в дюбом кодьце, мож.tlо рс:\.t.:крыва.ть t;кобки и 

ме.tlЯ.'l'Ь 3.tla.KИ Та.К же, Кёl..К И нри (;JЮЖе.tlии, вы 'iИТа..tlИИ И у M.tlO-
V 

же.tlии деиt;твитедь.tlых '!Иt;ед. 

Не.tlудевые эдеме.tlты а и Ь кольца. R наЗыв<tют де.л,ите.л,я.м,и 
'Нtу.л,я, et;JJ.И а · Ь = О иди Ь · а = О. llример кодьцс1, t; дедитеJ1ем 
liY дя. дс1,ет дюбое кu.rit>ЦИ вы·ч,еrпив пи миdу,Л,ю k, et;J1и k -
t;Оt;тс1,вное 'iИQIO. В этом t;J1y 'iёl..e нроизведение 110 моду дю k 
дюбых rn и п, д;с\.Ющих нри обы 'iHOM неремножении 'iИQI0 7 
кра.тное k, будет рс1,вно нулю. На.нример, в кольце вы'iетов но 
модудю б эдеме.tlты 2 и 3 я.вдлютt;я. деJ1итедлми нуля., ноt;кодьку 
2 0r:; 3 = о. Друl'ОЙ нример дс1,ет КОJIЬЦО КВё1..Дрё1..ТНЫХ ма.триц 

фикt.:ирова..tlНОJ.'О 11орлдкс1, (не меньше1·0 двух). Нс:\.нример, ддл 
ма.триц вторОl'О норлдка. имеем 

(о а) (о ь) (о о) 
00 00-00· 

llpи отди'iных от нудл а и Ь нриведеtlные мсtтрицы лвллютt;л 

ДеJ1ителлми нудл. 

llo умножению кодьцо н.вJн1етt;н тодько моноидом. llоt;тсLвим 
вонроt.:; в к<tких t;ду'iс:\.я.х. кольцо 110 у мtlожению будет 1 'рунной'( 

llрежде вt;е1 'О зсtметим, '!ТО множеt;тво вt;ех. элементов кодьцсt, в 

котором О ~ 1 1 tle может обраЗовывсtть 1'ру1111ы 110 умножению, 
тс1,к кс1,к liY дь не может иметь обрсtтн01 ·о. ДеЙt;твитеJ1ь.tlо, et;J1и 

11ред110Jюжи·1ъ, '!ТО та.кой эдемент О' t.:ущеt.:твует, то, t.: одной 
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L:тороны, О· О'= О'· О= 1, а t.: дру1'0Й - О· О'= О'· О= О, откуда 
О = 1. Это 11роти.воречи.т уL:Jюви.ю О f:. 1. Таки.м образом, 

V 

110L:тавденныи выше вонроL: можно уточнить так: в каки.х 

(;Jiy'-Iaя:x множеt.:тво вt.:ех ненудевых ЭJiемент·ов кодьца образует 

групну ШJ умlluжени.ю'( 

ЕL:ди. в кодьце и.меютt.:л деди.т~1и. нудл, то нодмножеL:тво вL:ех 

ненудевых эдементuв кодьца не образует 1'ру1111ы 110 умноже
нию уже хотл бы нотому 7 что это нодмножеL:тво не замкнуто 

отноL:и.тедьно онераци.и. умножения:, т.е. L:ущеL:твуют ненулевые 

элементы, 11рои.зведение которых равно нудю. 

Кодьцо, в котором множеL:тво вL:ех ненулевых элементов 110 
умножению образует 1'ру1111у, называют rпе.л,о.м,, коммутатив

ное тедо - nо.л,е.м,, а гру 1111у иену девых эдементов т~1а (11одя:) 

110 умнuжени.ю - .м,у.л,r:,rп:иn.л,'икаrпивной -группой этu1'u rпе

.л,а ( nо.л,.я). СuгдаL:нu u11ределению1 нuде еL:ть '--Iаt.:тный L:дучай 

кuдьца, в котором uш:~раци.и. uбдадают дu11uдtlи.теды1ыми. t.:вuй

L:твами.. Ныни.шем вL:е L:вuйt.:тва, вынuднеtlие которых требуе1't.:Н 

ддя. uнераци.Й нuдя.. Их еще tlазывают аксио.м,а.м,'и nо.л,.я. 

lloдe еL:ть с1.J1гебра F = (F, +, ·, О, 1), L:ИI'tlaтypa которой 
L:Оt.:тои.т и.з двух би.нарtlых и. двух нудьарtlых ош:~раци.й, при.чем 

L:11раведдивы тождеL:тва: 

1) и+ (Ь + с)= (а+ Ь) + с; 
2) и +Ь=Ь+ и; 

3) и + О=и; 
4) а с:. L, V 

ддл каждого '- 1. · L:ущеL:т·вует эдемеtlт -и, такои, '--ITO 
и+(-и)=О; 

5) и · ( Ь · с) = ( и · Ь) · с; 
6) и ·Ь=Ь· а; 

7) и · 1 = 1 · а = и; 
8) ДJ!Я. Ко.,ЖДОI'U а с F, UTJlИ.'-itlOI'O от о, L:ущеt.:твует эдемеtlТ 

u-1 Та.КОЙ '-ITO и. u-1 = 1· 
' ' ' 9) и · (Ь + с) =а· Ь +а· с. 
Пример 2 .13. а. Аш,ебра (Q, +, ·, О, 1) еt.:ть ноде, tlазы

ваемое nо.л,е.м, рацион.а.л,r:,ных -чисе.л,. 
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б. Ад1'~бµы (I~, +, ·, U, l) и. (С, +, ·, О, l) ~Lть 11uJн1, ш.:1..

зыва.~мы~ nо.л,,.н,.м,и действите.л,ьnь~х и. комn.л,ексnь~х 'Ч,Uсе.л, 

t.:UUTB~Tt;TB~liliU. 

в. Нµи.м~µuм Т~да., li~ Я:ВJIЯ:ЮЩ~ГU(;Я: ПОJШМ, МUЖ~Т' t.:Jrужить 

а.JП'ебµа. кватерn'иоnов (t;м . Д.2.1). # 
Ита.к, мы видим, '-ITO и.звеt.:тным за.кuна.м t.:Jюжени.я: и умно

жеtiия: '-IИt;e.11 t;оотве'1•t;·1,вуют а.кt;иомы нодя: . За.ни.ма.я:t;ь '-IИ.t;JЮ

выми 1)а.t.:'iета.ми мы ')а.бота.ем в нодя:х 1' а. именно имеем де.1ю 
l' 1 17 l' ' 

нµеиму щеt;твенно t.: 11uдя.ми µа.ци.онi:LJ1ьных и вещеt;твенliых '-IИ-

t.:ед, И.liOl 'Дi:t 17 11еµеt.:е.11я.емся.'" В НОJШ КОМШШК(;tiЫХ '-IИ.t;ед. 

2.4. Области целостности 

Об.л,астью це.л,остnости liа.3Ыва.ют r.;иммутатиrзн.,ие r.;иль

·ц.и без dел'иrnелей н..y✓t,J(,. Та.к, кодьцо цедых '-Iи.t;ед еt;·1ъ обда.t;'l'Ь 

Це.110 t;' 1' liO t.:T И. 

Теорема 2.9. 
пилем. 

• lloдe ~ это коJ1ьцо, yмlioжeliиe котоµо1·0 коммута.тивliо , а. 

ка.ждый tlенудевой ЭJШМ~нт и и.ме~т uбратн..ый :JJ1,eм,eн.,rn OTliO t.:И

тeдьliO yмnuжen·u,J(,. 1'а.к ка.к обда.t.:ть це.110t;тtiоt.:ти, 110 011µеде
JШliи.ю, я.вдя:етt.:я: кuммута.ТИ.ВliЫМ кодьцом, то ДOt;Ti:tTO'iliO ДOKi:t-

3i:tTЬ, '-ITO n,:дя коtiе'-Iной обда.t;ти цедоt.:тtiоt;ти дюбой tiенудевой 

эдемеliт обµа.тим, т.е. ддя: вt;яко1·0 и F О t.:ущеt;твует едиlit.:твеli

ный Х, Та.КОЙ, '!ТО U · Х = 1. 
Фикt.:иµуем нµоизводьный эдемеliт и F О и 011µеде.11я:ем ото

бµа.жеliи.е Iи Мliожеt;тва. вt;ех lietiy JШвых эдемеliтов в t.:ебя 110 

фоµму де /и, ( х) = и · х ( и · х F О в обда.t;ти. Цe.JIOt;TtiOt.:ти. нри. и F О 
и. х F О) . Отобра.жеliи.е / и н.вд.ю:~Тt;.Н И.li'Ы:~кци.~й, 11оt;кодьку и.з 

µа.венt.:тва. и · х = и · у вытека.ет µа.веtit;тво и · ( х - у) = О, отку Да. 

вви.ду отt.:утt;тви.я. деди.тедеЙ tiудя: х - у= О и. х = у. Та.к ка.к н..u
сиrпе4ь 110 уt.:Jювию теоµемы кoнe'ieti, то, t;Ol'Jla.t.:нo теоµеме 1.8, 
Iи та.кже и биекция:. llоэтому ддя. J1юбо1'0 у t.:ущеt.:твует един

t.:твеtiliЫЙ эдемеliт х, та.кой, 'iTO у = и · х. В 'ia.t.:тliot.:ти, нµи. у = 1 
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µаве.1:i<.;т1ю и· х = 1 вы11oд.l:ie.l:io для: .l:iекотоµо1'0 OД.l:i03.l:ia'i.l:iO 011µe
дeдe.l:i.l:iOl 'O х, 1'.е. х = и- 1 . • 

Доказатt:;11ь<.;т1ю теоµемы 2.9 011ираето1 .l:ia у(.;Jюви.е кo.l:ie'i.l:iO
r.;ти. коJ1ьца. Это у(.;Jюви.е дейс.;тви.тедь.1:iо важ.1:iо . llµи.меµ кодьца 

целых ч.и.<.;ед 11оказывает, 'iTO бе<.;ко.1:iеч.шш обда<.;ть Цt:;tIOt;T.l:iOt;'l'И. 

может и. .l:ie быть 1ЮJШМ. 

Т'еоµема 2.9 и.меет и..1:iтеµе<.;.1:iые <.;дед<.;'1'ви.я:. t>а<.;<.;мо·1,µи.м кuлt,

·ц.u Zp вычетов пи модулю р. 

Следствие 2.2. Кольцо Zp вы'iетов 110 модудю р я.вдя.е1'<.;Я: 
llOJleM ТОl'Дёt, И. ТОJ!ЬКО ТОl'да, КОl'Дёt, р - 11µ0<.;тое 'iИ.(.;JIO. 

• llyt.:гь 'ILp я:вля:егt.:я: полем. llокажем, 'i.TO в этом t.:лу9:ае "!Иt;JIO 
р 11µоt.:тое. 1lµед110Jюжи.м, 'iTO O.l:iO r.;or.;·1·aв.1:ioe. То1 'да .1:iаЙдутс.;я. 

таки.е ч.и.(.;J1а k и. l, l) < k, l ~ р - 1, ч.то р = k · l. llоt.:кодьку в этом 
(.;J1y 'lae k · l = О ( нюd р), 110 кµаЙ.1:iеЙ меµе ч.и.(.;J1а k и. l я:w1я:ютt.:л 

в кодьце 'ILp деди.тедя:ми. .1:iудя: и. 'ILp - .l:ie 11оде. Сдедоватедь.1:iо, 

ч.и.<.;JЮ р .l:ie может быть r.;ot;·1'aB.l:iЫM. 

llуеть р - 11µ0<.;тое ч.и.t;JЮ. llµед110Jюжи.м, 'iTO эдеме.1:iты т, 
и. ·п кодьца 'ILp будут деди.тедя.ми. .1:iудя., т.е. тп · п = О (нюdр). 
llµи. 11µ0<.;том р µaвe.l:it;'l'BO нµои.зведе.1:iи.я: тп · ·п .1:iудю 110 модулю 
р 03.1:iач.ает, 'iTO ди.бо тп дt:;11и.тt.:я: .l:ia р, ди.бо п деди.·1'<.;я: .l:ia р, т.е. 
ди.бо т, = О ( нюd р), ди.бо п = О ( пюd р). У'iи.'1'ыщш .1:iеµаве.1:it.:тва 

О ~ тп ~ р - 1 и. О ~ п ~ р - 1, закдюч.аем, ч.то ди.бо тп = О, 
ли.бо п = О. Таким обµазом, нµи. нµос.;том р деди.телей нудя: 

.1:iег и. кодьцо Zp, как коне'iнал обдаt.:тъ цедОt;Г.1:iОt.:ги, я:вJ1легt.:л 
нодем. • 

Мудьти11ди.кати.вную 1'µун11у no.n,,11., Zp вы·ч.етов no мо
ду.п,ю р обозна'iают z; и. называют му.п,ьтиn.п,икативпой 

zpynnoй вы:ч.етпов по моду.п,ю р. 

Ддя: пµоизвольного р легко видеть, "!ТО н:енулевые элементы 

·rn и. ·п кольца 'ILp будут дедит·едлми. нудя: то1'да и тодько то1-да, 

когда пµоизведение тп · п дедИГ<.;Я: нар (г.е. ,,,,, · п = L> (rнodp)) . 
.1:iанµи.меµ, в кольце Z1i деди.тt:;11я.ми. .1:iудя. будут эдеме.1:iты 2 и. о, 
3 и. 4, 3 и. 8, 4 и. о, 4 и. 9, о и. о, о и. 8, о и. 10, 8 и. 9. 
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Замечание 2.3. Сш~дс;тви.е 2.2 до11ус;кс1.,ет и.liтернретаци.ю с; 
·1'оч.ки. зреliия. ·1,еори.и ч.ю.:ед; кс1.,ко1:ю бы ни бьIJю нроt..:тое 'iИ(.;.IIO р, 

для: вt..:я:кого ненулевого тп < р найдегt..:я: единt..:гвенное ненулевое 
п < р7 тс1,кое, ч.то тпп = l (пюdр). Этот резудьтат и.меет меt..:то 
имeliliO в (.;Иду TOl'07 '--1.ТО ДJlЛ КсLЖДОl'О эдемеliТё1 llOJIЛ Zr ес;ть 
обрс1.,тный элемент отноt..:и.т1:J1ьно умножения:. Это - оди.н и.з 

нри.меров нри.меliеliи.н. общей а.111 ·ебры к теор и.и. ч.и.t..:ел. 

Пример 2.14. Н заключ.еliи.е нри.ведем 1, тс1,бли.цу (.;.)Южени.я: ;· 

(тс1,бд. 2.1) и 1, тсLблицу умliожеliил;· (тс1,бд. 2.2) ддл нодл Z5 

Таб.л,пца 2.1 Таб.л,·ица 2. 2 

Е!:) 5 о l 2 3 4 0 5 о l 2 3 4 
о о l 2 3 4 о о о о о о 

l l 2 3 4 о l о l 2 3 4 
2 2 3 4 о l 2 о 2 4 1 3 
3 3 4 о l 2 3 о 3 1 4 2 
4 4 о l 2 3 4 о 4 3 2 1 

Табди.цы, нодобliые нри.ведеliliЫМ выше7 которые онределя.
ют ош:~рсLции. в коне'iных ш11'ебрс1,х1 нос;я:т нсLЗвсLни.е rпаб.л,иц 

Кэ.л,и. Из тсt.бли.ц Кэли. для. 11одя. выч.етов 110 модулю 5 (.;.11едует , 

'--1.ТО в этом llOJШ BЫllOJiliЛIOTL:Л L:JШl'KёL шоки.рующи.е нри. нервом 

вз1 'дя:де рс1.,венс;твс1.,; 4 = - 1, 2 = 3- l, 4 = 4 - l и т .11. Но ни о каких 

1
, отри.цс1.,·1'1:J1ьliых ;, ч.и.t..:лсt.х и. liИ. о каки.х 

1
, дроблх" тут реч.и. lieт, 

ноt..:кольку рсt.t..:мсt.три.ваю1't..:Н. дру 1 'и.е объекты - оt..:тсt.тки. 11ри. де

JШliи.и. lict. 5. llpot..:тo pct.вelit..:твo 4 = - 1 03lictч.ct.eт, ч.·1·0 эш:~меliт 

1 ес;ть элемент, 11ротиво110Jюжный 4 в сLддитивliоЙ 1'рун11е вы
'iетов 110 модулю 5: 4 Е!:)5 1 = О. Аншю1'ич.но 110 умножению -
в му льти.нли.ксt.ти.вной l 'PY ш.ш вы ч.етов 110 моду JlIO 5 элемент 3 
еt..:ть обрс1..тliыЙ к 2 , тс1..к кс1..к 3 0 5 2 = 1, с1, элемеliт 4 обрс1..теli к 
t..:ебе t;с1,мому. 

Пример 2.15. 1-'сt.t..:t..:мотри.м 11ри.мер решеliи.я. r;'U(;rneмы .л, ·и

Н,еUН,ЫХ адоебрапч,еr;кпх уравН,еН,'UU в 110Jш Z5. llpи. зс1.,11и.с;и. урсt.в-
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.1:Н~liИЙ бу д~м oнyt.:Ki::tTЬ 3.1:ii::tK 0 5 УМ.1:iОЖ~.1:iИЯ. 'l'i::tM, l'Д~ это li~ 

нриводит к .1:i~дора.зум~.1:iилм. Нуд~м р~ша.ть t.:ист~му 

х1 ®5 2xi ®5 3х3 = 1, 

2х1 ®5 2xi ®5 4х3 = 3, 

4х1 ®5 3xi ®5 Х3 = U, 

иснодьзул м~тод l 'a.yt.:ci::t [III]. Дом.1:iожив н~рвую строку lii::t 3 и 
нриба.вив ~~ ко вт·орой: строк~, ноду чим 

Носнодьзова.вшиt.:ь та.блица.ми Кэли, вычислим коэффици~1tты 

нри 11~!-)~M~liliЫX. Н ИТОl'~ им~~м 

llриба.вив к тр~ть~й: t.:трок~ н~рвую, нодучим 

откуда. 4х3 = 1. 
Сиt.:т~мi::t нрив~дi::tt.:ь к виду 

х1 ®5 2xi ®5 3х3 = 1, 

3xi ®5 3х3 = 1, 

4х3 = 1. 

И.з HUL:Jl~Д.l:i~l'U ypa.B.l:i~liИH .l:ii::tXUДИM Х3 = 4- l 0 5 1 = 4 0 5 1 = 4. 
llодста.вив х3 = 4 во второ~ ура.вн~ни~, буд~м им~ть 

т.~. 3:i-i = 1 ®5 (-2) = -1 = 4. O1't.:IOДi::t 

Xi = 3- l 0 5 4 = 2 0 5 4 = 3. 
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Из ш~рво1 'О урсtвш~н.ия. 110(;.IH:~ аодс.;тсtн.овки. н.сt:Й:ден.н.ых зн.сt'iен.и.Й 

аеремен.н.ых ноду 'iИ.М 

ОТКУ Дёt Х1 Е!:)5 1 Е!:)5 2 = 1 И. :i-1 = -2 = 3. 
Тсtки.м обрёt3ом1 :i-1 = 31 :J.:'1, = 3 и. х~ = 4 - решен.и.е с.;и.с.;темы 

ди.н.ей:н.ых урсtвю:~н.и.Й. # 

За.метим в зс~кдю'iен.и.е1 '!ТО и.звес.;тн.с~л и.з [ 111] технике~ ре
шен.и.я: с.;и.с.;тем ди.н.ейн.ых сL.Jп'ебра.и.'iес.;ки.х урс~вн.ен.и.й в аодлх дей

с.;тви.тедьных ш1и. комшшкс.;ных 'iи.с.;е11 может быть без и.змеliен.и.л 

аерен.ес.;ен.сt н.с~ дюбое 110Jш . 

2.5. Модули и линейные пространства 

!>с~с.;с.;мотри.м aбeJH~f>Y ё-руппу g = ( G 1 +1 О) и. r,;ил,r:,ци R = 
= ( R 1 +, ·, О, 1). llус.;ть кс~ждому эдементу а кодьцс~ R, с.;0110-

с.;тсtвден.о итпибражен.,'ие Lvu: нuс:'Uтnел,я L'PY 1111ы g в с.;ебл тсtк1 '-iTO 
ддя. дюбых а, (:J Е: R и. дюбых х, у Е: G выаодн.я.ютс.;я. рс~вен.с.;твс~; 

1) wu: (x + у)= wu:(x) + wu: (y) ; 
2) Lvu:+/J(x) = wu: (x) +w/J(x); 
3) Lvu:в(:c) = wU:. (w/J(x)); 
4)w1(x)=x. 

llос.;деднее рс~вен.L:тво озна.'-iа.ет 1 '-!ТО отобрс~жен.и.е w1, с.;0110-

с.;тс~шш!iн.ое еd'UН'и·це r,;u,Ли'Ца R , я.вJнШ1'с.;я. тпижdес:тnf> енным итпи

бражен.,'ием мн.ожес.;твсt G н.сt с.;ебл. 

То1'да. с~бедевс~ 1'py1111ci g н.с~зывс~етL:л J1,евым модуJl,еJИ. пад 

KQJl,~ЦQJИ, R. 
Е(;.11и. рс~вен.с.;тво 3 в оаредеден.и.и. модудя. 11ере11и.с.;с~ть тсtк; 

3') wu:,/J (х) = w/J ( wu: ( х)) 1 

то аоду '-iИ.М оаредедени.е прав о~о модуJl,Я над КОJl,~·цом R. 
Ддл коммутс~ти.вн.01 'О кодьцс~ R, девый и. арсtвый моду ди. 

l:OBllcLДcLIO'l', Та.К Ка.К Lvcx (Lv/j (x)) = Lvfj ,cx(x) = Lvfj(Lvcx(x)) . 
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Jс\.Мети.м, 'iTO модудь MOЖliO рс\.t.:t.:Мс\.ТрИ.Вс\.ТЬ Кс\.К UJ/,ё,ебру t.: 

бet.:кolie'iliOЙ C'Uё,Harnypuй, ес.;ди. мliожес.;тво Н бet.:кolie'iliO: 

Сдедует нод 'tepкliy ·1ъ, 'iTO модудь еt.:ть и.мeliliO с\.бедевс\. 1'ру11-

11с\. С ДOllOJlliИ.TeдЬliЫMИ. Оl!ерс\.ЦИ.Я.МИ., отобрс\.жени.лми. с.Jщ (;O11O

(.;Tc\.BдeliliЫMИ. эдемеl!тс\.м ю.>дьцс\. R. Ноt.:и.тедь модудл еt.:1ъ liОt.:и.
тедь G 1·ру1111ы g, 

Теорема 2.10. l3 J1юбом R-модуде имеют место тожде
с.;твс\.; 

1) wo(x) = О; 
2) w_1(x) = -х . 

• 1) х + wo (x) = w1 (х) + wo(x) = w1+o (x) = w1 (х) = х. 
t>ешсtл урсtвнеliи.е х + wo ( х) = х отliос.;и.тедьliо wo ( х), ноду'iа.

ем wo (х) = х - х = О. 

2) x+w- 1(x) =w1 (x) + w- 1(x) =w1+(-l)(x) =w1 (x) =0. Та.
ки.м обра.Зом, х + w _ 1 ( х) = О, откуда. в си.ду онредедеliи.л npum:u

fJU'nVJ1,UЖHUё,U эдемеliТа. llOдy '-ic\.eM c.J -1 ( х) = -х. • 
Пример 2.16. а. llyt.:ть R = (Н, +, ·, О, 1) - нрои.3водь

liОе кодьцо. Н ксt'iеt.:тве 1·ру1111ы g во3ьмем addurn·ufJнyю е,руппу 

это1'O KUJl,tJ'lfa, с\. отобрс\.жеliи.е с.Jщ сх Е: IR, O11редеJ1и.м тс\.к, 'iTO 

w(X (x) = сх · х, х Е: IR. Это отобрсtжеliи.е liа.3ывсtют левым сдви
~ом lic\. сх. Т'о1'.Ца. pctвelicтвct 1- 4 вынодliеliы в с.;и.ду акr.:·иuм 

KUJl,t,'Цa. Тсtки.м обра.Зм, нодучс\.ем девый модуJ1ь, нос.;итеJ1ь ко

торого - сtдди.тивRоЯ грунп.а. кодьца., а. отобрсtжеliи.е w(X еt.:ть 
V 

девыи СДВИ.1' нpOИ.3J:IOJlbliO1'O эдемеliТа. КОJlЬЦа. lic\. 3a.Дa.liliOe U:'. 

E(.;JIИ. тенерь 3с\.Дс\.ТЬ ДJIЛ Ка.ЖДОl'О U:' с Н., отобрс\.жени.е w(X; Н • 
• Н тс\.к, 'iTO wu: (:.c) = х · сх (правый сдви~ lic\. сх), то ноду'iи.м 

нрс\.вый модудь с.; тем же носи.тедем, liO t.:И.l'На.турс\. е1·O (номи.мо 

онерсtци.и. СJюжени.л и.c.;xoдliOl'O коJ1ьцсt IR) будет t.:ос.;толть и.3 

всевО3МОЖliЫХ нрсtвых СДВИ.1 'ОВ Wu;. 

б. lly t.:ть g ес.;ть а.Д ди.ти.вliа.Я: 1 ·ру 1111ct векторов кс\.ко1 'О-ди.бо 

ди.lieЙliOl'O 11pot.:тpctlic.;·1'вa. L, а. R - KUJl,tJ'lfU ,1сuнейных unepamupufJ 
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и.з L в L . То1-да, нода~'ая. ддл нрои.зводь.1:iых ди..1:iеЙ.1:iОl'О онера

тора А и. вектора х 11ро(.;тра.1:i(.;Тва L w А ( х) = Ах, ноду '-lаем, как 

.1:iетру Д.1:iО нровери.ть, девый моду дь 1ш,д кодьцом R.. 
в. llусть R. - кодьцо квадрат.1:iых 'iИ.(.;JЮвых матриц норлдка 

п с обы 'i.1:iыми. онераци.лми. l:доже.1:iи.л и. у м.1:iоже.1:iи.л матриц (см. 

пример 2.12.г), а g - группа матриЦ-(.;ТОдбцов типа п х l по 
L:Jюжению. Отображение Wu: онредедим 110 нрави.лу wu:(X ) = АХ, 
где А - квадратная: матрица, а Х - вектор-столбец. Легко 

видеть, 'iTO paвe.l:iCl'Ba 1-4 вытекают и.3 свойств у М.1:iОЖе.1:iи.л 

матриц и. ди..1:iеЙ.1:iых онераци.Й .1:iад матрицами. [lII]. 
Н резудьтате ноду'iи.м девый модудь .1:iад кодьцом квадрат-

.1:iЫХ матриц. 

Аюыю1'И.'i.1:iО, взлв в ка'iе(.;тве g адди.ти.в.1:iую 1'ру1111у матри.ц
строк ти.на l х п и. 011редеJ1и.в отображе.1:iи.е Wu: (У) = У А, l'де 
А - квадратюиr матрица аорлдка п, а У - матрица-строка, 

# 
V 

ноду'-lи.м нравыи модуль над кольцом квадратных матриц. 

El:Jrи. ра(.;сматри.вается левый R.-модудь, то отображение W c.x 

называют .л-евы.м у.мнажение.м на элемент сх кодьца R. и 
нри.меняют обозна'--lени.е wr.x(x) = сх ;_) х. Ддл 11раво1'О R.-модудл 
отображение Wc.x .1:iазывают правым у.мнажение.м на эJшмент 

сх кодьца R. и. ни.шут w с.х ( х) = х ;) сх . 

R.-модудь, у которо1'О кодьцо R. лВJ1лется: нодем, называют 

.л-ипейпь~.м прастранство.м н,ад по.л-е.м R.. Есди. кодьцо R. 
я:вJнШтl:я nu,Л, ,;м d,;йr.:пиУиm,;,Л,t>НЫХ ч·иr.;,;,Л, (и.ди. nu,Л, ,;м r,;uмn,Л, ,;r,; r.;

ныx ·ч,·ис:е1~), то мы ноду'--lаем действительное (соответственно 

комш1екl:ное) линейное нро(.;транство. 

2.6. Подгруппы и подкольца 

llусть g = ( G, *) - производьный ё-pynnu-ud и. Н С G -
некоторое нодмножеt.:тво множеt.:тва G. .!:->аt.:t.:мотри.м t.:войt.:·1·ва 

бш;,арний unepa·и/U'U * 1'ру1111ои.да g на нодмножеt.:тве Н . 

1 'оворлт, 'iTO .мн,ожества Н С G за.мкн,ута атпоси
те.л-ьн,а операции *, еt.:ли. х * у Е: Н для любых х, у Е: Н . Н 
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этом l:J1y'i11e 110дм.l:iоже(.;т.1:ю Н (.; 011ер11ци.ей * будет 1'ру1111ои.дом 
7-l = ( Н, *). Е1 'О н113ыв11ют под-группо·идо.м, I 'PY 1111ои.д11 g. 

Е(.;ди. аодм.1:iоже(;тво Н з11мкнуто ОТ.1:iО(;итедь.1:iо би.1:ii1р.1:iОЙ 

011ер11ции. * и. эт11 б'Uни.,рнал иперU,'(..1;ил ас:с:и·и;иап1.,·иrзна .l:i11 М.1:iОже

(;ТВе G, то Jlel 'КО убеди.тил, '-!ТО 011ер11ци.л O(.;T11.l:ie'l'(.;H i1(.;(;Оци.11ти.в

.1:iОЙ и. ари ее 01·р11.1:iи. 'iени.и. .1:ii1 11одмноже(;·1·во Н. Т11ки.м обр11зом, 

eL:J1и. 1'рун11ои.д g лвдлет(.;л пилуё,руппий, то и. В(.;лки.Й е1'О 11од

L'ру1111оид будет 11оду1·ру1111ой1 нёtЗыв11емой подпо.л,у-группой 

llOJIYl'PY llllЫ g. 
О дн11ко в (.;ду'-l11е, ко1 'Д11 L 'PY 11110и.д я:шrлет(.;л м,ини·иdим ( ё,руп

пий) 1 уже неJrьзл утвержд11ть1 '-!ТО дюбой 11од1'ру1111оид лвдлет

(;Л т11кже МО.1:iОИ.ДОМ (1'ру1111ой). Нш1ри.мер1 В К11'-!е(.;ТВе И(.;ХОД

.1:iОL 'О L 'PY 1111ои.д11 !-)11(.;(;Мотрим add·um/urзнyю ё,руппу целых ·ч,-uс:ел 

(Z, + ). Ныдеди.м в множе(.;тве цедых LIИ.L:t'д аодмноже(.;тво N 
.l:ic\,'l'Y pWlЬ.l:iЫX '-!И.(.;eJI. 110(.;KOJlЬKY это llOДM.l:iOЖe(.;TBO 311МК.1:iуто 

ОТ.1:iО(;и.тедь.1:iо 011ер11циии. (;JЮЖе.1:iил + 1 1'ру1111ои.д (N1 +) будет 
11од1'ру1111оидом t'ру1111ои.д11 (Z, +). Т11к к11к 011ер11ция. (.;JЮЖе.1:iи.л 
'-!и.(;ед i1(.;(.;Оци.11тивн11, (N, +) будет 11одноJ1у 1·ру1111ой. Одн11ко в 

м.1:iоже(.;·1,ве N 0·1'(;У 'l'(;твует нейrпралt>ный :Jлеменrп О Ol'.1:iO(.;ИTeJ1ь

.1:iO 011ер11ции (.;Jюжени.л. Следов11теJrы10, (N, + ) д11же не мо.1:lоид. 
Пу(.;ТЬ М = (М, ·, 1) - моноид. Е(.;ли. Р е(.;ТЬ подмноже(.;тво 

М, з11мк.1:iутое ОТ.1:iО(;ИТедьно бин11рной 011ер11ци.и · моноид11 М и. 

(;Одерж11щее .1:iеЙтрw1ь.1:iыЙ эдеме.1:iт ( ed'Uн'Uц.y) 1 этоt'О мо.1:iои.д11, 
то Р = ( Р, ·, 1) т11кже е~..:ть моноид. Его нёtЗыв11ют под.мопо·и
до.м, МО.1:iОИ.Д11 М. 

llод111'11л, 110 011редедению 1 '-!ТО з11мк.1:iуто(;·1ъ нодмноже(.;'l'В11 

В С А от.1:iО(;и.тедь.1:iо .l:iY дь11р.1:iоЙ 01шр11ци.и. а .1:ii1 А р11в.1:iоt.:идь.1:i11 

~..:оотноше.1:iию а с В, ноду '-!11ем, '-!ТО моноид Р = ( Р, ·, 1) е(.;·1ъ 

подмоноид МОНОИ.Д11 м = (М, ·, 1) ТОГД11 и TOJIЬKO тогц11, ко
L'Дс\, МНОЖ{;(;ТВО р з11мкнуто ОТНО(;ИТедьно бИ.1:ii1рной 011ер11ци.и . 

МО.1:iОИ.Д11 м, с\, т11кже ОТ.1:iОt.:и.тедЬ.1:iО et'O .l:iYJIЬ11!-).1:iOЙ 01шр11ции 1. 
ПуL:ть g = ( G, ·, - l, 1) - групп11, 11 Н е~..:ть нодм.1:iОЖе(.;тво 

G, з11мкнутое ОТ.1:iО(.;ИТедьно ош~р11ции. · 1'ру1111ы g, ~..:одерж11щее 
.l:iеЙтрw1ь.1:iыЙ эдеме.1:iт (еdш-,,,и·цу) 1 этой 1'ру1111ы и вмеt.:те L: к11-
ждым эдеме.1:iтом х с Н (.;Одерж11щее :Jлеменrп х-1 , ибраrпный 
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к :с, г .е . замкнутое отноt.:и.тt~льно унарной о не рации. - l взлтил 
обратно1'0, которая. зде(.;ь вкдю'-lена в c:uc:,.'Н,u,·rnypy t'ру1п1ы. '1'01-,ца 

1{ = (Н, •, - 1, 1) также еt.:ть группа, которую называют под
группой t 'PY 1п1ы g. 

Пуt.:ть (.JJ - унарtlал онерацил tla Мliожеt.:тве () моtlоида g, 
о., 1{ - liекоторый el'O llОДМОtlОИД . Et.:тet.:твetltlO llOДMOliOИД 7{ 

моliоида g назвать замкliутым отноt.:и.тедьliо у liaplioЙ ош~рации. 
(.JJ, еt.:ли длл каждо1'0 х Е Н и.меет ме(.;ТО (.JJ(x) Е Н. То1'да t'ру1п1а 
1{ = (Н, ·, - l, 1) е(.;ГЬ nодгруппа. группы g = ( (), ·, - l, 1) В 
том И. только В том (.;Jiy'-lae, КО! 'До., МtlОЖеt.:тво Н Зo.,MKtlY'l'O 

от1iоt.:ите.11ьtlо .вt.:ех онераци.й ·, - 1, 1 t.:И.l'tlaтypы еру1111ы g. 

Замечание 2.4. llодмtlоже(.;тво Н С G, замкнутое отliО(.;И
тедьliо c:,.pynnurзuc:,.u ум'Н,UЖ е'Н,'UJI, · 1 ·ру 1п1ы g и. t.:одержащее вмеt.:те 
t.: ка.ждъ1м эдемеliтом х обра.тtlыЙ к tleмy элемеliт х-1 , будет t.:о
держать и ш:~ЙтраJ1ьный эяемент (единицу) груnnы, ноt.:кояьку 

в (.;Иду замкliуто(.;ти. Н ОТtlО(.;итедьliО онерации умноженил и.з 

:с Е Н и. х-1 Е: Н (.;Jtедует, 'iTO х · х-1 = х-1 · х = 1 Е: Н . # 

И(.;нояьзул факт един(.;твеlitlОt.:ти нейтра.11ьного эдемеtlта ( еди

liи.цы) дюбо1·0 МОliОИ.Дё!., И. TOJlЬKO '-lTO t.:фopмyди.pOBo.,lifiOe 011ре

де.11ени.е, MOЖtlO деl'КО доказать, 'iTO еди.tlИЦо., МОtlОИДёJ., (1'ру1п1ы, 

В 'io.,L:TliO(.;TИ.) (.;Jlужи.т OДliOBpeмeliliO еди.liи.цей дюбо1·0 е1·0 llOД

MOliOИДo.. (дюбой 11од1'ру1п1ы). Замети.м, '-lTO нодмоliоид , 'Н,UC:U

rneJ1,,1J которОl'О (.;ОДержи.т TOJlЬKO еди.liи.цу И.(.;Х0Дli01'0 МОliОИ.ДёJ., 

(Р = { 1} ), а также нодмонои.д, liО (.;итедь которОt'О t.:овнаl\ает t.: 

1iОt.:и.те.1шм И.(.;Ходно1·0 монои.1\а (Р = М"), называют тривиа.л,ь
пы.м, nодмопоидом (в 'iаt.:тноt.:ти., тривиа.л,ьпой подгруп

пой). llодмоliои.д, lie лвдлющи.Й(.;л три.ви.а.11ьliым, liазывают 

петрив иа.л,ьпы.м, nодмопоидо.м, ( в '-lаt.:тно t.:ти, пе три в иа.л,ь

пой подгруппой). llод1'ру1111ои.д (110.ц11оду1·ру1111у , нодмоliои.д , 

11од1'ру1п1у) (G, *) tlазывс.1,ют собствеппым nодгруnnоидом 
( nодnо.л,угруnnой, nодмопоидом, под-группой) 1 ·ру 11110.и.да 
(11оду1'ру1п1ы, моliоида., t'рунны) (К, *), е(.;ди е1·0 ноt.:ите.11ь G 
еt.:ть сuбстrзе'Н,'Н,Uе nudм'Н,UЖecmrзu множеt.:тва К . 
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Пример 2 .17. J:->с1,t;с;мотµи.м о..д ди.ти.вr1ую ноду I 'I->Y 1111у r10..ту-

1->ёt-11ьr1ых 'iи.с;1:;11 вмеt;те t; r1y J1ем (Nu, +). llодмr1ожес;тво вс;ех 110-
JЮжи.тедьr1ых 'iетr1ых 'iи.с;ед 3амкr1уто отr1оt;и.·1·1:;11ьr10 с;Jюжеr1и.л, 

и. 11оэтому r1a r1ем может быть 011µед,1:;1шr1с1, 11од11оду1'µу1111с1, ноду-

1',l->У 1111ы (Nu, +). Но о..д,ди.ти.вш:t.я. 11оду I'I->Y 1111а r1атуµёt-11ьr1ых 'iи.t;ед 
u 

(.; r1удем Я.Вд.НеТt;Я. ·л::1..кже и. МОliОИ.ДОМ (.; tleИT,l)i.:t-llЬliЫM Эдемеr1том 
l). Tu1-д,ct. 11ut;тµuer1r1ct.я. выше 11uд,11uду I 'I->Y 1111а. вt;ех 11uJюжи.т1:;11ь
ных ч:етJ:Iых ч:и:с;ел не будет подмоJ:Iоидом моJ:Iоида (Nu, +, О), 
так ко..к ее r1ut;и.т·мь r1e t;uдеµжи:т· J:Iулл - еди.r1и.цы мuнои.да 

(Nu, +, О). 
lloдмr1uжet;твu вt;ех r1с1,турадьr1ых L1и.с;1:;11 вмеt;те t; r1уJшм, 

дедлщи.хt;л lio.. 3c1,дar1r1oe 'iИ:t;JIO k > 1, 3амкr1уто отr1оt;и:тедьr10 

011еµс1,ци:и: с;Jюжеr1и.л; r1a r1ем может быть 011µед,1:;11еr1 11одмоr1ои:д 

моr1ои.до.. (Nu, +, О). 
М-у.л,ып·ип1~·икап~·иrзная ё.руппа rю.л,я µсt.ци.ur1ёt-11ыiых 'iИ.t;1:;11, 

ЛВJПiеТt;Я llUДl ',l)YllllUЙ l ',l)YllllЫ ( IR. \ {О}, ·, 1) ( му.л,1>rпип.л,п·кап~·ufЗ'Н,()Й, 

ё.руппы пи.л,я деЙt;тви:теJ1ьных 'iИ:t;eJr). Но i.:t-lП 'eбµa ( Z \ { l)}, ·, 1) 
1ш лВJ11штс;я. 110,д,1 '1->У 1111ой 11ос;Jшд,r1ей l 'l->Y 1111ы. Неt;мотµя. lio.. то 
'iTO MliOЖe(.;TJ:IO t>t;ex OTJlИ. 'iliЫX от liY J!Я. цедых 'iИ.t;ед 3o..MKliY то 

отr1оt;и.тедьно онеµсt.ци:и: у множени:я и: t;оµ;еµжи.т еди:r1и.цу, оно не 

t;оn;еµжи.т вмеt;те t; ксt.ждъ1м целым 'iИ.l:JIOM rn uбµct.т1-1ueu к 1-1ему 
1 

'iИ.(;Jlo, - . # 
т 

llус;ть g = (G, ·, - 1, 1) - I',l)y1111c1,. Ка.к с;дедует и.3 теоµем 
2.5 и 2.6, пµои3ведени:е любых Grneneнeй :JJ1,емента а еt.:ть t.:нова. 
1-1екuтuµм t.:тепе1-1ь элемента. а, нудевсt.л t.:тепеtlь ,цсt.ет еди.tiи.цу 

1 'µу1111ы, а. uбµсt.т1-1ым к эдемеtlту а k лВJrяетt.:л ЭJшме1-1т а -k. Тсt.ки.м 
обµо..3ом, м1-1ожес.:тво вс;ех с.:тенеtlеЙ фи.кt;и.µовс1,нно1'О эдементо.. а 

1'µу1111ы g лвJ1летс.:я 11од1·ру1п1ой I'ру1111ы g. 

Определение 2. 7. lluд1·µy1111y 1·µу1111ы g, 3ад,а1-11-1ую 1-1а мнu
жес;тве вt.:ех t.:те11еr1ей фи.кt;и.µовсt.1-11-101 'О эдеме1-1та а, 1-1о..3ывсt.ют 

цик.л,и-ч,еской под-группой 1'µу1111ы g, порожде,,..,,,,..,,ой ;:,.л,е

меитом а. 
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Пример 2.18. В 1·ру нш:~ l,{) ( мул,ьт·ипл,·иr,;ат ·ивнuй ёруппе 

вы·ч,еrпuв nu мudул,ю 13) 110<.;трои.м ци.кди.'-!е<.;кую 11од1·ру нну, 

нopoждeliliYIO эдемеliтом 5. Имеем; 5u = l, 51 = 5, 5i = 5 0в 5 = 
= 12, 53 = 5 0 13 12 = 8, 54 = 5 0 13 8 = l. От<.;юдсt <.;дедует, 
'-!ТО норн:док этой ци.кди. '-!е<.;кой нод1·ру 1111ы tl <.;и.ду теоремы 2. 7 
pcttleli 4. O!ict <.;о<.;·1·ои.т и.з эдеме!iТUJ:$; l, 5, 8 и. 12. # 

,l-->с1<.;<.;мuтри.м r,;uл,ьцu R, = ( R, +, ·, О, 1). Е(.;:J1и. мliuжe<.;·1·tlu 

Q е<.;ть llUДM!iOЖe(.;'l'J:$U MliUЖe(.;'l'J:$a, R, 3с1МК!iутое ОТ!iU(.;И.ТедЬ!iО 

uнерсtци.й (.;:JЮЖеtlи.л и. у MtlUЖeliи.л кодьцсt R, <.;одержс11Цее нул,ь и. 

еди.liи.цу кодьцсt R , с1 тсtкже 13,ме r.;те <.; ксtждым х с Q <.;о.цержсtщее 
прurп·ивurщ.1щ;J1сный к нему эдемеtlт -х , то Q =(Q,+,·, 0,1) 
тсtкже е<.;'l'Ь КОJ1ЬЦО. Е1 'U lic13Ьl!:$a,IOT подко.п,ьцо.м, КОдЬЦа, g. 

Дру l'И.МИ. (.;:.11013,а,МИ. 1 КОJlЬЦО Q = ( Q, +, ·, 0, 1) - ЭТО llOДKOJlЬ

ЦO кодьцсt R, = (R, +, ·, О, 1), е<.;ди. е1·0 с1дди.ти.!31iсtл 1·ру1111с1 е<.;ть 

нодгру 1111с1 add'Um.:uвнuй ёруппы r,;uл,ьча R,, а. его мудьти11ликс1-

ти.13,ный моноид - нuдмонuи.д мульrп·ипл·и·каrп·ивН,U'i:-U MU'Н,U'Uda 

KUll,b'Ura R,. 

Aю:t.1I01'И'-iliO 011реде.11летt.:я. 1101-iлти.е подпо.п,.я, (ксtкого-дибо 

пuл,л) . Единr.;тве.1:lнuе пu r.;рс1внени.ю r.; uпредед1:;tlи1:;м п.uдкuльцсt 
ДOllOJlHИ.Te.JlЬHOe требовсtни.е (.;0(.;ТОИ.Т 13, том, '-!ТО НО(.;И.Тедь llOДllO

JlЛ долже.1:l вмеr.;те <.; кс1ждым элементом х <.;од1:;ржс1ть обр<LтtlыЙ 
к tleмy 110 yмtloжetlи.IO нодл эдемеtlт х- 1 . Это 3tlct'-iи.т, '-!ТО 
мудьти.11ди.к<Lти.13ная. 1'py1111<L 11од11одя. доджн<L быть 11од1·ру1111ой 

мудЬТИ.ШlИ.Ка.ТИ.13,tlОЙ l'ру1111ы J:3.(.;el'O llOJlЛ. E(.;'l'e(.;'1'13,etlliO, '-!ТО TO'-i

tl0 тсtк ж~:; об<.;тои.т де.110 и. <.; 11онлти.ем подrпе.п,а. 

Пример 2.19. Кодьцо цедых '-!И.<.;е.11 (Z, +, ·, U, 1) е<.;ть 

llOДKOJlЬЦO KOJlЬЦct деЙ<.;'l'!:$И.Те.11ЬtlЫХ '-!И.<.;ед (JR, +, ·, u, 1). llpи. 
V 

этом, tlе <.;мотрл tl<L то L1то кодьцо деи<.;т13,и.тедьных '-!и.<.;е.11 е<.;ть 

llOJie, KOJIЬЦU Це.11ЫХ '-!И.<.;ед не Я.13,дЛеТ<.;Л е1·0 llOДllOJieм, 110 (.;KOJIЬKY 

в 110<.;JШДtlем ддл дюбо1·0 цедо1·0 '-!И.<.;дсt 0·1ту·1·<.;·1,13,ует обр<LтtlыЙ к 

Ш:~му 110 у Mtl0Жetlи.IO эдемеtlт. 

lloдe рё!..ЦИ.ОШ:i.JlЬtlЫХ '-!И.<.;ед ЛJ:3.JlЛет<.;л 110Д110дем llOJlЛ деЙ<.;Т13,И.

тедьных '-!и.<.;ед , которое, tl t.:tl0IO О'iередь, е<.;ть 11од110.1ш 11одя. 
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К(.)Mll.lltЖL:tlЫX 'iИ.L:t;/1. Ад1·ебра (No, +, · , о, 1) tla MtlUЖeL:твe tlа
тура.11ьных. 'iИ.L:t;/I вмеt.:те L: liYJШM не ЛВJНШТ'L:Л 110,LJ,KUJIЬЦOM ни. 

UДtlUl'O и.з 11epe'iи.L:J1eнtlыx выше колец, так как ее ноt.:и.тt:;11ь не 

t.:одержи.т tlИ. обра·1'tlЫХ u·1·tlot.:и.тt:;11ьtlo t.:Jюжеtlи.л, tlИ. обратtlых 

UTtlOL:И.TeJIЬtlU у MtlUЖetlIOl. ЭJШMetlTUB. 

2.7. Теорема Лагранжа 

llyt.:ть g = ( G, ·, 1) - ё.руппа, а Н = (Н, ·, 1) - ее nudc,pynтia. 

Левым с.межпь~.м, K.fl,acco.м, noд-гpynnьi Н по Э.fl,е.м,епту 

а Е G tlазывают Мtlожеt.:тво 

аН = {у; у = а · h, h Е Н} . 

Соответt.:·1,венliо правый с.межпый K.fl,acc под-группы Н 

по Э.fl,е.м,ептпу а Е G - это мliuжеt.:тво 

На= {у; у= h · а, h Е Н}. 

O'ieви.дliu, 'iTU в кuммутати.вtlоЙ: 1'ру1111е аН =На. 

Замечание. llpи. и.t.:11uдьзоваliи.и. add'Uтn'UF>nuй зun'Uc·u 1·рун-

11uвой: unepaU/U'U t.:МеЖliЬШ клаt.:t.:Ы за11и.t.:ываютt.:л В ви.де а + Н 

(и.ли. Н + а). # 

J:>аt.:t.:мотрим девые t.:межliые кдаt.:t.:ы. llрежде вt.:е1 ·о замети.м, 

·-ггu et.:J1и. а Е Н, то аН = Н. Дей:t.:твите.11ьtlо, еt.:ди. х Е аН, то 

ддя. lieкoтopor'O h Е Н х = ah, а так как а Е Н и. мliожеt.:твu 

Н замкауто OT.l:IOL:И.TeJIЬ.l:IO умпuжеп·иJ{, ё.руппы g, то Х Е Н . 
Oбpa'Гliu, еt.:ли. х Е Н, тu х = иа-1х = uh, где h = и-1х Е Н . 
llоэтuму х Е аН . Окон'iатедьliо ноду'iи.м Н = иН . 

Введем теш~рь 6-unapnur:, uтпнuшr:,п-ие ,......, н tla мtlожеt.:тве G 
L:Jiедующи.м образом; :JЛ,(:',М,(:','Н,'({1.,Ьl и и. ь Сf>,Я,ЗU'Н,Ы ()'({1.,'Н,()'111,(:','Н, 'Uем rv н 

( u,,......, н Ь), еt.:ли. и. тодько et.:Jrи. де.1>ые t.:межliые клаt.:t.:ы 11од1 ·ру1111ы 

Н 110 эJшмеtlтам и и. Ь t.:овнадают ( иН = ЬН). 
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Теорема 2.11. Dиliaplioe oтlioшeliиe ---vн еt,;ть :JKf>'Uf>aлeнrn

нucmt> lia G 1 11ри'--lем r,;.л,,асс :Jкв ·иF>алентнuстп 11рои3водьliОl'О 

ЭJleMeliTcl, а с G (.;ОJ:Нlё:1,Дё:1,е!' (.; JШВЫМ (.;МеЖliЫМ KJlcl,(.;(.;OM аН. 

• Докажем1 '-!ТО ----.., н ЛВJl.fШТt,;л эквиваJШliТliОt,;тыu lia G. llоt,;кодь
ку аН = аН ддл шuбо1 'О а Е: G 1 т .е. a---v н а 1 то биliaplioe oтlioшe
tlиe '"V н реф.л,,еr,;с-ивнu. E(.;JlИ arv н ь) то аН = ьн' (.;JlедоватедЫiО) 
ьн = ан и b---v н (1,, т.е. биlicl,J)liOe OTliOШeliиe rv н с·и.м,.м,етр ·шчнu. 

НакоliеЦ, И3 '1'01'01 '-!ТО arv Н Ь И b---v Нс;, (.;JШДует ан = ьн И ьн = с;Н 7 

т .е. аН = с;Н и arv нс;, откуда вытекае·1\ '--lTO биliaplioe oтlioшe
tlиe rv н mpaHЗ'U'fn'Uf>HU. Итак) .rv н et,; 'l'Ь ЭKBИBaJieliTtlO(.;lЪ. 

Докажем) '--lTO кдаt,;(.; ЭKBИBaJШliTliO(.;TИ 11pOИ3BOJlЬli01'0 эдемеli

та а paвeli аН. Ноt,;11оль3уемt,;я. методом двух. вкдю'--lеliиЙ. 

llуеть х Е: [аJ----..,н, т.е. х---vна1 то1'да хН = аН. llot,;Jreдtlee 
03tla'--laeт '-!ТО любой элемеli'l' вида ah h с Н может быть ' . ' ' 
11ре.цt,;·1,авдеli в виде xh1 1 l'де h1 Е: Н, т.е. ah = xh1. Отt,;юда 

11оду'--lаем х = ahh1
1. llоt,;кодьку Н - 11од1'ру1111а1 h 1 h1 Е: Н, 

то h'l = hh11 Е: Н. Сдедоват~IЬliО, х = ah'l Е: аН и [а],___,н С аН. 
llокажем второе вкдю'--lеliие7 т.е. докажем, '-!ТО аН С а],___, н . 

llyt,;·1ъ х Е: аН, то1'да х = ah ддл liекоторо1'0 h Е: Н . ()тt,;юда 

11оду'--lаем, '--lTO хН = ahH . llоt,;кодьку ддя: вt,;я:ко1'0 h с Н 7 как 

дока3аtlо выше1 hH = Н 7 t,;11раведдиво равеtlt,;тво хН = аН 7 

откуда х---vна их Е: [а],___,н. • 
Теорема 2.12. Нt,;нкий девый t,;межliыЙ кдаt,;t,; 11од1·ру1111ы Н 

ривнu.мuщен Н . 

• Ддя: 11рои3водьliОl'О фикt,;иpoвaliliOl'O а Е: G 3ададим отобра
жеtlие rри,: Н • аН t,;J1едующим обра3ом: 'Ри,(h) = ah. Но-11ервых., 
отображеliие rри, еt,;•1ъ t,;юръекция. 1 так как et,;J1и х Е: аН 1 то :1; = 
= ah ддя: liекоторо1'О h с Н 1 откуда х = 'Pa(h) . Но-вторых., 'Ра -
иliъекция: 1 поt,;кодьку и3 равеlit,;тва ah1 = u,h'l в t,;иду 3a.KOliOB t,;О

кращенил в группе g t,;ледует h1 = h'l . СJшдuват~1ы10, rри, -
биекция. и laH 1 = IH 1- • 

И3 дoкa3a.tltlЬIX. теорем о t,;ВОЙt,;твах. девых. t,;межtlых. кдсt.t,;t,;ов, 

t,;11раведJ1ивых. - нод'--lеркtlем это - ддл дюбой 1'ру1111ы, выте-
V V 

ксtет 11роt,;1•ои, liO O'--leliь важliыИ ре3удьтсtт ддл кolie'--lliЫX. 1·ру1111. 
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Теорема 2 .13 ( rпеорема Л аграпжа). П up,Я,duк ·ки-н,е·ч-н,ий 

ё-руппы д~ди.тL:л юt нuрлдuк любuй ~~ 11uд1'рунны. 

• Cu1'дaL:нu т~uр~м~ 2.11, BL:~ Jшвые L:межные КJШ,L:L:ы uбразуют 
разбиени.е множеL:тва G на нодмножеL:тва, равномощные в L:и.ду 
теuремы 2.12 пuдгрупш; Н. Так как группа g кuнеч:liа1 тu ч:и.L:JЮ 
элем~нтов разбиенил коне'iно. Обозна'--Iив это LfИL:JIO 'iерез k, 
закдю'iаем, чтu IGI = k lH 1- Сд~довате,11ьнu, нuрлдuк 1'ру1п1ы IGI 
де,11и.тL:л на нuрлдuк 1'ру1п1ы IH 1- • 

ЧиL:Jю вL:ех JН:~вых L:межных кдаL:L:Uв 11uд1'ру1п1ы Н конечнuй 

1'ру1111ы g называют Jl,евым индексом подгруппы Н в груп
пе g. 

РаL:L:мuтрим некотuрые L:JШДt;твия. теuр~мы Ла~'ранжа. 

Следствие 2.3. Любал ё-руппа нpuL:TUl'U нuрлдка лвJ1летL:л 
'U/акл·ичес:кий. 

• Вuзьмем в 1'рун11е1 норлдuк кuторuи еL:ть нрuL:тое чи.L:JЮ, 

какую-то ее цикди'iеL:кую 11од1'рун11у, ибразующ'Uй элеме-н,т 

кuторой отди'iен от еd'U-н,·и·цы (нейтраJ1ьно1'О элемента) 1'ру1п1ы. 

То1'да эта 11од1'ру1111а L:одержи.т не менее двух ЭJШм~нтов и. е~ 

11орлдок1 L:Ol'дa.L:нo теореме Jlа1'ранжа, доджен быть деди.те,11ем 

нuрлдка 1'ру1п1ы. llоL:кодьку норлдок вL:еЙ 1'ру1н1ы - нроL:тое 

'-!И.L:Jю, а порлдок 11одгру1пrы не меньше 2, то он L:овнсtдет L: 
норя.дком вL:еЙ 1·ру 1111ы . • 

Замечание. l 'py1111a, норлдок которой не я.вдлетL:л нроL:тым 
'iИ.L:JIOM, может быть ци.кди. чеL:кой, т .е. у тверждение1 обрсtтное 
L:JrедL:твию 2.3, не и.меет меL:та. Тсtк, нанри.мер, ци.кди'iеL:кой 

лвллетL:л zt - а.ДДИ.ТИВliа.Л группсt ВЫ'lетов по модудю 4. Ее 
образующий элемент' - 1. Можно доказсtть, нсtнример, 'iTO 
дюбал 1'ру1н1сt норлдксt 15 лш1ле·1'L:Л цикдичеL:кой* . # 

Гру 1111у назывсtют перазJl,ожимой, eL:JIИ Ol:ia l:ie имеет nе
rпр·ив·иаль-н,ых пиdё-рупп. 

,,См.; Kapё-VTHJaVf3 М .И ., Mepзм1,r,;v r3 Ю.И . 
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Следствие 2.4. Коне'-lю:\.л 1·vу11ш;1.. неvi:\.здожимi:\. то1'дi:\. и 
V V 

'l'UJlbKO 'l'Ul 'Дi:\., KUl 'До, UH;J, я.вдлетсл ЦИКJ!И'iескuи l 'l->Y llllUИ, 110!->Я.-

дuк кuтuvuи есть avucтue 'iИQIO. 

• Есди 1·vy1п1i:\. циюrи'iескi:\.л и ее аuvлдuк - нvостое 'iИCJI0 7 
тu1 cu1 ·даснu теuvеме Jli:\.1 '1->a.нжa, каждан: ее 11од1 '!->У 1п1а имеет 

11оvлдок 1 !->i:\.вный дибо единице, дибо 1101->лдку всей 1·vун11ы, и 

l'I->Y 11110., неvо,3ложима. 

Обvi:\.тно1 аусть коне'iнi:\.Л 1·vy1п1i:\. g = (G 1 • 7 1) не1->i:\.3Jюжимi:\.. 
lluкажем, 'iTU I G 1 - avucтoe 'iИQIO. tlыбеvем эдемент а -j:; 1. 
То1'дi:\. цикди'iескi:\.я: 11oд1·vy1111i:\. с обvо,3ующим эдементом а coв

lli:\.Дi:\.eт с g. Донустим, что IGI - состi:\.вное 'iИQIO, т.е. [G[ = 
= kl ДJ1я: некотоvых Hi:\.'l'Yl->i:\.J1ьныx k и l, отJ1и'iных от l и [GI. 
То1·да цикди'iескал 11oд1·vy1111i:\. с обvо,3ующим эдементом Ь = u,k 

не CUBlli:\.Дi:\.eT С g, Ti:\.K Ki:\.K Ь{ = u,kl = 1 И В ЭТОЙ llUДl'!->YHlle не 
бодее l :эдементов, '-!ТО нvотивоvе'iИТ неvi:\.3JЮЖИМОСТИ l'l->YllllЫ 

g_ Сдедовi:\.тедьно, 1101->лдок 1·vу1п1ы g есть аvостое 'iИQIO. • 
Следствие 2.5. В кuне'-lной 1·vy1111e g дшi дюбu1·u эдемента 

а Е G имеет место l->i:\.венсп:ю u, IИ I = l. 

• Есди 1·vy1111i:\. g цикди'-!ескi:\.Л и эдемент а - ее обvi:\.3ующий 

эдемент, утвеvждение О'iевидно. ЕQ1и же эJшмент а н:wн1ет

сл обvi:\.3ующим эдементом некотоvой цикди'iеской 11од1'1->У1п1ы 

1·vу1111ы g нuvя:дкi:\. k < [G[ , то в сиду теuvемы Jli:\.1'!->i:\.HЖi:\. [G[ = kl 
ддя: некотоvо1·0 натуvi:\.J1ьно1·u l. Отсюда аuду'iаем u, I ИI = u,kl = 
= (ak)l = 1( = 1. • 

С номuщью теоvемы Jli:\.l 'l->i:\.HЖi:\. (то'-!нее, сJшдствин: 2.5) мож
но дою:\Зi:\.ть 1 'i'l'O ес.;ди цедое 'iИQIO п не делитс.;я: Hi:\. нvос.;тое 'iИQIO 

р, то nP- l - l дедится на р. tl теоvии 'iисе;1 это утвеvждение 
извес.;тно Ki:\.K маJtая теорема Ферма. 

Дейс.;твитедьно, аус.;ть п = 'ГР+ k, L'Де ·г - це;юе, i:\. О < k < р 
(остаток от деденил п нар). Тш·дi:\. лс.;но 1 '-!ТО nP-l = kP-l (111odp) 

(дoi.:тi:\.TO'iHO l)i:\.3Jюжить (rp + k)P- l но формуле бпнuма Ht,ю
rnuнa). i->i:\.ссмuтvим l 'l->Y 1111у z; ( мулыn'и,nл·икаrп·ив ную ё-руппу 
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(3.ЫЧ,e'fftu(j пи миду.л.,ю р) и. в этuй 1·ру11ш; эдемент k. Пuрн.дuк 

1·ру1111ы z; = р - 1. Еt,;ди. k = 11 то 

np- l -1 = ( lp- l - 1) (rнodp) = U (rнudp) 

и. утвержде1Iи.е U'iеви.днu. Cuгдctt,;lIU t,;дедп.·ви.ю 2.51 в группе 

z; <.:11рсtведди.вu pctBelI<.:TBO kP- l = 1, т.е. kP- l = 1 (rнodp) , и., 
t,;J1eдoвctтe.t1ьlio, kP- l - 1 = U (rнodp), т.е. 'iИt,;JIO kP- l pctвlio 1 110 

модулю р. llоэтому nP- l = kP- l = 1 (пюdр). 
Ма.11м теоремсt Ферма. да.ет во3мОЖliОt,;ть дока,3ывс1,ть утвер

ждеtlи.л о деди.моt,;'l'И. O'ieliь бодьши.х 'iи.<.:ед. Нш1ри.мер1 и.3 tlee 

(.;JШдуе·1· 1 'iTO 11ри р = 97 'iИ(.;JIO 97 я.вдя.ет<.:я. деди.те.tшм п 90 - 1 ддя. 
дюбu1·0 п 1 не деш-1ще1•ut,;н. нсt 97. lloдuбнu1·0 puдct 3сtкдю'iени.н: 

Ва.ЖНЫ 11ри. ра.3ра.бuтке а./11 'Uри.тмuв 3а.ЩИ.ТЫ И.liформа.ЦИ.И.. 

Кроме то1·u, и.t,;11uдь3уя. ма.11ую теuрему Фермсt, мuжно вы'iи.

(.;JIЯ:ть в пи.л.,ях (jbl'ч,em"u(j 110 миду.л.,ю р (р - нро<.:тое 'iИt,;JIO) эдемеli

ты, uбра.тньш к 3а.Да.НliЫМ uтtlo<.:и.тe.tIЬliO умш.>жеliи.л. Дейt,;тви

тедьliо еt,;ди. (1., Е z то Та.К Ка.К (1.,p-l = 1 УМliОЖа.Л 110(.;JШДliee 
' р, ' ' 

pc1,вelit,;·1·вo lia. и-\ 11оду 'iИМ иР-'2 = и-1 . 'l'сtким обрс1,3ом, ддя. 

то1·0 'il'Обы вы'iи.t,;J1и.ть эJшмеtl·1·, обра.тliыЙ к и 110 умtlожени.ю, 

ДOL:Ta.TO'iHU ВU3Ве(.;ТИ. eI'O В (.;Те11ень р - 2 И.JlИ. 7 'iTO pa.BliOL:И.JIЬliO, 

в <.:·1·e11eliь, ра.вliую Оt,;тсtтку от дедеliи.л 'iИ.(.;Jia. р - 2 lia. 11орлдок 

ци.кди'-!е<.:кой 11одгру111rы грунп.ы z;, норожденtlоЙ элементом и 
( t,;м. теорему 2. 7). 

Пример 2.20. ~а.t,;смотри.м, ка.к вы'iи.t,;ди.ть ЭJШMeli·1·, обра.т

liЫЙ к и 110 умtlожеtlи.ю в 11оде Z17. Со1·да.<.:но ноду'iеtlному выше 

ре3удьтсtту1 ддл вы'-!и.<.:деliия: обрсtтного к и эдемеtlтсt 1Iужнu нсtЙ
ти. и 17 - 'l. = и 15 . О днсtко объем вы 'iИ.(.;Jiени.й можно t,;Окра.ти.ть, 

V V 

еL:ди. 11орлдок ци.кди.'iеt,;кои 11од1·ру1111ы, 11орожденнои эдементом 

и, меliьше норя.дка. 1·ру1111ы. 

llорлдок 1·ру1111ы Zi7 pa.вeli 101 t,;дедова.тедьliО1 11орлдок ци.-
V V 

KJIИ.'ie(.;KOИ 11од1·рун11ы, 11opoждeliliOИ ЭJieмeliTOM и, может L:О-

(.;ТёLВJ1ЛТЬ7 (.;Ol'JlёLL:liO теореме Jla.1'pa.1iЖa.7 27 4, 8, lo (т.е. быть 

ка.ки.м-то и.3 де.t1и.1·еJшЙ 'iИ.t,;дёL lo). llоэтому 11ри. нои.<.:ке обра.тно-
1·0 эдемента. ДOt,;'l'a.TO'iliO нровери.ть (.;JШдующи.е t,;те1шни. и (кроме 
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15-й); l ( 0(.;То.,ТОК от Д,t;lletlИ.}1 15 tla, 2)' 3 ( Ot;To.,TOK от Д,t;lletlIOi 15 
tio., 4) и. 7 (о ~.;таток от деJШtiИ.Я. 15 tio., 8). 

Найд,~м ЭJI~M~ti'I', обро.,тtiыЙ к 2. О'i~ви.д,tiо, L1то 2- 1 -f 2, 1'0,К 
Ко.,К 2 0 17 2 = 4 -f l. Дё\.Jш~ ноду'iи.м 23 = 4 0н 2 = 8. llо~.;кодьку 
2 0 17 8 = lo -f l , то 23 = 8 То.,КЖе tl~ я:вдлет~.;л обро.,ТtiЫМ к 2. 
Вы'!И.(.;JIИ.М 27 = 23 0 17 23 0 17 2 = 8 0 17 8 0 17 2 = 9. llос;кодьку 
9 0 17 2 = 11 в и.то1·е ноду'iсt~м 2- 1 = 9. 

Найдем эд~меti'l' , обро.,'l'tiЫЙ к 14. Та.к ка.к 14 0 17 14 = 9, то 
14-l -f 14. Вы '!И.t;Jншм 143 = 14 0 17 9 = 7, tiO 14 0 17 7 = 13, т.е. 
143 -f 14 - l. Дё\.J1ее, 

147 = 143 0 17 144 = 7 0 17 13 = о, 
14017 о = lo = - 1. 

Мы !3и.д,и.м , '!ТО и. 147 -f 14 - 1. След,овсtтедьtiо, ос;тсtетс;я. вы '!И.
t;J1и.ть 14 - l = 1415 . о Д,tia.KO в этом с;ду 'ia,~ вы '!И.(.;JШtlИ.Л можно 
~.;окрсtти.ть, за.м~ти.в, '!ТО 14 0 17 147 = 14 0 17 о = - 1. Из 110(.;JШД,
tle1 'О pa.вetll:TBa., (.;01 'Jla,(.;tlO (.;J!ед, ~.;тви.ю 2 .1 , llOдy 'iИ.М 

1 = 14 0 17 (-о) = 14 0 17 11, 

откуда. 14-l = 11. 

Отмети.м, '!ТО 1415 = 1, т.е. норлдок ци.кди.'iеl:кой 11од1'ру11-
11ы, норожд,еtlной эш~ментом 14, ~.;овна.да.~т i.; нор.ндком в~.;~Й 

1 ·ру 1111ы :-i.-i 7, и. , (.;JШд,овсtт~ды10, эта. I 'PY 1111ct .Н!3дн.~·1,с;н. ци.кди. '!~~.;кой, 

llOJ)OЖД~titiOЙ ЭJШM~ti'l'OM 14 (хотл и. tl~ TOJIЬKO и.м). 

2.8. Гомоморфизмы групп 
и нормальные делители 

llу с;ть 3а.Да.tiЫ ёруппы gl = (G1 , ·, 1) и. gi = (Gi , ·, 1). Ото
бра.жеtlи.е f' ; G1 --+ Gi tiёtЗывсtют 1·омоморфи.змом 1'ру1111ы gl в 

1'ру1111у gi (zо.м,о.м,орф·из.м,о.м, zpynn), е~.;ди. ддя: J1юбых х , у Е: G1 

вы11одtlя.е1тл рсtвен~.;тво j' (:L· ·у) = f' (x) · f' (y), т.~. uбраз 11рои.зв~

д~ню1 дюбых двух ЭJШМ~tiтов 1'ру1111ы gl пр·и urrwбpaжeнu·u f' 
pctвetl нрои.зв~д,~tlи.ю и.х обрёtЗов в 1'ру111ш gi , 
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ЕL"-ди. отобрi::1..жеtlш~ f' сюръек·rп·иrзни (б'Ueкrn'Urзнu), то е1'0 tli::1..
зьш-i::I..IOT эnи.морфиз.м,о.м, ( изо.морфиз.м,о.м,) zpynn. Н этом 

t.;ду чде 1 'Оtюря.т тi::1..кже об эни.морфи.зме ( и.зоморфи.зме) 1 'РУ 1111ы 
gl lii::I.. l'py1111y g',!,, 

Замечание 2.5. Мы обозlii::1..'-lи.ди. unepa'll;u·u 1'ру1111 g1 и g'l. 
оди.нi::1..ко1ю, Ki::I..K это обы '-iHO и. дедi::1..е·1тл ддл иднum'Unных а,11,-;:,ебр, 

хотл, коне'-lно, это рi::1..Зные 011ерi::1..ци.и. рi::1..Зных l'PY 1111. 

Пример 2.21. llyL"-ть gl = (Z, +, О) - add'Um:urзнaл -;:,руппа 

·це,11,ых ч·исе,11,, i::I.. g'l. = zt - aдd'Um·urзnaл -;:,руппа rзы·ч,етиrз пи 
миdу,11,ю k. 

Зi::1..дi::l..ди.м отобрi::1..жени.е f' тсtк; ддя. вt.;лко1'0 це.,ю1'0 rn обрсtз 
f'(rn) pctвetl Оt.;тсtтку от де.,шни.я. ·rn нсt k. Moжtlo 11ровери.ть1 
'-iTO ддя. дюбых цедых rn и. ·п и.меет мet.;'l'O рсtвенt.;тво /(rn + п) = 
= f"(rn) 6:Э11: f"(n), т.е. ДJIЛ целых '-lи.t.;ед Ot.;'l'ctтoк от делени.л t.;уммы 
нсt k рсtвен t.;умме 110 модудю k Оt.;тсtтков от дедени.л нсt k ксtждо1'0 
t,;Jlёtl 'cteMOL '0. 

Следовсtте.11ьно, дсtнное отобрсtжени.е еt.;ть I'Омоморфи.зм t'рун

аы 91 в 1'ру1111у g'l.· Дд...11ее, аоt.;кодьку любое це.,юе '-lИ.t.;JIO от О до 

k - 1 еt.;ть Оt.;тсtток от де.11ени.л нсt k ксtко1 'О-то '-lИ.t.;дct, то отобра

жени.е f' лвллетt.;л и. эаи.морфи.змом L'ру1111ы gl ш:t L'py1111y g'l., 

Теорема 2.14. llyt.;ть g1, g'l. - 11рои.з.1:юдьliьrе 1·ру1111ы. Еt,;.11и. 

f'; gl --+ g'l. - t'омоморфи.зм, то; 

1) обрсtзом еdш-1,·и·цы (нейтра,11,1>ни-;:,и ;;,цемента) -;:,руппы gl нри. 
отобра.жени.и. / ЛВJ1летt.;л еди.ни.ца. 1'ру1111ы 9'!., т.е. f'(l) = 1; 

2) ддл вслко.1. 'О эдемента. х .1. 'РУ .1.111ы g 1 обрi::1..Зом эдемента. 

х- 1 лВJ1летt.;л элемент [/(х)]-1 , обра.тный ЭJ1ементу / (х), т.е. 
f' ( х - 1) = [i ( :1,·) ]- 1 . 

• Согда.t.;НО онредедени.ю гомоморфи.зма, ддл нроизвольного 

х Е: G1 имеем f"(x) · f'(l) = f'(x · 1). Дд..Jп:~е, f'(x · 1) = f'(x), т.е. 

f'(x) · f'(l) = /(х). Следовате.,rьно, f'(l) = (/(х))-1 · f'(x) = 1, т.е. 
/(1) = 1. 

Дока.жем второе утверждеliи.е теоремы. Иt.;110.11ьзул онре

дедени.е .L'Омоморфи.зма. и. уже дoкi::I..Зa.tltlOe аервое утверждеtlи.е 



2.8. 1 uмимирфмэмы гру1ш 

/(х-1 ) • /(:r) = /(х-1 
· х) = / (1) = 1, 

т.е. f"(x-1) = [f"(x)] - 1. • 
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MliOЖet;TBO / ( G l) - обµсLЗ liOt;И.Tt;JПI L 'I->Y lllLЫ g l нrи. 1 '0-

момоµфизме / - замк11уто OTliOt,;итeдьliO у м11ожеliи.л l'I->Y 1111ы 
g'2· Дейt,;тви.тt;Jrь110, e<.,;.Jrи. 9'2, 9/ Е /(g1), то t,;ущеt,;твуют таки.е 
Y1,9i' Е gli 'iTU /(91) = 9'2 и. / (9i') = 9/. Тuгца 

Из теоµемы 2.14 t,;Jieдyeт, что j"(g1) t;одеµжи.т еди11ицу этой 
гµуппы и вмеt,;те t,; юtждым эдемеliтuм uбµатllыЙ к иему эде
меliт. Это Зlict'iи.т, 'iTU мuжlio онrедеди.ть 11uд,1'µу1111у 1'µу1111ы g'2, 
liOt;И.Tt;JШM KUl'UI->UЙ бу .цет MliUЖet,;твu / ( G 1). Эту 1 'I->Y 1111у liсLЗЫ
вают L 'Омомоµф11ым обµсLЗом 1 'µунны g 1 нµи. 1 'омомоµфи.зме /. 

1 "'ry 1111у /С 11сLЗывсLЮт нµоt,;то ~о.мо.морфпы.м образом ~руп
пы g, еt,;ди t;y щеt,;твует 1'uмuмuµфизм 1'µу1111ы g шt 1'µу1111у 

/С. Так, гµунна Zk нrи. дюбом k > 1 лвдлетt,;л гомомоµфflым 
uбµсLЗОМ ёLДДИ.ТИВllUЙ гµу1111ы Цt;JIЫX '-!И.t;ед ( t;M. пµимеr 2.21). 

Обµ1tти.мt,;}1 к <.,;.J1еду ющему нµи.меµу. 

Пример 2.22. Р1tt;t,;мотри.м мудьти.11J1и.ксt'l'И.Вliую L'py1111y 
((С \ {О}, ·, 1) КUМШШКt;НЫХ '!Иt;eJI t; uбЫ'lllUЙ uпер1tцией yмнuжe
liIOi KOMllJШKt;liЫX 'iИ.t,;ед. Jle1 'КО llUll}ll'Ь, 'iTO ЭТёL L 'РУ 11111:L lie LlTO 

и.lioe, к1tк мyJl,ыn·unJl,'Ur.;amnrзнax ё,руппа 'ft(}Jl,,}(, r,;uмnJl,er,;c;н.,ыx ·ч, ·uc;eJl,. 

Р1tt;t,;мотри.м т1tкже 1'ру1111у Mi lieвыpoждeliliЫX кв1tд,р1tтliых 
м1t'1'ри.ц второ1'О норлдка t,; 011ер1tци.ей yмliUЖeliюl матри.ц (t;м. 

нри.мер 2.9 .е). 
О11ред,t;J1и.м отображеliи.е f" мliожеt,;тв1t (С комшшкt,;liых 'iи.t,;ед 

В MliUЖet;T'BU КВёLДрёL1'liЫХ матри.ц BTUl)Ul'U 11uрлдк1t, llUJIOЖИ.B ДJIЛ 

lll)OИ.ЗBOJlЬliOL'O lieliyJШBOl'O KOMllдeKt;liOL'O 'iИ.t;JlёL а+ bi, 'iTO 
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llокажем, '-lTO / - 1'омоморфи.зм 1'ру1111. С од.1:iоЙ t.торо.1:iы, 

/ [(и+Ьi)(c+di)] = I [(uc-Ьd) +i(иd + Ьс)] = 

( 
ис - Ьd ud + Ьс) 

- -ud - Ьс ис - Ьd . 

С другой t.:торо.1:iы, 

f(a+ьi)f"(c+di)=(~ь :)(~d ~)= 

( 
ис - Ьd ud + Ьс) 

- -ud - Ьс ис - Ьd . 

Сдедо ватедь.1:iо 1 

f" (u+Ьi)(c+di)] = j"(u+Ьi)j" (c+di) . 

Таки.м образом, отображе.1:iи.е f" - 1 'омоморфи.зм 1 'РУ 11111 а 

l'ОМОморф.1:iыЙ образ мудЬl'И.llJlИ.Кё\.ТИ.В.1:iОЙ l'ру1111ы комш1екt.:.l:iЫХ 

'iи.t.:ед 11ри. / - это 11O,д,1'ру1111а /С 1'ру1111ы матри.ц Mi, t.:оt.:тоя.щсLЯ. 

и.з м.а:гри:ц ви.ца ( ~Ь : ) . Зд~сь мы учли:, 'lто ,rюба.н магри:-

ца ви.да ( и Ь) лвдлетt.:Я образом .l:iекоторо1'O ком11JШКt.:.1:iО1'O 
-Ь и 

L1и.t.:J1a. (а и.ме.1:i.1:iО и + Ьi) 11ри. отображе.1:iи.и. f". 1 'ру 1111а /С - сиб

сmf:> t;'Н,'Н,а,Я, пиdё..руппа 1'ру1111ы M i . # 

Сформуди.руем без доказатедьt.:тва о,д,.1:iо важ.1:iое t.:войt.:тво 

l'Омоморфи.змов 1'ру1111. 

Теорема 2.15. Et.:J1и f" - l'Омоморфи.зм 1'ру1111ы g в 1'рун11у 
IC 1 а g - l'Омоморфи.зм 1'ру1111ы lC в 1'ру1111у L, то кимrшз·и·и/и,Я, 

иrпибражt;'Н,'Uй f"-;,, g еt.:ть l'Омоморфи.зм 1'ру1111ы g в 1'ру1111у L . # 

i->аt.:t.:мо·1'ри.м .1:iекоторые t.:войt.:тва изоморфизмоtl 1 'РУ 1111. 

Теорема 2.16. Еt.:ли. /; gl • g'2 - и.зоморфи.зм 1'ру1111ы gl 
.1:iа.1'рун11у g'2, то отображе.1:iи.е /-1, обрат.1:iое к отображе.1:iию /, 
еt.:ть и.зоморфи.зм 1'ру1111ы g'2 .1:icL 1'ру1111у g1. 
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• llyL;ть х и у - 11роиз1юдыiьН:~ эдемtшты 1'ру1111ы g2, 11уL;ть 

Та,КЖе Х = l('U), а, у= l('u), l'.Це 'U И 'И - эдемеl:iТЫ l'ру1111ы gl· 
То1 'Да, 

т.е. отобрсt,жеl:iие 1- 1 -1'омоморфизм второй 1·ру1111ы в 11ервую. 
Но тсt,к ксt,к отобрсt,жение, oбpct,тl:ioe к биекции, еL;ть биекцил, то 

1- 1 - изоморфизм группы g2 На, группу gl· • 
l 'ру1111ы g и К 1:iа,Зывсt,ют изоморфпыми, щ:J1и L;ущеL;твует 

изоморфизм одliоЙ из l:iиx l:ia, дру1·ую. При этом иL:11одьзуют 

uбoЗl:ia,'iel:iиe g .........,, К. 
Изоморфliые 1'ру1111ы L: то'iки зреl:iил их а,.111'ебрсt,и'iеL;ких 
V 

L;ВОИL;тв coвepшel:il:iO одиl:iсt,ковы, хотя. их эдемеl:iты мо1·ут иметь 

ра,3J1и 'iliYIO нрироду. l:3epl:ieмL;л в этой свлзи к 11римеру 2.22. 
Jleгкu убе.цитьL:л в том, ч:то uпредедеиное тсt,м отuбрсt,жеllие 

1 Ml:iUЖeL:твa ком1шеКСl:iЫХ '!И.Сед l:io.. Ml:iUЖe(.;Tl30 КВа,Дро..Тl:iЫХ 

мсt,триц L;11ециа,.11ьl:iо1 ·о вида, я.вдя.ется. биекцией. Сдедовсt,тедь-

1:iО, мудьти11диксt,ти.вl:iа,Л 1'py1111ct, ком11JШКСl:iЫХ 'iИCeJ1 и 1'py1111ct, 
V 

мсtтриц yкa,3ctl:il:ioгo ви.дсt t.: онерсt,циеи умножеиил мсtтриц изо-
морфliы, хотл эдемеl:iты этих 1·py1111 l:ia 11ервый вз1·длд l:ie имеют 

между собой ни'iе1·0 обще1·0. 

Определение 2.8. Ядром -гомоморфизма 1 1·ру1111ы g 
в 1·рун11у К liазывают приибраз Кег f' единицы 1·ру 1111ы g 11ри 
гомоморфизме f': Кегf' = f' - 1 (1) С G. 

Пример 2.23. Ндром 1·омоморфизмсt,, pct,ct.:мoтpel:il:iOl'O в 

11римере 2.21, сдужит множество вt.:ех цеJ1ых 'iИL;eJ1, ДеJ1я:щи.хся. 
На, k. 

Теорема 2.17. Ндро Кег 1 1·омоморфизмсt, I: g • К есть 
11од1·ру1111сt, 1·ру1п1ы g. 

• Нужно убедитьt.:л в том, ч:то множеt.:тво Кег f' Зсt,мкнуто 

отl:iоситедьl:iо умl:iожеl:iия. 1·ру1п1ы g, содержит едиl:iицу этой 
1·ру1п1ы и вместе с ксt,ждъrм эдемеliтом (;Одержит обратliыЙ к 

нему эдемент. 



162 2. AJll 'l!JHl:Ъl: 1 'J>YllllЫ И KUJlbЦA 

Еl:-ди. а, Ь Е: к~г /, т.~. / (а) = /(Ь) = 1, тu f'(аЬ) = f'(a)j' (Ь) = 
= 1 и аЬ Е: Кег f'. Н.сно, ч:то 1 Е: Кег f', Га,К Ка,К / ( 1) = 1 ( t.:м. 
теuр~му 2.14). Е(.;J1и. а Е: Кег/, тu /(а- 1 ) = [/(а)] - 1 = 1- 1 = 1, 
т.~. и. и-1 Е: Кег /. • 

Ядрu гuмомuрфиЗМа,1 привед~ннuгu в при.м~р~ 2.21, пр~д
ст•а,вдя~т собой нодгрунну адди.ти.вliоЙ грунны ц~rых 'iИ.C~r, 

t.:uстuящую из вl:-ех ч:и.с~д, крагllых k. 
lloд1'py1111i::1., Н 1'ру1111ы g liа,ЗЫВа,етt.:я пар.ма.п,ьпай naд~pyn

naй ( пар.ма.п,ыtы.м де.п,ите.п,е.м) грунны g, есди. аН = Н u, ддя 
дюбu1'u а Е G. 

Н ·кuммуrпаrт.1,внuй ё-руппt:,, Ка,К быдо oтм~'ielio выше, аН = 
=На. Сд~дова,т~1ьliо, в этом (.;J1y'ia,~ дЮба,л 11uд1'py1111i::1., лвдлетсл 
1iОрм1;1.,J1ьliым д~1и.тедем. 

Пуt.:ть Н = (Н, ·1 1) - 11одсру1111а, I'рунны g = (G 1 • 1 1). Ддя 
фи.кси.рОВа,liliЫХ ЭJШMeliTOB а, Ь с G 'iерез ан Ь oб03lia,'iИ.M МliО
жество вt.:ех нрои.зведеliи.Й ви.да, аhЬ, I'де h Е: Н. Н си.ду а,L:сuци.
а,ТИ.вliости. 1'ру1111овой онера,ци.и. это oбo3lia,'ieliи.e корректliо. 

Теорема 2.18. lloд1'py1111i::1., Н = (Н 1 • 1 1) явдяетt.:я liO!)Mcl.,JIЬ
liЫM деди.тедем 1'ру1111ы g = (G, ·, 1) то1-.ца, и тодько то1•да,, КОI'Да, 
аН а - l С Н ддя дюбо1 'О а Е: G. 

• E(.;JlИ. н - J:iOf>Mcl.,JlЬliЫЙ д~1и.тедь, '1'0 ДJПl JII060I'O а Е: G ан = 
= На, т.е. ддя любого h Е: Н На,Йдетt.:я Та,КОе h1 Е: Н, ч:тu ah = 
= h1a. Пусть эдемеliт х Е аН и- 1 , т.е. х = aha- 1 ддя. lieкoтopu1·0 
h Е: Н. 'l'а,к Ка,К ah = h1a, тu х = h1aa- 1 = h1 Е: Н и. нuэтому 
ана-1 С н . 

Oб0a,TliO есди. аН а- 1 С Н то дюбой эдемеliт х = aha-1 
.t-' ' - ' ' 

I'де h Е: Н, нри.liа,ДJН~жи.т и. мliuже<.;тву Н, т.е. aha- 1 = h1 дш-r 
lieкuтopo1'U h1 Е: Н. Отl:-ЮДа,, у MliOЖaJJ. 110(.;J1eд1iee pa,вelil:-'1·вu lia, а 
t.:Hpa,Ba,, нuду'iи.м ah = h1a, т .е . эдемеliт ah из .11е1.ю1·u t.:мeжliOI'U 
Кда,L:<.;а, аН 11ри.1iа,Ддежит и нра,вому смежl!ому Кда,Сt.:у На. Ита,к, 

u,H С На. 
Тенерь вuзьмем дшi нрои.зводьliОl 'О а Е: G обра,т.1:iыЙ к а ЭJШ

меliт а- 1 И. ДJIЯ Ш~l'О 3а,11И.Шем BKJIIO'ieliШ~ а-1 Н U С Н (lia,llOMliИ.M, 
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'!ГО (а-1 ) -1 = а) . !>с:tt;t;уЖДоЯ Ка.К и выше, llOJlyч:и.м, Ч:Т'() ДШI не
которых h, h1 Е: Н и.меет меt;то рс:tвенt;тво a-1h = h1a-1, т.е. 
ha = ah1 и. На С аН. Итс:tк, аН =На и. 1-l - нормс:tJ1ьный деди.

тедь. • 
Окс:tзывс:tе'l't;Л, t;ущеt;твует t;вя:зь между 11онлти.ем нормс:tJ1ьно-

1·0 деди.т~1я. и. 11оннти.ем 1·омоморфи.змс:t, которс:tя. 11рододжс:tет и. 

у1·дубдя:ет на. новом уровне уже и.звеt;тную на.м и.з !'да.вы 1 t;вя:зь 
между 11онлти.лми. отобрс:tжени.я: и. клас;r;а ЭKf>'Uf3aлenrrи-юr;m.:u. 

Теорема 2.19. Н.дро 1·омоморфи.зма. f 1·ру1111ы g в I'рунну 
К я:вля:етt;я: норммыrым делителем группы g. 

• Ддл J1юбо1'0 у Е: Kel' f и. дюбо1'0 а Е: G имеем 

Это знс:tч:и.т, '!ГО .цлл дюбого а Е G вы11одня:етt;я: t;оогношени.е 
а(Кег f)a- 1 С Кег f 1 а.1 t;OГJic:tt;HO теореме 2.1~1 Кег f - нормс:tJrь
ный деди.тедь. • 

llуеть 1-l = (Н, ·, 1) - нормс:tJ1ьный дедитедь 1·µу1111ы g = 
= (G 1 • 1 1). i->с:t<.:<.:мотрим множе<.:тво вt;ех леf>ЫХ с;межnых к.л,ac;

r;uf3 {аН; u, Е G}. Это будет не <tто и.ное, ка.к фaкrnup-мnuжe

r;m"f>u множеt;т.1Jс:t G 110 011редеденному .1Jыше (t;м . теорему 2.11) 
U'ffl,,'Н,U'Шe'Н,'UIO ЭKf>'Uf,U.Л,f:','Н,'(ft'Н,U(;Тfl,, 'U -v Н. 

Нведем онеµс:tцию умножения: на. множе<.:тве вt;ех девых <.:меж

ных ю1c:tt;<..:0.1J (.:Jlедующим обрс:tзом: 11роиз.1Jедением аН · ЬН KJic:t<..:

t;OB аН и ЬН на.зовем кдc:tt;t; аЬН. 

Эт·о онредедени.е коррекгно1 та.к ка.к множеt;Т'.130 аН · ЬН 1 

т.е. множеt;гво в<..:ех произведени.й вида. ahbh1 ддл ра.зли<tных h 1 

h1 Е Н , .13 t;и.ду то1·0 <tто НЬ = ЬН ддн .1J<..:яко1·0 Ь Е G 1 t;0.1J11c:tдc:teт t; 

Jшвым t;межным клc:tt;t;OM аЬН. ДеЙt;гвигеJ1ьно, 11оt;кодьку hb = 
= bh' ддн некоторо1·0 h' Е Н, то ahbh1 = abh'h1 Е аЬН. 

Теперь рс:tt;t;могрим некоторый х Е аЬН , г .е . х = abh для: 

некоторо1·0 h Е Н1. llоt;кодьку bh = h'b ддя. некотоµо1·0 h' Е Н 1 

то х = ah'b = аh'Ы Е ан ьн. CJШДO.!Ja.T~lbliO, ан. ьн = аЬН. 
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Можно Дс1,J1ее де1·ко 11око,3ать, '-!ТО ддл каждо1·0 и Е: G и.меют 
меL:тu иН •Н = Н •иН =иН и. иН -и-1Н = и- 1Н •иН = Н. 'l'ем 
L:амым uпpi:;дeJrel!a группа, f!uсителем кuтuрuй: лвлл~:;тсл фактuр

мнuжест1:ю G /......., н мнuжест.1:.$а G 11u uтнuшени.ю ЭК.1:.$И..1:.$с1,Jlентнuсти. 
V 

......., н L: u11ераци.1:;и у мнuжени.п. де.1:.$ЫХ L:межных КJ1ассuв, 11ри. '-!ем 

ней1прал,t,Н,ЫМ :JJl,eMe'Н,'fftUM UTHOt;И.T(:;JlЬHO этой: u11ераци.и. t,;ду жи.т 

ноL:и.т~:;дь 11од1·ру1111ы 1-l, а обратным к девому t,;межному KJШ,t,;t,;y 

иН будет девый L:межный кдаL:t,; и-1 Н. Эту 1·рун11у Нс:\3Ы.1:.$ают 
фактор--группой 1·ру1111ы g по пор.м,а.п,ьпо.м,у де.п,·ите.п,ю 1-l 
и. обозна'-iают g /1-l. Можно уко,3ать 1:;t,;·1•1:; t,;твенный 1·uмuмuр

фи.зм f" 1·ру1111ы g в фактор-1·ру1111у g /1-l, который: вводи.тt,;л 

t,;Ol'дat,;нo 11рави.ду; (Vx Е: G) (j'(x) = :сН). Так как хН · уН = хуН, 
то ддл дюбых х,у Е: G f' (xy) = хуН = хН · уН = f' (x) f" (y) и. f" -
д1:;Й:t;Т.l:.$И.Тедьнu 1 'UМUмuрфи.зм. Н}1 •u на3Ы.1:.$аЮт КU'Н,О'Н,U'Ч,еСК'U.М, 

-го.м,о.м,орфиз.м,о.м, -группы g в факrпор--группу g /1-l. 

Пример 2.24. а. i->аt,;r.;мuтри.м аддитивпую -группу IR. = 
= (IR., +, О) действите.п,ьпых 'Ч,Uсе.п,. Эта 1·ру1111а коммута
тивна. На11омни.м, '-!ТО в коммутативной: 1·рун11е дюбал 11од1·ру11-

11а будет нормс1,J1ьным деди.теJшм. llоэтому ддл нее нормс1,J1ьным 

д1:;ди.т1:;J1ем >i.l:.$д.!ie1·cn. 11uд1·ру1111а цедых '-iИ.t,;1:;J1 Z = (Z, +, О) ( ад
д·иrт.1,в'Н,и,д ё--руппа ·ц.ел,ых ·ч"исел,). (Ддп. эти.х 1 ·ру 1111 мы 11ри.ня.ди. 
таки.~:; же uбuзна'-!ени.л, как и. ддл и.х нuси.·1·1:;JшЙ; lR и. Z cuu1·.l:.$eт
t,;т 1:.$!:;.li.1:iU.) 

Ныя.t,;ни.м смыt,;д отнuшени.я. эки.вс1,J11:;нтно t,;·1·и. ......... ~, 011ре11,1:;J1я.е

мu1·0 '-1ерез равенt.:тво девых t.:межных кдаL:L:uв* , 11u 11од1·ру1111е Z 
в этuм L:JlY '-iae. 

Равенt,;ТВU левых t.:MeЖlIЫX клat.:t.:UB U + Z = Ь + Z uзна'iает, 
'-!ТО ддл дюбо1·0 ЦeJIOl'U тп най:детсл такое цеJюе п, '-!ТО и+ тп = 
= Ь + п, т.е. и - Ь = п - 1n Е: Z. Обратно, еt,;ди. рсt3ноt,;ть и - Ь 

еt.:ть цеJюе LfИ.L:JIO, т.е. и - Ь = п Е: Z, то и+ Z = (Ь + п) + Z = Ь + Z. 
Итак и --V'j/ ь ТОl'да и. ТОдЬКО ТОl'да КОl'да и - ь Е: z И.дИ. ина'-iе 

' (и . . ' ' ' 

"Мы мож~м 1·оворить в l\i:tн:ном CJiyч:i:t~ просто о см~жных КJii:tL:Ci:tX, н~ 

po..3JIИЧ:o.Ji JI~BЫX И 11pi:tBЫX, Ti:tK Ki:tK l\.lDi нормсtльн:01 '(.} l\~JIИ1'~Юi эти KJii:tL:CЫ 

Pi:t1иtы 1'~М бод~~ ч.то мы pi:tбl>1'i:t~м ;i 1,;~Й:ч.с:t,с ~ коммvтi:tтидн.ой: 1 ·руш1~ ' " ,/ ~ 
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1'оворя., деЙGтвитеды:iьн~ '--iИСда. и и Ь --v~-эквива..11ентны то1'да. и 

TOJlЬKO ТОl'Да., КОl'Да. их дробные '--ia.GTИ ра.вны. 

Ад дитивнсtя. 1 'РУ 111111 Gмежных кда.сGов, т .е. фсtктор-1 'РУ 111111 
IR/Z 1'ру1111ы IR 110 норма..11ьному д~1итедю Z строитсл тсtк; сумма. 
кда.ссов и+ Z и Ь + Z ра.вна. кда.ссу (и+ Ь) + Z. Нводя обозtlа.'--iе
ние и + Z = [и], ноду'--iсtем [и]+ [Ь] = [и + Ь]. llpи этом [О] = Z 
(т.е. единица. ф11ктор-1'ру1111ы - это Gмежный кда.СG нудл -

множеGтво вGех целых '--iИС~1), lll)И'--ieм - [и]= [-и]= (-и) + Z. 

Обrсtтим внимсtние на. то, '--!ТО смежный кда.сс '--iИСда. х однозна.'--1-

J:iО 011rед~1летGл е1'О дробной '--ia.GTЬIO <х> (Gм. нrимеr 1.14.б) , 

т.е. [х] = [<х>]. Ка.НОНИ'--iеский l'ОМОмоrфизм В Да.ННОМ сду'--iа.е 

за.дсtетсл та.к; х г-t [ х] . 

б. t>а.GGмотrим тенерь аддитивпую ~pynny действи
те.л,ьпь~~ ч.исе.л, по .моду.л,ю 1, т .е. 1'ру1111у 8 1 = ( [О, l), 6Э 1 , О), 
з11д11нную на. 11одуинтеrва..1ш [О , l) , L:Jюжение в которой 011rе
д~1летсл т11к; х ® 1 у= <х + у> (дробшm '--iа.сть суммы х + у) . 

Дl,)у1'ИМИ L:JIOBa.MИ, 

Х 6Э1 У = { 
х+у, 

х + у - 1, 

х +у< 1; 

х + у ~ 1. 

Доксtжем, ч:то групна. 8 1 изоморфна. фсtктор-группе IR/Z, 
т.е. 11{/Z "" 8 1 . 

З11.ц11дим отобr11жение rp множеGтвсt { [и]; и Е IR} Gмежных 
кда.GGов в 11одуинтеrва..11 О, 1) та.к, '--!ТО rp( [:c]) = <х> . llоскодьку 

[х] = [<х>], то rp - биекцил и, кроме то1'0, 

rp([x] + [у]) = rp([x + у]) = <х + у> = < <х> + <у>> = 

= <;i::> 6Э 1 <у>= rp([x]) 6Э 1 rp([y]). 

Это зна.ч:ит, ч:то rp - изоморфизм IR/Z юt 81. 

l 'ry 1111у 8 1 можно BOGlil,)ИHИMa.T'Ь Ка.К " На.1 'JIЛДНЫЙ обl,)а.3 ;, фсtк
гор-группы IR/Z. Довшrьно а.бGтра.кгна.Л и.цел фсtктор-группы 
Кl)ИG'l'а.J1дизуе1'GЯ. в виде 1-ру1111ы с ноGитедем [О, 1) и 011ер11ци-

u u 

еи сJюжения неотрицсtтельных деиGтвитедьных '--iИС~1 , GTl)Ol 'O 
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меl:iьши.х еди.1:iи.цы, t; отбрсtt;ывсtl:iи.ем в резудьтсtте цедоЙ 'ictt;ти. . 

Здеt.:ь хорошо ви.дl:iсt " 110J1ьзсt ~- 1101:iлти.л и.зоморфи.змсt. То, 'iTO 
(.;а.МО 110 t;ебе l:ie O'iel:iЬ 1:ictl 'JlЛДl:i07 t.:Tctl:iOBИ.T(.;Я. 1:ictl 'JlЯ.Дl:iЫM 'iерез 
t;вой и.зоморф1:iыЙ обрсtЗ. 

2.9. Гомоморфизмы колец 

f->сt(Хмотри.м O'iel:iь коротко во11роt; о 1 ·омоморфи.змах r,;и11.,е'ц 

и. пи11.,ей . 

llуеть R1 = (R11 +, ·1 0 1 1) и. R'/, = (R'/, , +1 ·1 О, 1) - кодьцсt. 

Определение 2.9. Uтибриже'Нt'Uе j"; R1 • R'l, Rсtзывают 

гомоморфизмом ко.л.ец (кодьца R1 в кольцо R'/,) , еt;ди. 

j" (x + у) = / (х) + / (у), f" (x ·у) = j"(x) · / (у) для дюбых х1 у Е Н1 , 
т.е. ибриз t;уммы и. 11рои.зведеии.л дюбых двух эдемеl:iтов кодьца 

R1 np'U итпибриже'Нt'и·и j' равен t;Оответt;твенно t;умме и произве
дt:ши.ю и.х обрсtЗов в кодьце R '/, . 

Et;Jrи. отображение / с:юръеr,;rn'ивни ( t;Оответt;·гвенно б'Uеr,;

т"ивни), то е1 ·о l:ictЗЫtlctют ~nиморфизмом ( t;OOTtleтt;тtlel:iliO 
·изоморф·измом) ко.л.ец (ю.>дьцсt R1 lict кольцо R'l,). 

Пример 2.25. f->сtt;t;мотри.м R 1 = (Z , +, ·, О , 1) - ки11.,ьци 

·це11.,ь~х 'ч,'ис;е11., - и. Z1,: = (Z1-r: , ® 1,:, 0 1,: 1 0 1 1) - r,;и11.,ь'ЦИ вь~'ч,етив пи 

миdу11.,ю k. Зсtдсtди.м отобрсtжеии.е f"; Z • Z1,: так; ддя. tlt;ЛKOl'O 

ЦeJIOl'O 1n обрсtЗ f" (m,) patleli Оt;тсtтку от деJ1е1:iи.л 1n l:ia. k. t>c1l:iee 
мы уже доксtЗш1и. ( t;м. 11ри.мер 2.21) 1 'iTO длл дюбых цедых u1, и. 

п и.меет меL:то patlel:it.:'l'tlO f" (u1, + п) = f" (rn) ® 1,: j" ('fl,) . t>аt;L:уждал 
al:ic\..1101 'И.'11:iО, MOЖl:iO 110КсtЗать1 'iTO ДJIЯ. дюбых ЦеJlЫХ 'ffl, и. п 

также вepl:io равеl:it.:тво f" (rn · п) = f" (rn) 0 1,: f" (n) . С у'iетом то1·0 
'iTO отображеl:iи.е f" L:юръекти.вl:iО7 11ри.ходим к выводу1 'iTO оио 
явдя.етt;я. 1·омоморфи.змом кодьца цедых 'iИ.t;ед lia. кодьцо Z1,: 

вы'iетов 110 модулю k. # 

1:.>ез дoкctЗctтe.11ьL:Ttlct t;формуди.руем 1:iекоторые теоремы о 1·0-

моморфи.змсtх и. и.зоморфи.змсtх кодец (и. 11одеЙ) . 1:.ke эти. Y'l'tlep
ждel:iи.Л могут быть доксtЗсtны по аншюгии t; L:оответt;твующими. 
теоремами. о ёимимирф'Uзмих и. ·изимирф'Uзмих ёрупп. 
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Теорема 2.20. llу(;ть R 1 и R'l. - 11rои31юдьньн~ кодьца. 

E(;JlИ j'; R, l --+ R'l, - 1 'ОМОМО!)фИ3М, то 
l) об!)а3 нул,л ·r,;ил,ь-·ца R 1 нrи отобrажеаии f' е(;ть нуль 

кольца R'l. 1 т.е. f'(O) = О; 
2) uб!)а3 еd'Uн·и·цы КИJtь- ·ца R1 11rи uтuбrажеtlи.и f' еt.:ть едиtlи.

ца кодьца R'l. 1 т.е. f'(l) = 1; 
3) длл В(;ЛКОl 'О эJшме1п'а х кольца R 1 об!)а3 ЭJшмеtlта, прum'U

r:> mшл,ижниё-и ЭJН:~менту Х 7 raвetl эдемеtl'l'У 1 lll)OTИBOllOJIOЖJ:iOMY 

uб!)а3У элемеtlта х, т.е. f' (-x) = - f'(x) ; 
4) еQ1и. коJ1ьца R1 и R2 лш1лют(;л. 110Jшми.1 то ДJlЛ В(;ЛКОl'О 

эдемеtlта х кодьца R1 об!)а3 ЭJШMetl'l'a1 ибраrпниё-и к эдемеtlту х 
пи умнижен'Uю, raвetl ЭJШMt;tl'l'Y 1 oбra1·J:ioмy к об!)а3У эдемеtlта 

х, т. е . f' ( х - l) = [f' ( х) J-1 . 

Теорема 2.21. Е(;ди. f' - l'Омомоrфи.3м кодьца R в кольцо 
JC, а g - l 'Омомоrфи3м кодьца JC в кодьцо L, то ком1103иция 
отобrажеtlиЙ f' ~ g ес.;ть 1 'омомоrфи.3м кодьца R в кодьцо ,С. 

Теорема 2.22. Е(;ди. f'; R1 • R2 - и3омоrфи3м кодьца R1 
шt кодьцо R'l., то отобrажение j'-1 еt.:ть и3омоrфи.3м кодьца R'l. 
на кольцо R 1 · # 

Как И В (;Jly'iae l 'l)Y 1111, Olll){;ДeJlЛIOT(;Л llOJ:iЛTИ.Л l'OMOMO!)фJ:i0-

1'0 обrа3а кольца и и3ОМО!)фtlых кодец. А и.мetltlO коJ1ьцо JC 
tlа3ывают -га.м,а.м,арфны.м, абраза.м, KQ.ll,bЦa R, еQ1и. (;ущеt.:тву
ет 1 ·омомоrфи.3м кодьца R tla кодьцо JC. Два кодьца R и JC 
на3ывают изи.мирфпы.ми и пишут R:: JC, eQIИ t.:ущеt.:твует и3u
моrфи.3м ОДНОl'О И3 J:iИX tla дРУl'ОЙ. 

Так, на11rимеr, КОJ!ЬЦО вы 'i{;'l'OB 110 моду JlIO k еt.:ть 1 'ОМОМО!)ф
J:iЫЙ об!)а3 кодьца цедых 'i.И(.;eJl 11rи. 1'омомоrфи3ме, 3адаваемом 

отобrажеtlием , котоrое каждому цедому rn t.:оноt.:тавдл.ет ос.;та

ток от дeJШJ:iИJl rn tla k. 
Ра(.;(;МОТ!)ИМ ОДИJ:i И.J:iT{;l){;L:J:iЫЙ lll)И.Mel) И.30МО!)фИ.3Ма llОдеЙ. 

Пример 2.26. Так же как и в нrимеrе 2.22, нос.;тави.м в 
t.:оответс.;твие комш1екt.:tlому 'i.ИQIY и + bi матrи.цу j'(u + bi) = 

= ( _::Ь :) . !lодуч:им отображение f, которое, как уже бьшо 
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д u юt3a.tlU, }i~l}i~Tt.:}i Иtlъ~кци~й, 11 р и 'i~M / (О) = / ( О + О · i) = О , 1 'Д ~ 
О - ну дева.я: матрица. Зам~тим1 'iто, ноt.:кодьку онредt'дитедь 

матрицы у Ka.3a.tltlUl'U вида paв~tl а'2 + Ь'2 1 t.:рtщи вt.:~х таких 
матриц тодько liY Jшва.я: бу д~т им~ть ну девой онр~д;~дитедь. 

Дшше1 де1·ко нроверить, 'iTO множеt.:тво таких матриц зи

мкнуrпи umнuc;·urneдьнu иперич-ий t.:Jюжеtlи.я: и умtlожеtlи.я: ма

триц1 t.:од~ржит (как уж~ быдо отм~ч:ено) нул~вую и ~динич:tlую 

матрицы, а также вме<.:те <.: кс1.,ждой мс1.,трицей А мс1.,трицу -А и 

вме<.:те <.: кс1.,ждой tletlyJшвuй мс1.,трицей обрс1.,тtlую к tleЙ мс1.,трицу . 

Это ЗНа,'iИТ 'iTO множе<.:тво мс1.,тоиц ВИДё:1., ( а ь) а Ь Е= lR. L: , r -Ь а 1 1 1 

011ерс1.,ци.я:ми t.:ложеtlил и умtlожеtlил мс1.,триц обра.3ует 110Jш. Обо

зна'iим ~ГU М~и.,Ь). 
Из 11римерс1., 2.22 t.:шщуе·1·1 'i'l'O муJIЬТИШIИКа,ТИВtlёL.я: 1·ру1111с1., 

llOJlЛ KOMllдeKl:tlЫX 'iИL:eJl изоморфtiа, мудьТИllJlИКа,ТИВtlОЙ l'py1111e 
M (u.,b) 'l ' 

llOJlЛ 'l, • а.К как 

f' [(a + Ьi) +(с; + di)] = f' [(a +с;)+ (Ь + d)i] = 

= (а + с; 
-Ь-d 

Ь + d) ( а Ь) ( с; d ) 
а+ с; = -Ь а + -d с; = 

= j' ( а + bi) + j' (с;+ di) 1 

то И ё:1.,ДДИТИВtlа,Л 1·ру1111а llUJlЯ. KUMШleKL:tlЫX 'iИl:ед изuморфtiа, 

ё:\,ДJJ,ИТИВНОЙ l'py1111e llOJl.Я: М~и,,Ь)_ Итс1.,к , МЫ llOдy'ia,eM7 'iTO 

llOJШ КОМШШКL:tlЫХ 'iИL:eJl ИЗUMUpфtiO llOJlIO Ма,'l'рИЦ М~а,Ь). Этот 
изоморфизм дежит в о<.:нове мс1.,три'iно1·0 нред<.:тавденил шн·ебры 

комшшкt.:tlых 'iи<.:ел1 'iTU имеет Зtla,'ietlиe 11,лл кuмньютерtlых 

рес1.,J1изаций этой а,JН 'ебры. 

Дополнение 2.1. Кватернионы 

Примером тnf:.да1 не .я:вд.я:ющегоt.:л Tl,Uдf:.M1 может <.:лужить 

а.r~-гебра кватерпиопов (,, 'iетырехмерных 'iи<.:ед ;'). 

Снс1.,'iш1с1., 1iа,llОмним1 кс1.,к <.:троит<.:я. а,JП'ебрс1., кимпдекоiых ч:и

с:ед. Комшшкt.:ное 'iИ<.:Jю 011ределлетt.:л кс1.,к упирлdu·Чtеннал пара 
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деИ(.;ТВИl'едьных '!И(.;ед, 111->И ч.ем (.;JЮжение ШJ,I-> ВВОДИ'l'(.;Л 11оком-

11онентно; 

( а, Ь) + ( с, d) = (а + с, Ь + d), 

с\. умножение - (.;01 'дс\.(.;НО фоrмуде 

(а, Ь) · (с, d) = (ac-bd, ad+bc) . (2.3) 

Зс1.,метим, 'i.TU нокuмпuнентное опvtщедени.е умножения: не 

ДёLJЮ бы тvебуемых (.;J:ЮЙ(.;ТВ этой u11еvс1.,ции (таких же, кс1.,к у 

умноженил деЙL;твитедьных '!И(.;t:'д), 110(.;КОдьку нvи 11оком110-

нентном у множеliии имеютL;я. дел,·иrпел,'и г1,ул,я; 

(а, U) · (U, Ь) = (a•U, U·b) = (U, U). 

llvи (.;'l'aHдёLI->'l'HOM 011vедедении у МliОЖенил (.;0l'Jlёl.,(.;li0 (2.3) 
можно доказать, '!ТО ёLJH'eбva KOMHJ!eK(.;liЫX '!И(.;ед Я.ВдЛеТ(.;Л 110-

JШМ. 

КватеvниОliЫ uнveдeJlН.IOT(.;}i КёLК у 110!->Н.ДU'iеНliЬШ На-I->Ы ком

шrек(.;НЫХ '-IИ(.; f:',Jl. Сдожение KBa,T'eI->HИOliOB ВВОДИТ(.;Л (.;НОВа Ка.К 

11оком11онентliое, ct умножение - (.;JШДУ ющим обvазом: 

(а, Ь) • ( с;, d) = (ас;-Ьd, ad +bt), 

1·де х - 'ч,щ;лu, кuмплеr,;сг1,u сuпряжег1,г1,uе (.; х. 

. l 
1 1 
i i 

Табл,'и14а 2. 3 

i J k 
1, J k 

-1 k -J 
-k -1 -

i 

Moжlio 11оказс\.ть, ч.то кс\.ждый 

КВа-ТеI->НИОН OДHOЗHa,'iliO 111->еД(.;Та,ВJlЛ

еТ(.;Н. в виде 

сх = х + iy + jz + kh, 

J J 
k k J -i -1 1 ·де х, у, z, h - деЙL;'1·витеJ1ьные 

ч.иL;дсt, ct i, j и k - квс\.теvliионы, 

назывс\.емые .мпи.м,ы.ми едипица.ми. llvc1.,вwrc1., умliожения. мни

мых едиliиц вме(.;те (.; обыч.ной единицей Зс\.Дс\.ЮТ (.;Я: тс\.бд. 2.3. 
Можно за.метить, ч.то умножеliие 11011а-vно 1->сtздич.ных мни

мых единиц (.;Uвеvша-еТ(.;Н. 110 тем же 111->а-вида-м, ч.тu и вeктuvliue 

у мliожение оvтов i , j , k в вектоvной ёLJн·ебvе [III]. 
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Соnряжеппый t.: сх = х + iy + jz + kh кваrnерпиоп, но 
uнредедени.ю, ранен сх = х - iy - j z - kh. Имею·1' меt.:·1'0 L::деду

ющие гuждеt.:гва; 

cx(J = сх (J, 

( (Х + (J) = (Х + (J, 

(Х(Х = (Х(Х = а l + ь~ + с? + dl. 

Дейt.:тви.тедьное '-iИ.t.:JIO схсх, обозю:t'-iаемuе п ( сх), называетt.:л 
пор мой кв атерпиопа сх. 

llоt.:троеннал таки.м образом ct.111 'ебра кнатерни.онон обдада-
V 

ет t.:J1едующи.ми. L:llUИL:Tllё:LMИ.; 

1. У мнuжени.е кнатерни.uнuн ac:c:u ·и/uam·u6н.,u, но не кuммуrпа

т•иf>н.,о. 

Это t.:нойt.:тнu неноt.:редt.:тненнu нынuди.тt.:.н и.з табд. 2.3. Нсt

нри.меµ, нуt.:ть сх = О + il + j O + kO, а. (J = О + iO + jl + kO. То1'дсt 

cx(:J = О + iO + jO + k, а (:Jcx = О + iO + jO + k(-1). 
2. В ctJrгeбpe кват·ер1п1онов нег деди.теJrей нулл. 

Дейt.:тви.тедьнu, п(сх) = l) TUL'Дct И. TUJlЬKU TUL'Дё:L, KUL'Дё:L СХ = l), 

т.е. нуJшному кнатерни.ону l) + il) + jO + kO, и. можно ноказать, 

ч:то n(cx(:J) = n (cx)n((J). 

Тu1·да, еt.:ди. сх I О, то 

сх · (( 1/п(сх)) · сх) = (( 1/п(сх)) · сх) · сх = 1. 

Таки.м образом, 110 у мнuжени.ю нt.:е нену деные кнатерни.uны 

образуют 1·µун11у и. ШП'ебра кнатерни.онон оказынае·1тл теJюм, 

не буду '-iИ. нолем. 

Из кнатерни.uнuн можно также t.:трuи.ть у нuр.ндо'-iенные нсt

ры, ннодя онераци.и. (.;дожени.л и. умножени.л как 011и.(.;ано ныше, 

а uнераци.ю (.;Онря.жени.я. t.:UL'дat.:нu формуле ( и, Ь) = ( а, -Ь) ( а 
и. Ь - кнатерни.оны). lluдy '-iеннал таки.м образом ШП'ебµа 

назынае·1·(.;я: а.л:геброй К ~Jl.u, а ее эдементы - 'ЧUCJl.aмu К ~Jl.u 
и.ди. октавами. Умножение н шп,ебре Кэди. уже не будет даже 
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ассоциативным, однако ассоциативныи закон имеет место в 

'-!астном еду 'iae - ддл дюбых двух '-!и.сед Кэди. сх и. fJ ; 

( схсх )fJ = сх ( cxfJ) , 

cx(fJfJ) = ( cxfJ )fJ, 

cx(fJcx) = (cxfJ) cx. 

Кроме то~ 'о, каж.дое ненуJш.1:юе 'iИ.(.;JIO Кэди. имеет обра·1'ное. 

Дру1'и.ми. t.:Jювами., в шп'ебре Кэди. дюбое уравнение схх = fJ (иди. 
хсх = fJ) имеет единственное решен:и.е. Таким образом, шrгебра 
КэJrи. также лвJнrетt.:я. шп 'еброй без деди.те;rей ну дл. Можно 

докс1,3ать, '-!то, кроме шп·ебры комшшксных '-iИ.t.:eJr, шп·ебры 

кватернионов и. ШП'ебры Кэди., не t.:y ществует " мно1'омерных 1' 

'iИ.(.;JЮвых шп'ебр без де;1и.те;1ей нудл. 

Вопросы и 3адачи 

2 .1. Аt.:соци.а·1·и.вна ди. 011ераци.л 0 на множестве М , е(.;J1и.; 

а) М = N, х 0 у = '2ху; 

б) М = Z, х 0 у = х2 + у2 ; 
в) М = IR, х 0 у = siпxsiпy; 

r·)M= !R\{O}, x 0 y=xyx/ lxl, 
д) М = !R, х 0 у = х - у'( 

2.2. llусть S - нодуl'рунщ1, ма:l'ркц вкда ( ~ t), l'J\e х, у Ее 
Е: IR, с 011ераци.ей умножени.л. Существуют ди. в ней девые иди. 

11равые нейтршrьные эдемеtlты'( 

2.3. На множеt.:тве М 011редедена би.tlaptlaн: 011ераци.н: v 110 
11рави.ду х v у = х . Докс1,3ать, 'iTO (М, v) - 11оду 1 'РУ 1н1а. Что 

можно t.:кс1,3а·1ъ о tlеЙтршrьных эдемеtlтах этой 11оду1·ру1111ы'( Н 

каких CJIY'iaJIX она лвдлетt.:л t'рунной'( 

2.4. llyt.:ть М - нрои.зводьное мtlожество. На мtlожестве 

м·2 011редедена 011ераци.л :.> 110 11равиду (х, у) [.) (z, t) = (х, t). 



172 2. AJll 'l!JHl:Ъl: 1 'J:>YllllЫ И KUJlbЦA 

Явл.ю~тl:я ди. мгебµi:t ( м:\ ~) подугµуппой'( Сущеl:т·вует· ли в 
ней нейтµс:tJ1ьный элемент'( 

2.5. llри.веl:ти. нри.мер Ш)ду1·ру1111ы l: Jieвuй еди.ни.цей (ней

трмьным элемеитuм), не являющеЙl:я моноидом. 

2.6. Ка.кие из укё:\.3а.нных множеl:тв ква.,цра.тных деиl:тви
тельных Мi::1..триц uднu1·u нuря.дка. uбра,3уют 1 ·ру1111у; 

а.) множеl:тво невырожденных ма.триц отноl:итедьно умно

жения; 

б) мнuжеl:тво невырожденных мi::1..три.ц uтнul:и.тельнu QЮже

ния; 

в) множеl:ТВО ДИi::1..1 'ОНс:\JlЬНЫХ Ма.триц ОТНОl:И.Тедьно QЮЖе

ния; 

1') множеl:ТВО ДИi::1..1'OНё:\J1ЬНЫХ Мё:\.Тl-)ИЦ ОТНОl:ительно умноже
ния'( 

2. 7. Дока,31;1,,ть 1 '-iTO еQ1и в 1·ру1111е 9 ддя любо1'0 х Е G 
BЫllOJlHЯeTl:Я тождеl:ТВО x'l, = 17 то l'PYlПii::I, g коммута.ТИВl:{i::1,. 

2.8. Н. l'рунш:~ S4 решить уµi::1..внения: 

i::I,) (4
1 2 3 4) _ (1 

2 1 3 Х 3 

б) (12)(34)X(l 3) = (~ 

2 
2 

2 
2 

3 
1 :) = (1 2); 

3 
1 

2.9. Нвляетl:я ли нолем множеl:тво '-iИ.l:eJl видс:1., х + /'2у, 1·де 
х, у Е Q1 l: обы'-iными онерс:1.,циями l:доженил и умножения'( 

2.10. Докс:1.,зсtть, что мнuжеl:тво Bl:ex верхних треуголыiых 
мс:1.,триц фикl:ИрОВi::1,ННОl'О llOIJЯ.ДKi::1, n Я.ВдЯ.еТl:Я. 11O,LJ,KOJIЬЦOM KOJIЬЦi::1, 
вl:ех квi::1..дрс1,,тных мс1,,1·ри.ц 11оря.дкс1,, п. Верно ли. это утверждени.е 

для. ДИi::1..l'ОНё:\JlЬНЫХ И нижних треу11ОJIЬНЫХ мс:1.,тµиц'( 

2.11. llоl:троить нримеµ кольца. l: одним элементом1 т.е. 

·1·1;1,,ко1 ·O1 в котuµом О = 1. 
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2.12. Кuдьцu R = (R, +, ·, О, 1) tla.Зывct~1·t.:}1 бу.11,евы.м, ~t.:ди. 
~1·u yмtlUЖ~tlи.~ и.д~м11uт~tlTtlU, т.~ . х · х = х ддя. дюбых х Е: R . 
ДuксLЗсtть, ч.тu; 

ct) ДJПI дюбuгu ЭJШMetlтct х буд~ва. кuдьца. и.м~~т м~t.:тu pa.B~tl

t.:твu х + х = О, т.~. -х = х; 

б) дюбu~ буд~1ю кuдьцu кuммутати.вtlu; 

в) в дюбuм буш:шuм кuдьц~, и.м~ющ~м бuд~~ двух эд~М~tlтuв 

(IRI > 2), (;УЩ~(;твуют Д~J1и.т~ди. tlудл. 

2.13. ДuксLЗать, 'i.ТU (2М, 6., n, е, М) - будевu KUJlЬЦU 
((;м. за.да.чу 2.12). ДuксLЗсt.ть, что UtlO и.зоморфtiо Zi нvи. lMI = l. 

2 .14. lloкcLЗcL'lЪ, что MtlOЖ~(;'l'BU 0(.;'l'cLTKUB от Д~JШtlИ.Я. MtlOl 'U

'iJl~HUB от нep~M~tltlUЙ Х На, x:l + :с + l L: 011~.(.)ёLЦИ.ЛМИ. L:JЮЖ~НИЛ 
и умнож~нил много9Л~нuв лвллетt.:л кодьцом. Явллетt.:л ли это 

КОJlЬЦО llOJl~M•f 

2.15. Эд~меtl'l' х кодьца. tlазывсt.ют обрати.мь~.м, et.:J1и (;у

щ~t.:тву~т эд~м~нт х', тсtкuй, чтu х · х' = х' · х = 1. Эд~М~tlт :с 
кuдьца. tlсLЗЫвсt.ют uбра.ти.мым L:J1~вct. ( (;H.(.)a.Bct), ~L:J1и (;у щ~t.:твуе1· 

х', такuй, что х' · х = 1 ( х · х' = 1). Эдем~tlт кодьца. tlсLЗЫва.еТ(;Л 
одно(;ТU.(.)Оtlне обра.ти.мым, е(;ди. Otl uбра.ти.м L:J1eвct. иди. (;11.(.)а.Ва.. 

Эдем~нт х -f О кuдьца. liсLЗываетt.:л девым (нра.вым) д~дит~д~м 
V V 

нудл, ~(;ди. (;уЩе(;тву~т li~нудевuи элем~нт кuдьца у, ·гакои, '-iTO 

Х • у = 0 (у· Х = U); ЭJl~M~.liT, ЛВJIЛЮЩИЙL:Л Jl~BЫM И П.(.)сLВЫМ 
Д~lИ.Т~JШМ liY JlЯ. OДliOBpeмeliliO, licLЗЫBct.eT(;Л Д~lИТеJШМ liY JlЯ. . 

ДuксLЗа.·гь, чтu: 

а.) ЭJШM~liT KUli~'iliUl'U KUJlЬЦcL uбра.ти.м ( L:JШBa., L:11.(.)ciBci) 'l'Ul'Дci 

и TUJlЬKO 'l'Ul'Дa., КОl'Дёi Uli lie лвдя.етt.:я. Д~lИТ~ШМ liудл (нра.вым, 

д~вым); 

б) в коli~чном кuдьц~ и. в кuдьц~ б~з д~1ит~д~Й нудя. дюбой 

UДHU(;TU.(.)Ulili~ uбрсt.т·и.мый эд~М~tlТ uбра.тим; 

в) эд~М~liт кодьца. выч~тов 110 мuдудю k uбра.тим то1·дсt. и. 

TOJlЬKO ТОl'Да.1 KOl'ДcL ОН BЗcLИMtlO 11.(.)0L:T (; k. 

2.16. Ну(;ть R - кодьцо. ДоксLЗать, '-iто; 

а.) ~L:JIИ 11.(.)UИ.ЗВ~дени.л ху И. ух uбра.тимы, TU ЭJШМеliТЫ Х И у 

тож~ обрати.мы; 
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6) eL:J1и. в R tleт деди.те11ей liудя и. нрои.зведеtlи.е ху обра..ти.мо, 

то х и. у обра..ти.мы; 

в) eL:Jrи: Н, конеч:но и произведение ху обра..ти:мо, то х и у 

обра..ти.мы. 

У к а.за.. ни. е; и.t.:нодьзова.ть резудьта..ты За..Да..'iи. 2.15. 

2.17. Дока.За.ть, 'iTO множе<..:тво вt.:ех обра..ти.мых эдементов 
кодьца. (t.:м. За.Да.'iу 2.15) обра.Зуют 1'ру1111у но yмlioжeliи.IO. 

2.18. Реши.ть t.:иt.:тему ура..внеliи.Й 

{ 

х + 2у = 1, 
у + 2z = 2, 
2:.с + z = 1; 

а.) в ноде Z3; 6) в ноде Z5. 

2.19. Нылt.:ни.ть, ра.Зрешима. ди. в кодьце Z:п t.:и.t.:тема. ура.в-
V 

tl(;tlИ.И 

{ 
5х + 2у = 1, 
y - llx = 13. 

2.20. Нl$едем l'рунну § ,, Дl$И.Жеtlи.Й;. (1101$оротов) окружtlоt.:ти. 

Ка..К l'py1111y, ЭJШмента.ми. которои Лl$JlЛIOTt.:Л l$l:еl$ОЗМОЖНЬШ 1101$0-

роты, и.змер.я.емые 1$ ра..ди.а..liа..х, нри. 'iем НО1$Орот lia.. дюбой у 1 'од, 

кра.тный 21r, отождеt.:твдлетt.:л t.: ну девым но воротом (тoждe

t.:Tl$eliliЫM отобра..жеliи.ем мlioжet.:'1'l$a.. то'iек окружliоt.:ти. 1$ <.;ебл) . 

Дока.За..ть, 'iTO 1'ру1п1а.. § изоморфна.. фа..ктор-1'ру1111е ~/Z, ко
торо..л, 1$ <.;l$OIO О'iередь, и.зоморфliа.. а..ДДИ.ТИ.l$liОЙ l'рунне S1 дей
t.:тви.те11ьtlых 'iИt.:e/1 но модудю l. 

2.21. llу<..:ть М = ( G, +, О, { wtx; сх Е: Н}) -JШ1$ЫЙ модудь lia...д 

кодьцом R, = ( R, +, ·, (), 1). Я:вдлет<.;л ди <.;Оответ·<.;твие между 

элемента..ми. СХ КОдЬЦа, R, И отобра..ЖеliИ.ЛМИ Wt,t ВЗа..ИМliО OДli03lia..'i

liЫM·r Н 'iа.<..:тно<.;ти. 1 в<..:е1 'Да. ди. нулевое отобра..жеliи.е онреде1п1ет

<..:.я. ТОJ!ЬКО liY дем КОдЬЦа.. R,'! 

У к а.. з а.. .н: и е: ра..<.;<.;мотреть девый модудь ма..триц-<.;толбцов 
т 

ви.да. (х О) , х Е: R, lia.Д кодьцом верхнетреу1'одьных ма.три.ц 1п'о-
ро1'0 нор.я.дка. И НОКа.За.ТЬ, что ответы На. 110<..:Ta.BдeliliЫe l$011p0<..:ЬI 

ОТ р И.Ца,Т(;J!ЬliЫ . 



3. ПОЛУКОЛЬЦА 
И БУЛЕВЫ АЛГЕБРЫ 

llодукодьцо я:в.11я:етl:я: одной и.з всtжнейши.х U,Л,ё-ебр в l:Oвpe-
v V э 

меннои диl:кретнои мсtтемсtти.ке. тсt l'дctвct ноl:вя.щенсt рсtl:l:МО-

трени.ю 'f/,UJl,YKUJt,e'Ц и. бу,Л,еtJь~х ил,ё-ебр. Изу 'iсtемые зде<.:ь методы, 
V V 

нрежде Bl:t;l 'O метод решени.я. l:И.l:тем ди.неиных урсtвнени.и в 11O-
дукодьцсtх1 и.меют нерво<.:тененное знсt'iени.е ддя: теори.и. ё-puфutJ1 
бул,еtJь~х функц·ий и. теори.и. форма..11ьных н.зыков. 

3.1. Полукольца. Основные примеры 

Определение 3.1. ПoJl,yKoJl,ьцo - это а.;н,ебрсt l: двумя. 
б'Unupnьi.м;u и. дву мл nу,Л,ьарпь~м;и unepa·и/UJf,M;u 

S = (S, +1 ·, О, 1), 

тсtксtя: 1 'iTO ддя: нрои.зводьных эдементов а, Ь, с; множеl:твсt S 
вы11однлю·1-<.:л l:дедующи.е рсtвенl:твсt, нс.\.Зывсtемьш аксиомами 

noJl,yKoJl,ьцa; 

1) а + ( Ь + с;) = ( а + Ь) + с;; 
2) а + Ь = Ь + а; 
3) а + О = а; 
4) а · ( Ь · с;) = ( а · Ь) · с;; 
5) а · 1 = 1 · а = а; 
о) а · ( Ь + с;) = а · Ь + u, · с;; 
7) (Ь + с;)· а= Ь ·а + с;· а; 

8) а·О=О · а=О. 

llервую онерсtци.ю + нс.\.Зывсtют CJl,OЖenueм noJl,yKoJl,ьцa, ct 

вторую онерсtци.ю · - умпожепием noJl,yKOJl,bЦa S; эдементы 
О и. 1 на.3ывсtют <.:оответl:твенно nyJl,eM и. едипицей noJl,yKoJl,ь
цa S. 
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Акt;иомы нодукодьца J:iа3ывают также осповпы.ми то

ждества.ми no.rt,yкo.rt,r,цa. 

Таким об(-)а3Ом7 и3 011(-)еДеJШJ:iил t;дедует, '!ТО ОIШ(-)ацил t;JIO

жel:iил 11одукодьца accU'IJ/Uarn'Uв'/-1,a и r,;иммуrпаrп·щл-1,и, а l:iудь ноду

кодьца я.вдлетсн '1-1,ейrпраJ1,~'1-1,ЫМ :J✓teмe'/-1,r,wм OTJ:iOt;ИTeJlЬJ:iO 011е(-)а

ции QЮженил; 011е(-)ацил у множенил 11одукодьца аt;t;Оциативна 

и единица нодукодьца лвдлетt;л неИТ(-)аJrьным элементом oт

J:iOt;ИTeJlЬJ:iO Оllе(-)ации у MJ:iOЖeJ:iИЛ. К(-)ОМе ЭТО! 'О имеет меt;ТО 

t;вОЙt;тво d'Ucrnp'Uбyт,-uв'/-1,uc;m_;u (двy t;тO(-)OJ:iJ:ieЙ) оне(-)ации yмl:ioжe

J:iИH l>TJ:iL>t;итeдЬJ:il> QЮЖеJ:iил ноду кодьца. Акr;иому 8 ноду кольца 
J:iа3ывают аппу.rt,ирующи.м, свойством ny.rt,.я, в 11одукольце. 

Иt;11одь3уя. ноня.тие мuнu'Udu, 011(-)едеJ1ение 3.1 можно 11е(-)е

фо(-)му J1и(-)овать так. llодукольцо S = (S, +, ·, О, 1) - это аJ1-

1'еб(-)а t; двумя: биliа(-)J:iЫМИ и двумя: l:iудьа(-)J:iЫМИ 011е(-)ацилми1 
такал, 'iто: 

1) аJн'еб(-)а (S1 +1 О) лВJ1летсл коммутативным моноидом 

( е1'0 на3ывают аддитивпы.м .мопоидо.м no.rt,yкo.rt,r,цa); 

2) аJН'еб(-)а (S1 · , 1) лВJ1летt;л моl:iоидом (е1'0 J:iа3ывают .мy.rt,r,
"1,un.rt,uкaтnuв пы.м, .мопоидо.м no.rt,yкo.rt,r,•цa) ; 

3) имеют меt;1•0 t;вОЙt;тва (двyt;TO(-)OJ:iJ:ieЙ) диt;т(-)ибутивJ:iОt;ти 

оне(-)ации QЮженил отноt;итедьно оне(-)ации у множенил; 

4) BЫllOJlHЛeTt;Я. аннуди(-)ующее (.;ВОЙt;ТВО нуля.. 
С[Jавl:iивал 011(-)едеш;ние 11олукодьца t; 011(-)eДeJlel:iиeм 2.5 'КОJ7,~-

V V 

ц.и, мы видим, '!ТО кольцо еt;ть ч.аt;тныи t;ду'lаи полукольца: 

еr;ди кодьцо 110 QЮжению НВJ1я.е1'<..:Н ибелевой ё,руппuй, то ноду-
V 

кольцо - лишь коммутативныи моноид. 

Выделим два вида нолукодец: ко.м.му"1,ативпое no.rt,y
кo.rt,r,цo с коммутативJ:iоЙ оне(-)ациt;Й у MJ:iOЖeJ:iил и иде.мnотеп

тппое no.rt,yкo.rt,r,•цo с ·udeмnorneнnrnoй uпе(-)ацией слuженил. 

Пример 3.1. Расt;МОТ(-)ИМ аJН'еб(-)у 

R+ = (!R+ u { +::х.>}7 111i117 +, +::х.>7 о), 

1-де JR+ - множеt;тво неот(-)ицательных деиt;твитеJ1ьных 'iИt;eJ1, 
111111 - ОlШ(-)ацил В3ЛТИЛ наименьше1'О И3 двух даНJ:iЫХ 'iИ(.;eJl , 
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+ - ош:~рацил (.;дожения. деИ(.;'l'витедьных 'iИ(.;ед, +::х> - ,, ндЮ(.; 
бе(.;КОНе'iНО(.;ТЬ .. ( в ТОМ же (.;МЬl(.;JШ, 'i'l'O и в математи 'ie(.;KOM 

аНаЛИ3е), l) - ЧИ(.;JЮ " нуль '" . 

Эта сLJП'ебра - нодукодьцо, НО(.;ителем которо1·0 лВJ1лет(.;л 

нодуО(.;Ь IR+ = { х; х ~ О} , 11011одненная. ЭJШментом +::х> (множе-
V 

(.;ТВО В(.;ех неотрицатедьных деи(.;твитеJ1ьных 'iИ(.;eJ1 вме(.;те (.; 
,, ШlЮ(.; бe(.;KOtШ'iliO(.;TЬIO 1•). 

Необы 'iHO(.;'l'Ь нолу кодьца R,, + (.;О(.;тоит в том, 'iTO в ка'iе(.;тве 

е1·0 умножения. В3Я.ТО (.;JЮжение деИ(.;ТВИТt'..JlЬНЫХ 'iИ(.;eJl, ТОl'Да 

как в ка'!е(.;'l'Ве (.;JЮженил выбрана о не рация. взя.тия. наименьше1 'О 

из двух 'iИ(.;eJl . Со1·да(.;НО C'Uё,Harnype, эдемент +::х> ра(.;(.;Матри

вает(.;л как нуль полукольца. Дей(.;твитедьно, rпiп(х, +::х>) = :с 
длл любо~ ·о х с IR+ U { +::х>}, т .е. ЭJ1емент +::х> е(.;ть нейтрсLJ1ь
ный элемент отно(.;итеJ1ьно онерации rнiп ( о не рации (.;JЮженил 
в нодукодьце) . Эдемент +::х> также обладает аннудирующим 

(.;ВОЙ(.;твом отно(.;ительно о не рации (.;JЮженил 'iИ(.;ед ( онерации 

умножения. в полукольце); х + ( +::х>) = +::х>. Сдедоватедьно, вы-

11олнлю·1тл а-К(.;ИОмы 3 и 8 нолукольца. 
0(.;TcLJIЫiЬie ё\.К(.;ИОМЫ llOJIYKOJIЬЦa, также BЬlllOJIHeны. 

Jle1·кo убедить(.;л, 'iTO cLJ11·eбpa (ffi.+u{+::x>}, rIIiн, +::х>) 
коммута-тивный моноид и сLJн'ебра (ffi.+ U { +::х> }, +, О) - та-кже 
коммутативный моноид. Проверим (.;ВОЙ(.;тва ДИ(.;Трибутивно

(.;ТИ, которые В ДсLННОМ (.;Jiy'iae занишут(.;Я. Та,К; 

Имеем 

и + пriп ( ь' с) = IIIill ( и + ь' и + с) . 

и + rпiн ( Ь, с) = { и + Ь' 
(,(,+с, 

. ( ь ) {и + ь, Пllll U + , U + С = 
и + с, 

ь ~ с· 
'-::: ' 

Ь > с. 

Таким образом, 

и + rнiн ( Ь, с) = rпiн ( и + Ь, и + с) . 
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Замети.м, 'iTO в µа<.;<.;матµи.ваемом нодукодьце умножени.е + 
комму ·1,а·1,ивно, а (.;.!Южение rнiн идемно·гентно. Сдедова·гедьно, 

R, + - и.демнотентное коммутсtти.вное 1шду кодьцо. 

Пример 3.2. !->сtt.:t.:мотµи.м аJН'ебµу В= ({U, 1}, +, ·, U, 1), 
в котоµой онеµаци.и + и · зс1дс1ны rпабл,·и·цимn К::,л,·и (тсtбд. 3.1 
и. 3.2). 

+ u 1 u 1 
u u 1 u u u 
1 1 1 1 u 1 

Пµовеµксt акt.:и.ом 11одукодьцс1 оt.:новансt на. этих табди.цах и. 

JШl 'КО выноднлетсл. Обµсtти.м вни.мсtни.е, 'iTO два. эдементсt U 
и. 1, И.3 котоµых в Да.ИНОМ <.;ду 'icte (.;O(.;ТОИТ НО(.;И.Тедь llOдy КОJlЬ

Ца., одновµеменно лвдлют<.;я: соответственно нулем и. еди.ни.цеи 

данного 11одукодьцс1. Легко ви.деть, 'iTO µас<.;матµи.ваемое полу
кольцо коммутати.вное и. и..цемнотентное. 

Интеµе<.;но то, 'iTO O11еµс1ци.и. 11одукодьцс1 В можно тµакто
вать ка.к JIOl 'ически.е L:влзки. иди" и и ;~ а эдементы О и. 1 -

" " ' Ка.К ЛОЖЬ'" И Иt.:ТИ.На.'" t.:OOTB~Tt.:TB~HHO. 
1, " 

Пример 3.3. Рс1t.:t.:мо·1·µи.м ~щ~ н~<.;кодько µс1зди. 'iных c1J11·~6µ, 
Я:ВJl.Я.ЮЩИ.ХGЛ llOдy КОJlЬЦа.МИ.. Нынодн~ни.~ а,К(.;И.ОМ llOдy КОJlЬЦа. ДJ!Н: 

в<.;~х нµив~д~нных аJН'~бр JШL'KO нµов~µя:~тся: . 

а. Ал1'~6µа N = (Nu, +, ·, U, 1) <.; но<.;ит~д~м - множ~t;твом 
н~отµи.цсtт~дЬНЫХ Ц~JlЫХ 'iИ.(.;~1 И. 01шµс1ци.н.ми. (.;JЮЖ~НИ.Н. И. умно

жени.л Lrи.L:eд еL:ть коммутативное нодукольцо. Оно не я:вдлет<.;л 

и.д емнотентным. 

б. Ад1'ебµа Sл = (2А, U, n, QJ, А) <.; но<.;ит~1~м - множе<.;т
вом вt;~х нодмножеL:тв некотоµоr'О множеt;·1·вс1 А и. O11~µс1ци.л

ми. объединения: и неµеL:е'i~нил е<.;ть нолукодьцо. Оно я:вдл~1тл 

и.демнотентным и. комму·1·с1ти.вным. 
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в. АдL'ебра Rл = ( 2Ах.А 7 U, 0
7 0, idл) t.: ноt.:и.теJ1ем - мно

жеt.:твом вt.:ех б'U'1-1,арных urпнuшений на множеt.:тве А - и. оне

раци.лми. uб ъ ed'U'l-t,e'Н/UJ(, и. кuмnuЗ'U'U/ШU urnnuшenuй лш1летt.:л Ш.>J1у

кодьцом. Оно и.демнотентное, но не коммутати.вное. 

г. Адгебра S_u,t>j = ( [а, Ь], rнах1 rнiп1 а 1 Ь), н:оt.:и.т-~ем кото-
u u 

рои t.:ду жи.т О'l'резок ч.и.t.:Jювои 11рлмои, t.: 011ераци.лми. взлти.л 

макt.:и.му ма и. ми.ни.му ма и.з двух ч.и.t.:еJ1 еt.:ть и.демнотентное и. 

коммутати.вное 11одукодьцо. # 
Н дадьней:шем наt.: будут интереt.:овать тодько и.демнотент

н.ьш 11оду кодьца, 11оt.:кодьку и.мен.но н.а их оt.:н.ове разрабатыва

ютt.:л адгебраич.еt.:кие методы аншrиза uриенrпирuванных -;:,рафuв 

и. кuнечnых aвrnuмarnuв. 

На ноt.:итеде идемпотен.тного подукОJrьца S = (81 +1 ·, О, 1) 
может быть введено um/HU'Шeнue пuряdка, которое 1 еt.:теt.:твенно1 

u u 

t.:Ol 'дat.:yeтt.:л t.:o t.:воиt.:твами ош~рации 11оду кодьца; ддл 11рои.з-

водьных х 7 у с S ноJюжим :с ~ у тогда и тодько тогда, когда 

х +у= у1 т.е. 
х~у{:=}х+у=у. (3.1) 

llровери.м1 ч.то тсLки.м обрсLЗом дей:t.:тви.тедьно 011редеJ1ено от
н.ошен.ие 11орлдка. Ддя. этоL'О н.ужн.о 11оксLЗать, ч.то введен.н.ое 

би.нарное отношени.е реф,Л,еr~;с:щзнu, aнm'UC:'uммernP'U'Ч,HU и. тран

зитивнu. 

llоt.:кодьку ДJ1я. дюбо~ ·о х в t.:и.ду идем110'1·ен.тн.оt.:ти. t.:Jюжен.ия. 

и.меет меt.:то равенt.:тво :.с+ х = х1 то1 t.:Ol'дat.:нo (3.1), и.меем х ~ х1 
т.е. введенн.ое отношени.е рефдекt.:и.вно. 

Соотношени.л х ~ у и. у ~ х ознсLч.сLют 7 ч.то х + у = у и. у + х = 
= х. Поt.:кодьку t.:Jюжен.и.е комму тсLти.вн.о, то из этих рсLвен.t.:тв 

t.:J1едует, ч.то х = у. Зш:tч.и.т1 раt.:t.:мсLтри.ваемое отношение ан.ти

t.:и.мметри. ч.н.о . 

Соотношеtlил х ~ у и у~ z озн.ач.сLют 1 ч.то х +у= у и. у + z = z. 
'l'OL'ДcL 

Х + Z = Х + (у + Z) = ( Х + У) + Z = У + Z = Z 7 

откудсL t.:J1едует 1 ч.то х ~ z. 'ГсLки.м обрсLЗом1 введенное отношени.е 
ТрсLН3И.Т И.ВН.0. 
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Ита.к, отношени.е ~ на. ноL:и.те..т1е 11рои.з1юдьно1'О и..цем11отент

нu1 'U llUдy KUJlЬЦc\. еL:ТЬ U'l'НUшение нuря.дка.. Будем Нс\.ЗЫВс\.'lЪ е1 'U 
естпестпвеппы.м nор.J{,дко.м иде.мnотпепrппо-го nо.л,уко.л,ьца 

И. 1 'UВUри.ть, 'iTU UH 3с\..Цс\.Н В этом llUдy кuдьце. 

Мы уL:танови.ли О'iень важный факт: вL:я:кое и.демнотентное 

полукольцо можно раL:L:матри.вать как ynupяdu·чeн/Нtue мпиже

с:rпв и, нри. 'iем uтнuшени.е нuрлдка u11реде..т1я:етL:л 'iерез t;JЮжени.е 

этu1'u 11олукuльца L:Ul'дaL:нu (3.1) . Нведеннuе uтнuшение 11uрл.цка 
мuжнu интернретирuвать тсtк: ,, бuдьшее нри t;Jюжении 11u1'JЮ
ща.,ет меньшее 1• (ксtк, lЖсtжем, 11ри. объеди.tlени.и. мtlожеt.:твсt и. 

tlекоторо1'0 е1'0 нодмнuжеt.:тва). 

llоL:кольку .цля: любого элементсt х произволь.н.ого и.демпо

тентнuгu аодукодьцсt S = (S, +1 • 1 О, 1) имеет меt.:то О + х = х, 
то .цдл дюбо1 'О х Е: 8 вы11шн-1.летt;л нерсtвенt.:тво О ~ х 1 т .е. нудь 

и.дем11uтентно1'U аuлукuльца еt.:ть nu/имеп1>шuй ;Jл,,емr::пт отнut.:и.

тедьно еL:теt.:твенно1 'О аоря.дка. и.дем11отентно1 'О аоду кодьца. 

Обълt.:ни.м, как и.нтерарети.руетt.:я: еt.:теt.:твенный 11uрл.цuк 

и.демпотент.н.ых подуколец, ра.t.:t.:мотренных в при.веде.н.ных вы

ше примерсtх. 

Пример 3.4. Н полукольце В ( t.:м. пример 3.2) выполня:етt.:я: 

ра.венt.:тво U + 1 = 1 и.1 t.:дедовате..т1ы-10, U ~ 1. 

в llOдy кодьце R, + ( t.:M. 11 ример 3 .1) х ~ у' еt.:ди. и. TOJIЬKO et;JIИ 
п~iн (х, у)= у. 

Обuзна.'iи.м 'iерез ~11{ есrпествr::ппый 'Ч'Uf:л,,ивий пиряdик на. 

мнuжеt.:'l'Ве .цейt.:тви.тедЬJ:iЫХ 'iИ.t.:eJl . То1'да ДдЯ. 11pUИ.3BUJlЬHЬlX эде

ментuв х , у аоду кодьцсt R + t.:uотношени.е х ~ у озна.'iа.ет, 'iTU 
х ~ 11{ у, т.е. 'iИ.t.:до хне меньше 'iИ.t;Jlct у uтноt.:и.тедьнu еt.:теt.:твен

нuгu '-IИt.:Jювuгu пuря:дксt. Тсtки.м uбра.3uм, пuрлдuк в 11uлукш1ьце 

R,+ - это dвийсrпвr::ппый пиряdик ДдJi отtlошеtlи.я. ~ 11{- Н 110-

дукодьце еL:ть наи.меньши.и эдемент отноL:и.те..т1ьно введенtlОl'О 

11оря..цка. - эдемент +::х.>, аuL:кольку ддя. дюбо1'u элемента х 

и.меем п~iн( х, +::х.>) = х. СущеL:твует и паuбuл,,1>ш·ий ;Jл,,еме ·1-ип -

еди.ни.цсt 11оду кодьца, т.е. 'iИ.t.:JIO U. Не t;JН:Щует аутсtть 'iИ.t.:JIO U t.: 
нудем дсtнно1'О аодукодьца., а. и.менно t.: эдементом +:х>. 
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В 11оду кодьце S А ( ~..:м. 11µи.мер 3.3.б) 11оду 'iаем в ка'iеt:..:тве от

ноше.1:iИЯ: е~..:те~..:гве.1:i.1:iОго 11оµя:дка нолукольца urпн,ише·н.:ие в'КJ1,'Ю

·ч,еn'Uл С . Дейсп~и.тедь.1:iо, ддя: дюбых двух М.1:iоже~..:тв Х, У Е 2А 
и.3 Х U У = У вытекает Х С У и. .1:iаобоµо1' . Наи.ме.1:iьши.м ЭJШ

ме.1:iтом я.вдя.е1't:..:Я. .1:iудь 11одукодьца - 0 (11у~..:тое м.1:iоже~..:тво), а 

.1:iаи.бодьши.м - еди..1:iи.ца 11одукодьца (м.1:iоже~..:тво А). 

tl 11одукОJ1ьце Rл (~..:м. 11ри.меµ 3.3.в) от.1:iоше.1:iи.е естестве.1:i.1:iО-
1'0 11оря.дка 11одукодьца также ~..:ов11адает с от.1:iоше.1:iи.ем вкдю'iе
ния: для: би.нарны:х от.1:iошени.й. tl этом 11олукодьце ~..:уще~..:твуют 
наименьший элемент - пу~..:тое отношение 0 и ааибольший 

эдеме.1:iт - yn'Uв epc;aJl,u'Jiue urnnuшen'Ue. О д.1:iако в отди. 'iи.е от 

11одукольца S А наи.бодьши.й элемент .lie ~..:овнадает с еди.1:iи.цей 

11оду кодьца. 

tl 11одукодьце S_a, Dj ( см. нри.мер 3.3.1' ) и.меем естественный 
V V V 

'iИ.СJювои 11оµя.док, 011редеJШ.1:i.1:iЫИ .lia м.1:iоже~..:тве деи~..:тви.тедь.1:iых 
'iИ.CeJ1 отµе;зка [ и, Ь]. Наи.ме.1:iьши.м эJшме.1:iтом лВJ1лет~..:я. 'iИ.CJIO 

и (нуJ1ь 11одукодьца), а наи.бодьши.м - 'iИ.CJIO Ь (еди..1:iи.ца 11оду

кодьца). 

Теорема 3.1. Есди. А - кoнe'iliOe 11одмliоже~..:тво (.1:iоси.теJ1я:) 

и.дем11отеliт.1:iо1·0 11одукодьца, то suµA Ul'.1:iОси.тедь.1:iо ecтei..:твetl
.1:iOl'O 11оµя.дка это1 'О 11оду кодьца µаве.1:i сумме в~..:ех эдеме.1:iтов 

мliожества А. 

• llyi..:ть А= {и1 , ... , ип} и. и= и1 + ... + ип . Ддл 11µои.;зводЬ!iОl'О 
эдеме.1:iта щ, i = l , п, в ~..:и.ду коммутати.вliости. и. и.дем11отеliТ!iО
~..:т'и. L:Jюжени.я: имеем 

Ui + U = Ui + ( U l + · · · + Ui + · · · + Uп) = 
= и1 + • • • + U i + Ui + • • • + Un = 

= и1 + ... + Ui + ... + Un = и, 

т.е. щ ~ и, и. 11оэтому и есть верхн,лл -;:,рапи мн,ижес:rпва А. 

Покажем, 'iTO это rriu·ч,naл верхплл -;:,рапи мпижес:rпва. tlо;зьмем 

11рои.;зводь.1:iу ю верхtlюю 1 ·ра!iь Ь мtlожества А и. рассмотµи.м 
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L:умму Ь + а. Та.к ка.к ддл каждо1'О i = 1, п имеет меL:то ai ~ Ь, 

т.е. Щ + ь = ь1 то 

Ь + а = Ь + (а1 + ai + ... + ап) = 
= (Ь+ и1) +(и~+ ... +ип) = Ь+и~ + ... +ип = ... = Ь. 

Сдедовсt.тедЫiО1 и ~ Ь и ноэтому и - 'l'O'-iHёЫi верхш1.н. 1 ·рань 

множеL:тва А. • 

3.2. Замкнутые полукольца 

llpи изу'-iен.:ии ки.л.,е·ц бодьшое внимание было уд~шн.:о пи.л.,л.м,. 

Свлзсt.но это нрежде вL:е1'0 L: тем, '-iTO в нодлх рсt.зработансt. тех

ника решенил L:иL:тем J1инейн.:ых уравнен.:ий. ОказываетL:л, мож

но выдеди'1ъ t.:1шцисt.J1ьный кдаt.:t.: 'Ude.мnu1nr:,Н,1n'Н,ЫX пи.л.,укил, r::,ц, в 
u 

которых также у дсt.етL:н. на.ходить решенил l.:Иt;тем уравнении, 
u 

рсt.t.:t;матриваемых в ксt.'-iеl.:тве ct.Hct.JIOl'OB l.:ИL:тем динеиных сt.Jн'е-

брсtи 'iеt.:ких урсtвRен.:ий [ III]. 

Определение 3.2. Пи.л.,уr,;и.л.,1> ·ци S = (S, +, О, 1) н.:азывсt.-
ют за.м,кнуты.м,, еL:ди; 

1) оно идемнотентно; 
2) дюбал Ш.>L:дедовсt·1·~1ьноt,;ть эдементов множеt,;твсt. S имеет 

rпuч,Н,ую вr::,рх'Н,Ю'Ю ё-рU'Н,t> огноt,;иг~rьно r::,с:тес:rпве'Н,'Н,Иё-И пирлdка 

~ эт·ого 'Udе.мпи1nеН,1n'Н,Иё-И пи.л.,укu.л.,1:) 'Ца; 

3) онерацил у.м,'Н,UЖf'Н,'UЛ пи.л.,у·r-;u.л.,1>·ца S t.:охран.:лет u1,ич,'Н,ыr::, 

верХ'Н,'Uе ё-рU'Н,'U пис:.л,еdива1пе,11,1>'Н,UС:1nей1 т.е. ддл дюбо1'0 а с S и 
любой 11Оt;JШДОВа.тельн.:оt,;ти Х = { х п} nE:!'s! эдементов множеL:тва. S 

usupX = supaX, (supX)a = sup(Xa). 

Замечание 3.1. Уl.:Jювие 3 011редедения. 3.2 можно t;форму-
V V 

лировсt.ть ин.:а'-iе и l'Оворить о L:охрсt.нении ТО'-iНОИ верхнеи l'ра.ни 

любо1'О не более '-iем t,;'-iетно1·0 110,цмножеt.:твсt. множеt.:твсt S. Од
нако в Дсt.J1ьнейшем тсtкие нодмножеt.:твсt. '-ict.t,;тo будут t.:троить-

u 

L:Л ксtк множеt,;твсt эдементов некоторых 11оl.:Jшдовс1т~1ьноl.:теи. 
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Кроме то1'0, из эдементов не бодее '--iем l:'--iетно1'О множеL:твс:1., 

в<.;еl'Дс:1., МОЖНО обрс:1.,3ощ1.:гь 11(.)(.;JH:ЩUJJi::t,Te.JlbH(.)l:'lЪ, И(.;11(.)ЛЬ3УЯ. некu

торую nyмr:,pa'U/U'IO этого МНОЖ!:;l:ТВс:1.,. 

Теорема 3.2. Любuе ю.>нe'iRUe идемпuтеатнuе пuлукольцо 
зс1мкнуто. 

• llо<.;кодьку ноl:И'l'едь S идем11отентно1'0 11одукодьцс:1., 

S = ( S, +, ·, О, 1) 

е<.;ть кu1шч:Ruе мнuже<.;твu, тu мн:uже<.;твu эдемен:тuв любой пu

<.;Ледовс:1.,те.1rьно<.;ти в этом подукольце конеч:но. Длл н:1:tХ.ожден:ил 
V V V V 

ТО'--iНОИ нерхнеи l'рё:tНИ '1'1;1,КОИ llOl:JШДOBi;t.Te.JlbHOl:TИ нужно Нс:l.,ИТИ 

rпоч,пую t>r:,рхнюю ',;:,pUHD мнuжr:,crrit>a Р = {Pi , ... ,Рп} ее чденон, 
т.е., t.:Ul'JlёLt.:HU теuр!:;М(:; 3.1, ВЫ'--iИQlИТЬ H!:;KUTUpyю кuне'--iную t.:ум
му, котораЛ вL:егда t.:ущеL:твует. 'l'с:1.,ким обрс:1.,3ом, в коне'iном 

идемнотентном поду кодьце дюбаЛ 1IОQ1едоватедыiОL:ть имеет 

точную нерхнюю 1'рс:1.,нь . 

УQюнил t.:охрс:1.,ненил точных верхних 1 'рс:1.,ней имеют нид 

а (р1 + ... + p,i) = ар1 + ... + арп, 
(р1 + ... + р,ь)а = Pl а + ... + РпU 

и BbПl(.)JlllЛIOTt.:Л в l:Иду аr,;с·иим rwлyr,;(JJl,t, 'U;a. 

Тс:1.,ким обрс:1.,3ом, нодукодьцо S зс:1.,мкну ·1'О . • 
Мы докс:1.,31;1,J1и ( l:м. 3.1), '-!ТО в дюбом идемнuтентном нuду

кодьце l:Y ммс:1., 11роизнодьно1 'О коне'--iнО1 'О множеt;твс1 эдементов 
V V 

лш1летt;Л el'O ТО'--iНОИ нерхнеи l'PcLlibIO. 

Н (;Иду ЭТО! 'О В 31;1,мкнутом llОдукодьце еt,;те t; 'l'Венно ТО'--1НУ Ю 

верхнюю ~·рань НUl:дедuватедьнut,;ти { Хп}пЕ::~ нс:1.,3ынать суммой 
э.л,емептов nос.л,едов ап~е.л,ьпосrпи, 11одс:1.,1 '1;1,л , 110 онредеде

нию, 

::х.> 

L :i;n = sup{:i;n; т~ Е N}. 
n-1 

(3.2) 
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:х.> 

Со1'да.L:но уL:Jювию 2 онµед~н:шил 3.2, вL:е1'да. L Хп еL:ть эдемент 
n-'l 

множеL:тва. S. Ино1'Дс:L, eGJ1и это не нµиводит к недоµо.,3уме-

нию, ,, пµедеды L:уммиµова.нил;· будем опуL:ка.ть и 11иL:а.ть 11µ0L:то 

Lхп. Та.кже будем ИL:нодьзовс:Lть обозна.чение Lхп. lloд-
nc::N 

черкивс:LЛ1 '!ТО в (3.2) множеL:тво эдементов Хп в общем L:дуча.е 
беL:коне'iно, будем L:умму, Lтолщую в девой 'iа.L:ти (3.2), на3ы
ва.ть бескаnе'Чnай су.м.май. За.метим, 'i'l'O в 'iа.L:тных L:ду 'iё:LЛХ 
бeL:KUHe'iHё:LЛ L:YMM;J.. может L:BeL:TИL:b к кuне'iНUЙ ( eL:JIИ мнuжеL:ТВU 
вL:ех элемеtrгов поL:дедова.гедьtrоL:ги {хп} коliеч:но). 

Итсt.к, L:OГJia.L:нu онреде,ш::~нию 3.2, за.мкнугuе нолукодьцо лв
ш1е1'L:}1 'Uнdукт·и(jны.м, упир,j/,dи ·ченны.м, .мнижесrп(jи.м,, в кuтоµuм 

V 

на·и.мени'Ш'U.М ',)Jt,е.м,енrпи.м, L:дужит нуJ(,и nuJt,yr,;uJt,Ыfa, тu'iнои веµх-

ней 1',l)а.НЬЮ 11,l)UИЗBUJlЫiUЙ (в 'ia.L:THOL:TИ, неубыва.ющей) llОL:дедu

Вё:LТедЬНОL:ТИ { Хп}пс::N я.ш1ле1'L:Я. беL:коне'iнс:LЯ. L:умма. L Хп, аµи 'iем 
01шµ11ция: умножения: на. нроизводьный фикL:иµовсt.нный эдемент 

а нenpepbl(j'Н,U в L:MЫL:JШ оаµедедени.л 1.5, llOL:KOJlЬKY, L:Ol'Jla.L:HO 
онредедению 3.2, сохµа.нлег то'iные веµхние гµсt.ни. За.метим, 

V 

'!ТО это своиство умножения. в за.мкнутом нодукодьце можно 

µа.ссма.тµивс:Lть ка.к 11ншю1 · ducmp·uбyrn·u(jнucrn·u ( седьмой сt.ксио

мы 11одукоJ1ьца., см. оаµед~шние 3.1) ДJlЛ бескuне'!ной суммы; 

и 

Для: бескuнеч:ной суммы га.кже (.;П,l)с:LВедливы с:LШ:tJюги (.;ВUЙL:тв 

ид емаuтентнUL:ТИ и комму Та.ТИВНUL:ТИ. 

ДеЙ(.;ТВИТедьнu, ДJIЯ. llUL:Jleдuвa.T~lbHUL:'l'И { Хп }пс~ 1 Тё:LКUЙ, 'iTU 

Хп = а ддя: дюбоl'о п Е: N, имеем L Хп = suµ{ а} = а, т.е. беL:-
V 

КОНе'iНё:LЛ (.;умма., В(.;е L:да.Га.емые кuтuµuи UДИНа.КUВЫ и ,l)ё:LВНЫ 

некогоµому а, µсt.вна. u,. В этом (.;0(.;ГОИ.Т' L:ВОЙ(.;ТВО идемnотент
НU(.;ТИ бескuне'iной L:уммы (или, ка.к иногда. гuвuµлт, своЙ(.;ТВU 

бескuне'iнuй и,цемпuтентнu(.;ти) . 

Та.к ка.к TU'ilic:LЯ. веµхня:}1 1 ·µа.нь 110L:Jшдовс:Lтедьнuсти дюбо-
V 

1·0 у11оµлдо'iенно1·0 множества. µct.вlia., 110 оаредедению, то'iнои 
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V V 

верхш~и 1'рёt.1:iи. м.l:iожествс1, всех элеме.1:iтов этои 11оt,;дедовс1,те,,1ь-

.1:iОt,;ти., то нри. любом рс1,с110.11оже.1:iи.и. t;J1ёt1'ёtемых в беско.1:iе'-1.1:iОЙ 

сумме мы ноду'iи.м один и тот же рез.ультс1,т. Это свойство есть 

свойство бесконе'i.1:iОЙ коммутёLТ'И.В.1:iости., и.ди коммутс1,тивности. 

бесконеч:ной t;уммы. 

Сдожнее обстоит Д!:',JЮ с ёtHi:;1..1101 ·ом с1,ссоцис1,тив11ости ддл бес

КО.1:iе'iн:ОЙ суммы. ТёLКёLЛ ёtССОЦИ.ёLТИ.ВНОСТЬ O3.1:iёLЧ:ёLет, 'iTO рез.удь-
V 

тс1,т .l:ie и.з.ме.1:iлетt.:л нри. нрои.з.водь.1:iОИ 1'ру1111и.ровке t;Jlёtl'ёteмыx 

беt.:ко.1:iе'-1.1:iОЙ суммы. 

Ддл .1:iекоторой 11ос.11едовс1,тедь.1:iоt,;ти. { Хп} nE:N эдеме.1:iтов ;з.с1,мк

.1:iУ l'Ol 'O ноду КОJlЬЦёt И. 11рОИ.3ВОJ1Ь.1:iОЙ llОСJШДОВёtТедЬ.1:iОСТИ. { nk} kcN 

.l:iёt'l'YPi:;l..llЬ.l:iыx '-!и.сед обрс1,з.уем 11ос.11едовс1,те,,1ь.l:iость {sk}kcNi 1-де 

S1 = Х1 + • • • +хп1 , 

:5'l, = Хп1 +l + · · · + Хп1 +nii 

То1·дс1, беско.1:iе'-1.1:iёLЛ ёtt.:соци.с1,ти.в.l:iоt.:ть состоит в вы110.11.1:iе11и.и. 

ДдЛ любой llОСJН:ЩОВёtТедЬ.1:iОСТИ { Х п} n E:N рёtве.1:iСТВёt 

L Хп = L ::.;k· (3.3) 
ncN k~:Л 

Свойt.:тво беско.1:iе'-1.1:iОЙ с1,ссоци.с1,тив.l:iости. (3.3) удоб.1:iее .l:ie до

кс1,3,ывс1,ть не11осредствен:.1:iо, с1, вывеt,;ти и.з. бодее общих рез.удьтс1,

тов. Один: из. ни.х кс1,сс1,етсл хс1,рс1,ктери.стики. ;з.с1,мкнутых ШJдуко-
V 

JШЦ в терми..1:iёtХ TO'i.l:iЫX верх.1:iИ.Х l'pёt.1:ieИ C'ieT.l:iЫX llOДM.l:iOЖet;TB. 

Теорема 3.3. Идем11оте.1:iт.1:iое нолукодьцо S = ( S, +,·,О, 1) 
3,ёJ..Мкнуто ТОl'да и. только ТОl'Дёt) КОl'да дюбое t.:'iетное llОДМНО

жество Х С S имеет ТО'iную верхнюю l'рёLнь и длл любо1'О а Е S 
верны рс1,венствс1, 

а· supX = sup(a · Х), (supX) ·а= sup(X · а). 
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V V 

и.з онредеш~ния. ·1'О'-НiОИ верхнеи 1 ·рс1.ни. 110L:дедощ~·1-~1ьноL:ти. эде-
v V 

ментов упорл,цоченного множеL:ТВо.. ко..к то'Iнои верхнеи гро..ни 

множеL:тво.. эти.х ЭJШментов. • 
Теорема 3.4. llyL:ть S = (S, +, ·, О, 1) - зсtмкнутое ноду

кольцо, Х - l:ie бодее '!ем L:'Ieтl:ioe нодмножеL:тво мl:iожеL:твсt S, 
о.. (Bi )ic=l - не более 'iем L:'Ieтl:ioe L:емеЙL:тво нодмножеL:·гв МJ:iО
жеL:тво.. Х, то..кое, '!ТО объеди.1:iеl:iш~ L:емеЙL:твсt L:овно..до..ет L: Х, 
т.е. U Hi = Х. То1·дсt 

ibl 

supX = sup{suplJi, i с Т} . (3.4) 

• llоL:кодьку мl:iожеL:·1·1:щ Х и. 1 l:ie 60J1ee 'Iем L:'ieтl:iы, то, L:01 'дo..L:J:iO 
онределению 3.21 вL:е точ:ные верхние 1·ро..1:iи. из (3.4) L:ущеL:твуют 

и. нри.1:iо..длежо..т S. Обозно..'iим девую ч:о..L:ть ро..венL:тво.. (3.4) 'iерез 
а, о.. 11рс1.,вую - 'iерез Ь. 

То..к Ко..К а еL:ть TO'iJ:io..Я. верхl:iЯЯ. 1 'po..1:ib MJ:iOЖeL:TBo.. х' то 

дш1 любо1·0 х с Х L:Нро..ведливо неро..венL:тво х ~ а (1·де ~ -
еL:теL:твенный норлдок идем11отентно1·0 11олукольцс1., S). В 'io..L:т-
1:iOL:ти., ддл дюбо1·0 нодмl:iuжеL:тво.. Hi и. дюбо1·0 е1·0 эдемеl:iто.. 

у нuлу'iо..ем у ~ а, отку до.. L:дедует , ч:то эдемент а еL:ть верх-

1:iЛЛ гро..нь ко..ждuго по,цмножеL:тво.. Hi. Зно..'Iит, этот элемент 

J:ie меJ:iьШе 'iем TO'iJ:iёtJ-J. верхшiя: 1 'po..1:ib Ко..ЖДОl 'О И.3 эти.х НОДМJ:iО

жеL:тв, т .е. ддл J1юбо1·0 i с Та ~ suplJi . lloL:дeд,1:iee 031:io..'io..eт, 'iTO 
а еL:ть верхняя. 1·ро..1:iь множеL:тво.. вL:ех тоLrных верхних 1·рс1.,неи 

suplJi, i с 1, т.е. а ~ Ь. 
Н то же время., 110L:кольку объеди.нени.е вL:ех нодмножеL:тв 

Hi ро..ВНО х l длл любОi'О Х С х найдетL:л то..кое i С т) 'iTO Х С Hi. 
Поэтому х ~ supBi ~ Ь, это озно..'Iо..ет, 'iTO эдемент Ь лвдя.етL:л 
верхней l'рсtнью множеL:ТВа, х, и. ТОl'До.. ь ~ а, То..К Ко..К а eL:Tb 
TO'iHM верхнлл l'ро..нь Х. 

Ито..к1 а ~ Ь и Ь ~ а, откудо.. а = Ь, и равенL:тво (3.4) доко..За
но. • 
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Следствие 3.1. Ес.;ди L:емейс.;тво нодмножес.;тв из теоре

мы 3.4 (Hi)icl коне'iно, т .е . l= {l, 2, ... , п}, то 

п 

supX = Е supBi. 
i -1 

Следствие 3.2. llус.;ть {хп}пЕ:N - нроизводьш:tл нос.;де

довсtтедьнос.;ть эдемекгов зсtмкнуто1'O нодукодьцсt и (N i)iE:1 -
не более чем с.;9:етное L:емейс.;тво подмножес.;т-в N, тсLкое, "!ТО 

U Ni = N. То1·дсt 
icl 

где !5i = L Хт, # 
rnE:Ni 

Lхп = Li:Ji, (3.5) 
ncN i cl 

Н ч.11с.;·1·ноL:ти, из с.;дедс.;·1·вил 3.2 нри уL:Jювии, 'iTO множеL:твсt 

N i, i Е: I, нонё:tрно не нереL:ексtютL:я., ноду ч.сtем L:войс.;тво сtL:L:оци

сtтивн:оL:ти бес.;коне'iной L:уммы (3.3). Отс.;юдсt же нри N1 = {l}, 
N 'l. = {l, 2} и т.д. 1 т.е. нри онредедении длл дюбоt'О нсtтурсtJ1ьно
го k множеL:твсt Nк: в виде Nк; = Nк:-1 U {k}, ноду'iсtем рё:tвенL:тво 

L Хп = L (xi + ... +х1.;) 1 (3.о) 

nE:N k:cN 

т.е. ТО'iНё:LЯ. верхнля. t'рсtнь IЮl:JШДОВсtтедьноL:ти { Хп }ncN рсtвнсt 
V V 

то'iнои верхнеи t'рсtни 11OL:Jшдов11тедьнос.;ти 'Части·ч.пых су.м.м 

{!5к:}k:E:N, l'Де 8k; = Xt + .. . + Xk;, 

llуеть { х п }пЕ:N и {Ут }тЕ:N - нроизводьные 11ос.;JшдовсtтеJ1ь
ноL:ти в зсLмкнутом нодукольце S. Обрё:LЗ уем 11ос.;J1едовсtтеJ1ь-

V 

ноL:тъ, член:сLми которои лвдлют·L:я вс.;е произведенил ХпУrп при 

незсtвис.;имом 11робе1·1:.tнии индекL:сtми п и тп множеL:твсt нсtту

рсtJrьных 'iис.;ед"'. Эту 11ос.;дедовсLтеJ1ьноL:ть будем 3ё:LНИL:ывсtть 

"Тс1,кую пОL:JitЩОВс\.Г~JiьноL:гь нс1,3ывс1,юг П[>ОИ3В~1.\~Ни~м Коши ИL:ХОl.\НЫХ 

l10L:JI~1.\ ()~с\.Г~J.LЫt()L:Г~Й: [ lX] . 
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Ка.К { ХпУт} n,mE::~' а, ее 'l'U'HiY ю верхtlЮЮ 1 'pa.tlЬ uбUЗtla.'-iИM Ка.К 

~ ХпУт · 
n,mE::N 

Теорема 3.5. Н дюбuм за.мк1tутом нодукодьце вер1tо то

ждеL;тво 

L ХпУт = (Lхп) (L Ут)· (3.7) 
п,тЕ:~ пЕ:~ mE:fi 

• Нвиду 1te11pepывtIOL;TИ ум1tоже1tил в за.мкtiутом полу кодьце 
нра.вую '-iа.L;ть тождеt;тва. (3. 7) можно нереню.:а.тъ в виде 

Еще pcl..3 ИL;НОJ1ьзул 1tе11µеµыв1tоL;·1ъ ум1tоже1tия. и BtlOL;Л t;О

м1tожитеJ1ь Ут нод з1tак в1tутµе1tю~и t;y ммы, ноду '-iаем 

L (Lхп)Угп = L (LхпУт)· 
mE::N nE::fi rnE::N nE::N 

Н нравой '-iс\..t;ти ноt;дедне1 ·о раве1tt;тва каждое t;дс1.,1 ·аемое 

в1tеш1tеЙ t;уммы (110 нt,) еt;ть TO'-itlc\..Л верх1tлл 1'ра.1tь 11одноl:ледо

ватедь1tоt;ти { ХпУт}пЕ:::N нри фикt;ирова.tltIОМ rn. llоt;кодьку вt;е 

эти llОДНОL:Jiед,оватедЬtlО(;ТИ В (;0BOKYHtl0(.;TИ дают В(.;Ю 110(.;JШД,O

Ba.T'-'JlЬtlO(.;TЬ {х У· } 1''1 то t;Ol'Jlcl.,'"tIO l:JШД(;ТВИЮ 'l 2 !Шду L1аем '-' п rn n,rnE:: ,~, , '-' '-'· , , 

L (LхпУт) = L ХпУт, 
mE::~ nf:::N n,mf::: ~ 

'-!ТО и ДОКсl..ЗЫВа.ет тожде(;ТВО (3.7) . • 
Сдеду ющал теоµема уL;та1tаВJ1ивает L;влзь между кo1te'-i1tOЙ и 

бeL;кo1te'-i1tOЙ t;уммами. 

llуеть { Хп}пЕ:N и {Уп}пЕ:N - 11µоизводь1tые 110L;Jieдoвa.тeJ1ьtIO
L;TИ в зи.мкнутом полукольце S. Обрс1..Зуем ПОL;Jiед;ови.тельноL;ТЬ 

{хп + Уп}пЕ:::N, tlсl..ЗЫВаемую L;уммuй И(;ХОДtlЫХ 11()(.;JШДUBc\..'l'eJIЬtlO-
v 

L;ТеИ. 
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Теорема 3.6. Н дюбом 3с1.,мкнутом ноду кодьце TO'iHM 

верхняя 1'рс1.,нь суммы двух нроизводьных 11O(.;.11едовс1.,т~1ьностеи 
u u 

рс1.,внс1., сумме точ:ных верхних грс1.,неи этих 11O(.;JiедоватмьноL:теи, 

т.е. 

(3.8) 

• Обозю:t'iим L1ерез Х множеL:тво вL:ех 'iJН:~нов 11O(.;.11едовс1.,т~1ь

ноL:ти { Хп}псN, с1., 'iepe3 У - множеL:тво вL:ех 'iденов 11O(.;JШДОНо,

тедьноL:ти {Уп}псN. Н L:иду L:Jшдствил 3.2 

sup(XU Y) =supX +supY = Ехп + ЕУп· 

Е(хп + y,i) = sup(X U У). (3.9) 

Обознс1.,'iим '-1ерез и деную, с1., '-1ерез Ь 11рс1.,вую 'iо,L:ть доко,3ы

вс1.,емо1'O рс1.,венL:твс1., (3.9). Ддл дюбо1'0 нс1.,турс1.,J1ьно1'O п имеем 

и ;::: Хп + Уп· Co1'дo,CliO теорем~ 3.1, Хп + Уп ;::: Хп И Хп + Уп ;::: Уп· 
Сдедовс1.,тедьно, ддл дюбо1'О п выноднлютL:л нерс1.,в~нL:твс1., и ;::: :сп и 

и ;::: Y1i1 т .е. и ;::: 'U ддл дюбо1 'О 'U Е: Х U У . Тс1.,ким обро,3ом, эдемент 
а я.ндя.е'1тя. нерхней 1·рс1.,нью множеL:твс1., Х U У , отку дс1., а ;::: Ь. 

Н то же время. ЭJшмент Ь не меньше дюбо1 'О из ЭJшментов 

множеL:твс1., Х U У , и, L:'l'o,JIO быть, ддл дюбо1·0 Ho,'l'YPQ..JlЬliOl'O 

п имеет меL:то Ь;::: Хп и Ь;::: Уп , т.е. Ь;::: sup{xщ Уп} = Хп + Уп· 
Это 3lio,'-1И'l\ 'iTO Ь еL:ть нерхнлл 1·рс1.,нь 11O(.;.11~довс1.,т~дьноL:·ги 

{ Хп + Уп}пс::N 1 о.. потому Ь;::: U,. 

Итак, и = Ь, и рс1.,венL:тно (3.9) доко,3с1.,но. • 
E(.;JlИ в ( 3.8) Уп = а ддл вL:ех п, то ноду 'iо..ем (.;JШдствие. 

Следствие 3.3. Ддл дюбой 11OL:дедовс1.,тедьноL:ти {:сп }псN 

эдементuв замкну ·1·O1·O нодукодьца и дюбо1·0 эдемента а это1·O 

llОJ1укодьца !3Ьll10JlliЛ~'l'CЛ po,Belil:'l' во 

(3. lU) 
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ТождеL:т.1::ю (3.10) можtlо ра~..:~..:матри.вать как ~..:вой~..:тво tle11pe
pывtlot.:т·и 01шраци.и. t.:Jюжеtlи.л в замкнутом 11оду кодьце. Это 

V V 

L:BOИL:TBO t.:oвepшetltlO o.,tiё:t.JIOl'И.'itlO L:ВОИL:тву tle11pepЫBtiOL:TИ. 011е-

ро.,ЦИ.И у множени.л1 которое имеет ме~..:то 110 011редеJшнию. 
() дни.м из Вс.\.Жнейши.х нонлти.й В Зс.\.Мкнутых llOJiy КОдЬЦо.,Х 

лвллет~..:л понлтие итерации (иди замь~кан.и.я) э.11,еменrпа 

замкнуто1'0 11одукодьца. Итераци.л х* эдемента х 011редедлет~..:л 

как TO'illc.\.Л верхнлл Гро.,НЬ lIOL:JieДOBc.\.ГeJIЬ!lOL:TИ в~..:ех cтnt:nt:'Н,t:U 

::,J1.,ем,е'Н,тпи х 1 т .е. 

х* = Ехп) 
n-0 

Пример 3.5. а. Из теоремы 3.2 i..:po.,3y 11оду'iс.\.ем 1 'iTO 
и.дем11отентное нодукодьцо В ( <.;м. нример 3.2) Зс.\.мкнуто, 11ри'iем 
ТО'iНоЯ. верхнлл l'ро.,НЬ дюбой НОL:J1едовс1..теJlЬНО(.;ТИ ЭJiементов 

это1'0 11одукодьцс1., рс1..внс1.. 1, eL:J1и хотл бы один ее 'iJШH рс1..вен 1, 
и рс1..внс1.. l) в 11ротивном <.;ду 'icl..e. Н 'iсl..<.;тно~..:ти1 и.терщил дюбо1 'О 
ЭJшментс1.. 11одукодьцс1.. В рс1..внс1.. 1. Ддл 1 * это О'iевидно, с1., ддл l)* 

имеем 

l)* = l)l) + l)1 + ... + l)k + ... = 1 + 0 + ... + 0 + ... = 1. 

б. Н и.дем11отентном нодукодьце R,+ (~..:м. 11ример 3.1) дюбс1..л 
llOL:Jleдoвc1..тeJlЬHO (.;TЬ е<.;ть llОL:дедовс1..тедЬНО(.;ТЬ неотрицс1..тедьных 

деЙ<.;твитедьных 'iИL:ед. 1
1

с1..кс1..л llOL:JleДOBcl..TeJlЬHO(.;TЬ Ol'pcl..HИ'ieHcl.. 

L:tiИЗ у и, кс1..к и.зве~..:тно из ку p i..:c1., мс1..темс1..ти. 'ie<.;KOI 'O cl..tla.J1изc1.., имеет 
ТО'iную tlИ.ЖtlIOIO ~·рань OTtiOL:И.TeдЬtlO ei..:тe i..:твeHtlOl'O 'iИ.L:JIOBOl'O 

11оря.дка [ 1 ], которс1..я., ~..:01·да~..:но 11ри.меру 3.4, 11ред~..:тс1..вдлет ~..:обой 

то'iную верхнюю 1·pc1..tiь отно~..:и.тедыiо е~..:те~..:твенtlо1·0 11орлдкс1.. 

идем11отентно1·0 нодукодьца R,+. Нс1..11омним, 'iTO этот норя.док 
ЛВJ1лет~..:л dвийстпвенным к е~..:те<.;твенному 'iИ<.;Jювому норлд,ку. 

Игс1..к , длл любой поt.:Jшдовс1..гельно~..:ги. Хп элементов полу

кодьцс1.. R + TO'itiM верхti.НЯ. 1 ·pc1..tiь i..:y ще<.;твует. Ненрерывliоt.:ть 

01шрс1..ци.и. у множени.л в этом ноду кольце тс1..кже можно докс1..зс1..ть , 
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V V 

ониралсь lia ес·1·ес;твеliliЫИ 'iИ(.;JЮвои норя.док, для. которо1'0 Olia 
:ЭKBИBc:lJШliTtla BЬlllOJltletlИIO равеtlства 

а+ iнt·x = iнf"Хи , (3.11) 

L'де а - tlеотрицатедьtlое действитедьtlое 'iИ(.;JI0 7 а Х ( соот
ветствеtlliО Ха) - Мliожество :эдемеliтов 11оследоватеJ1ьtlости Хп 

( соответственliо Хп + а). Равенст·во ( 3.11) следует из известliых 
резудьтатов математи '-lес;кого ана,JIИ3а. 

Таким обра,3ом1 ра.ссма.три1:щемое идем11оте1iт1iое ноду кодь
цо п,+ явллется замкliутым. 

Итерация:;.:* :эдемента х в 11одукольце п,+ есть то'iная: верх
нлл l 'l)aliь 110(.;Jшдоватl:',JIЬ!iости стенеliеЙ эдемеliта х. llоскодьку 

в :этом нолукольце онера.цил умliожеliил онредеJшю:t как онера

цил (.;JЮЖеliИЛ деЙL:ТВИТеJlЬliЫХ '-IИL:ед, то xu = о, так как 'iИ
(.;JIO О есть едиtiица ноду кольца R +. ДсJ..Jше, xi = х + х = 2х, ... 7 

хп = пх. О'iеВИД!iО, 'iTO ДJIЯ каждОl'О п ;?: о BЬlllOJlШШTCН: lie
paвetlCTBO хп ;?: о в (.;МЫ(;JШ ecтec;твetltlOl '0 'iИl:JIOBOl '0 ноµлдка. 
Таким обра,3ом, 'iИ(.;JIO О еt.:ть шtимеliьший в t.:мысде естествеli

ного '-IИ(.;JIОвого порлдка 'i.lreн посдедоват·елы1ости { хп }п::::N и, 
L:ЛедоватеJrьно, iнf"{ хп }п::::N = О. Переходя к двойс;твенliому по

рлдку - ес;тес;твеliliОму норлдку ноду кольца R + 1 11оду'iим1 'iTO 
'-IИ(.;JIO O Я.ВJIЛе l'(.;Я. 'l'O 'iliOЙ верхtiеЙ 1 'ра!iЬЮ 11O(.;JlедоватедЬliО(.;ТИ 

{ хп }п::::N , т.е. х* = О. Таким образом, в 11одукодьце R + итера.
цил 11роизводЬ1iО1'О эдемеtlта также pa.вtla едиtiице ноду кодьца1 

т.е. 'iИL:ду О. 

в. Замкliутость идем11оте1iТ1iО1'О 11оду кольца S А ( с;м. 11ри

мер 3.3.б) можliо обосliова·1ъ сдедующим обµа,3ом. Oтtioшeliиe 

ecтecтвeliliOl'O норя.дка это1'0 нодукодьца - это иrпн.,ише·н;ие 

f> 'КJ/,Ю'ч,ен.,·ил ( см. нример 3.4). Расс;мотрим нроизводы-rую IIО(.;Jiе

дова.тедьность подмножеств В1, ... , Вп, ... множества А. В 

дaliliOM ноду кольце бескоliе'-Iю:1я. сумма ес;ть объедиliеliие носде

доватедьliости нодмliожес;тв мliожес;тва А. 

Докажем, '-ITO объедиliеliие В= U Вп и ес;ть supBn. 0'-Ie
п::::N 

ВИД!iО, '-ITO ДдЛ КёtЖДОl'О i L:11раведдиво BKJlIO'ietlиe Bi С в, т.е. 
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uбъеди..1:iе.1:iи.е еL:ть веµхш-нr l 'J-)a...1:iЬ 11uL:.11eдuвa..тeдЬ.l:iUL:T11 { Вп} n'c::N. 

lluка..жем, 'iTU Н будет TU'-i.l:iUЙ верх.1:iеЙ l'J-)a...1:iЬIO. 1-'а..L:L:мuтри.м 

нµuизвuдь.1:iую верхtiюю l 'J-)a..tlь С нuL:дeдuвa..T(:;IIЬtlUL:ти. Нп. Tu1 'Да.. 
Вп С С ддл ка..ждuгu п Е: N (L:м. 1.5) и пuэгuму 

С U Н = С U ( U Нп) = U ( С U Н,ь) = С, 
nE:N n E:N 

НенµеµывtlUL:ть умtiОЖеtlи.л нолукольца.. S А, в ка..'-iеL:тве кото
J->ОI'О взлто нepeL:e'ietlи.e мtlожеL:тв, экви.ва.11е.1:iТtlа.. тождеL:тву 

СП ( U Вп) = U (СП Вп) 
n'c::N nE:: N 

(ди.L:три.бу TИ.B.1:iUL:TИ. aepeL:e'-ie.1:iИ.Ji UT.1:iUL:И.T(:;IIЬ.l:iU llJ-)U113BUJIЬ.l:iUl 'U 

uбъеди.н:е.1:iи.л, L:M. 1. 5). Н эгuм пuдукuдьце yмtluжetlи.e - этu 

нeµeL:e'ietlи.e мtlожеL:тв. llоэтому люба.Я. 110Jюжи.т(:;11Ьtlа..Л L:тe11etlь 

мtlожеL:тва.. Х еL:ть L:а..мо Х. НуJrева..л же L:тенеtlь xu pa..вtla.. 
еди.tiице нолукодьца.., т.е. МtlОжеL:тву А. Поэтому итеµа..ци.л Х* 

J-) а.В .l:ia.. 

х. * х u х хп xu х А х· А = u u ... u u ... = u = u = , 

т .е. 'l'а..кже pa..B.l:ia.. еди..1:iИ.Це llUJIY KUJIЬЦa... 

г. Ра..L:L:мотµи.м и.демнотеtlтtlое нодукодьцо Rл ( L:м. 11µ11-
меµ 3.3.в) бш-1,ирных u·rпнuшений ни мнuжес:rrнн~ А. Мож.1:iо до

ка..За..ть, '-!ТО TO'-i.l:iOЙ верхtiеЙ 1 ·ра...1:iЬЮ любой 11uL:.11едова..тедь.1:iОL:ти. 

uт.1:iоше.1:iи.Й, ка.к и. в нолу кольце S А, L:ду жи.1' uбъеди..1:iе.1:iи.е элеме.1:i
тов этой llOL:JieДOBa..TeJIЬtlOL:TИ. ( L:M. нри.мер 3.4). 

Atia..JIOI'И.'-iliO дока..За..тедьL:тву дю..:тµи.бути.вliоL:ти. комнози.ци.и. 

би.tia..,l)tlЫX OTtlOШetlи.Й tla.. МtlОЖеL:тве OTtlOL:и.тeдЬtlO KOtle'-itlOL 'О 
объеди.ш:ши.л ( L:м. 1.4) можtlо дока..За..ть, '-!ТО ддл любых биtiа..р-
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.1:iЫХ ОТ.1:iОШе.1:iиЙ р и CJ"n .l:ii:L М.1:iожестве А с11рi:Lведдивы тождествi:L 

Р CJ U CJ"n = U (р CJ СJ"п), 
n~l n~l 

Тi:Lким обра.зом, идемноте.1:iтное 11одукодьцо R А Зi:LMK.l:iyтoe. 
Итерi:Lци.л би.1:ii:Lp.1:io1 ·o от.1:iоше.1:iи.л р есть 

р* = U рп = idлU U р'\ 
где рп п >- l 

' ?' ' 
рп=р~ ~ р .. .. . . 

п-крi:Lтнм комнози.ци.я. р с Сi:Lмим собой; 

Ki:Lк ви.д.1:iо, в общем t;J1y'ii:Le р* -f idл , т.е. в 
'---r-" 
п f->cl.,.J 

этом 11оду кольце и.тераци.л эдемента, вообще говорл, .l:ie равна 

еди.1:iи.це 11оду кольца. # 
Выше бьшо показано, ч:то вt.:лкое замкнутое полукольцо 

JiВднется. И..1:iДУ КТИВ.1:iЫМ у 11opя.дo'ie.l:i.l:iЫM М.1:iОЖеством. СJ!еДОВс\,

тедЫiО, t.:01·дасно теореме 1.7, дюбое непрерьнл-1,ие иrпибрижен'Uе 
/ Зi:Lмк.1:iуто1'О 11одукодьцi:L в себл имеет .1:ii:Lи.ме.1:iьшую непиdв'Uж

ную rпич.ку, т.е. в любом замк.1:iутом 11одукодьце вt.:Jtкoe урав.1:iе

.1:iи.е видах= f" (x), l'Де / - .1:iенрерыв.1:iое отображе.1:iие .1:iОси.тедл 
это1·0 11одукодьцi:L в себя., имеет .1:ii:Lи.ме.1:iьшее реше.1:iие . 

Ocoбe.1:i.1:iO важ.1:iыми. ДJIЛ 11ри.доже.1:iиЙ лВJ1лютсл 

уравнения в замкнутом полукольце, имеющие вид 

х = их + Ь 

иди. 

х = ха +Ь. 

(3.12) 

(3.13) 

tl си.ду .1:iе11рерыв.1:iОСТИ. ош~ра.ци.Й СJЮЖе.1:iИ.Я. 11оду КОJlЬЦа. ( см. 

тождеt.:тво (3.10)) и. ум.1:iоже.1:iил 110J1укодьца. (см. опредt',дени.е 3.2) 
ара.вые 'iа.t.:ти. ypa.вtletlи.Й (3.12) и (3.13) еt.:ть непрерывные и·rпи

брижен·u,Я. llоэтому, co1'Jla.L:tlO теореме l . 7 о непиdt>·ижний rпи·ч,-
V 

ке, t.:уществуют tlа.и.меtlьши.е решеtlи.л этих ypa.вtletlи.И. 
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Теорема 3. 7. На.и.ме.1:iьши.ми. реше.1:iи.ями. ура.в.1:iе.1:iи.Й (3.12) и. 
(3 .13) в за.мк.1:iутых. поду кодьца.х. л.вллютt.:л t.:оответt.:·гвенно 

х=а*Ь (3.14) 

и. 

х = Ьа* 7 (3.15) 

t'.Це а* - и.тера.ци.л эJшме.1:iта. а. 

• Иt.:нодьзуя. формуду (1.8) ддя. вы'-lш;дени.л на.и.меньшей .1:iено

дви.жнои ТО'-J.КИ. И. 3а.11И.t.:ЫВа.Л ~up В t.:Jly'-la.e 3а.мкнутО1'0 llОдукодь
Ца. ка.к беLжоне'-lную t.:умму 1 ддл урш~нени.л (3.14) ноду'-lа.ем 

х = :Е1·п (О)1 
п~l) 

гце О - нудь пuлую.>дьца.1 а. f'(x) = ах+ Ь. 
Уч:и.тыва.Л ч:т·о 7 

ноду'-lа.ем 

Il)(O) = О, 

/
1 (0) = ь, 

I'\0) = аЬ + Ь = (а+ 1)Ь1 

г~ (О) = (an-l + ... + а'2 + а+ 1)Ь, 

?О ?О 

Lf'п(O) = :E(l +а+ ... +ап- 1 )Ь. 
,i_;l) n-'l 

Иt.:нодьзуя не11рерывноt.:·1ъ умножени.л1 вынеt.:ем Ь (внрсtво) за. 

зна.к беt.:коне'-lнuй t.:уммы и. нuду ч:им 

f)1 +а+ ... + а"-1 )Ь = ( f)1 +а+ .. . +а"- 1)) Ь. 
n-l n-l 
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Суммо.. 1 +а+ ... + an- l есть 'ict.L:T11'1Hctя: суммо.. поL:J1едовсtтмь-
1iОL:т11 {ап}п~U· Иснодьзуя: рс1.,веliст.1::ю (3.б) 1 можем 1iо..1111сс1.,ть 

::х.> ::х.> 

I:(1 +а+ ... +an- l) = Lan = а*. 
n-1 n-U 

о KOli '-ict.TeдЬliO ноду '-icteм 

::х.> 

L j'n (O) = а*Ь. 
n-1 

AliOJIOl'И'-iliO д,окёtЗывсtется: рсtвеliство (3.15). • 
Формуды (3.14) и (3.15) дсtют имeliliO liсtимеliьшие rешеliия: 

урсtвнtший (3.12) и (3.13), ct Ht; всt; возможные их rешt;ния:. 

llrиведем в этой свя:з11 нrостой нrимеr. Н. нодукодьце В ( см. 
llfJИMep 3.2) MOЖliO онредедить TOJlЬKO ДВо.. ypctвlieliиЯ.; х = х + 1 
и х = х + О. Н.торое урс1.,внение неренисывсtется: совсем нросто; 

х = х; е1 'О решением я:шrя:ется: дюбой эдемент аодукодьцсt ~ ксtк 
О, тсtк 11 1. Но 110 фоrмуJш (3.14) ноду'--lим х = 1*0 = 01 '-il'O, ксtк 

11 докёtЗсtliО выше, еt;ть tlct.11мeliьшee peшetl11e ypctвlieliия:. 
Зсtметим еще, что в аоду кодьце, в котоrом итеро..ция: любо

! 'О эдементсt f)ct.Bнct едиtiице аодукодьцсt, формуды (3.14) и (3.15) 
Дёt.ЮТ ОДИН и тот же reзyJIЬT'o.,T; х = ь, т.е. в До..ННОМ еду '-Icte Нсt.И
меньшее решен11е совасtдсtет со свободным '--lденом урсtвнения:. 

3.3. Решение систем линейных уравнений 

lloдy '-ietltlыe выше резудьто..ты ( см. 3.2) можtlо pctc11pot;1'IJ0..-
V V 

нить нсt системы динеиных уро..внени.и видсt 

{ 

х1 = а11х1 + ... + а1пхп + Ь1, 

Хп = а,ь1Х1 + ... + a,u1,,Xn + Ьп, 
(3. lб) 

еде все эдеме1пъ1 Uij 1 1 ~ i ~ п1 1 ~ j ~ п, и bi, 1 ~ i ~ п, суть 
элементы некотоrо1·0 ;зuмкнуrпиё-и пил,уки.rи) 'ЦU1 и IJe'-iь идет о 

решени11 си.стемы (3.lб) в этом нодукодьце. 
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Ддя. ЭTUl'U B.l::И:\L.J,~M в pc1,r.;r.;мr.п·p~tlи.~ MtlUж~r.;твu М!,пх.п (S) 11pя.
мoy1'OJibtlЬIX Ма..три.ц TИ.lla.. rn Х n (; ЭJI~M~tl'l'a..MИ. И.3 11pOИ.3BOJlbtlO1'O 

И.Д~MllOT~tlT.tlOl'O llOJIYKOJibЦa.. S = (S, +,·, о, 1). М!iОЖ~(;ТВО В(;~Х 
ква..дра..ТtlЫХ ма..три.ц норлдка.. п r..; эдемеtlта..ми. и.з ноду кодьца.. S 
обозна.."!ИМ ~i ( S). '-!~р~з Mat1· ( S) обозна.."!ИМ множ~r.;гво вr.;~х 
ма..три.ц дюбо1'0 ти.на.. r.; эдемента..ми. и.з S. 

Онера..ци.и. r.;дожени.л и. у множени.л ма..три.ц онр~деллют то'iно 

та..к ж~, ка..к и. в 'iИ.t.:.1ювом t.:.11y'ia..~ [ ПI], - r.; у'i~том то1'O, 'iTO 
t.:JЮжение и УМllОЖ~НИ~ элем~нгов ма..гриц ПОНИМа..ЮГ(;Я в (;МЫ(;JШ 

Дa..tltlOl 'O И.Д~MllOTetlT.tlOl 'O lIОдукольца s' а и.мetltlO; 
1) r.;y ммой ма·1'ри.ц А= ( Ui j) и. Н - ( Ьij) ти.на rn х п на,3ывают 

ма..три.цу С = ( Gij) тоео же ти.на.. r.; элем~нтами. Gij = Uij + Ьij, 
i = 1, rn, j = 1, п, и и.r.;пользуют обозна'lени.е С= А+ В; 

2) нрои.зведени.ем АН матри.ц А = ( Uif) ти.на тп х п и. Н = ( bif) 

тина п х р на,3ыва..ют ма..три.цу С = ( Gij) тина.. rn х р r..; ЭJШментами. 

п 

Gi j = L Uikbkj. 

k-'l 

Нуденал (И) и. еди.ни.ч:ная. (Е) матри.цы дюбо1'О норлд;ка 

опредедлюгt.:л t.: помощью единицы и llулл полукодьца. 
На мtlожеt.:тве ~i ( S) вt.:ех ква..дра..тtlых матри.ц фи.кt.:и.poвa..tl

tlOl'O норя.дка.. п можtlо онред,еди.ть ал,с:,ебру 

Теорема 3.8. Ад1·ебра Мп(S) еt.:ть и.д,емнотентtlое ноду

кольцо. Еt.:.11и нодукодьцо S за..мкнуто, го нодукольцо Мп ( S) 
тоже замкtlуто. 

• Операции. r.;уммы и произведенил ма..гриц опредедены га..ким 
обра..3ом, 'iTO вt.:е t.:войt.:тва онера..ци.й t.:Jюжени.я. и. умножения. в 

u 

11одукОJ1ьце r.;охраня.ютr.;л и. ддл r.;оответt.:твующи.х онераци.и tlaд 

ма..гри.ца..ми. Поэтому ДJIЛ t.:уммы и 11рои.зведенил матриц из 

Мп(S) вынодtlены акt.:и.омы нодукодьца, и., кроме то1'O, онера

ци.л t.:.1юже.l:iи.л матриц и.демноте.1:iт.1:iа. Следовательно, Nin ( S) -
и.д емнотеtiтtlое ноду кодьцо. 



З.З. Решение с;ю::гем линейных ураннений 197 

Выю..:ним c..:мыt;JI иrп'НtИ'Шt:'Нt'1ы1, пирлdка в этом идемпотент

ном ноду кодьце. В с..:иду онредеденил ecп1,ecnir:З t:'Нt'НtИёИ пирлdка 

'Udeмnurne'Нt,n'Нtuёu пилукuл1:J'Ца неравенс..:тво А ( Н ддл матриц А 
и Н означ.ает1 ч.то А+ Н = Н, иди ддл вс..:ех i, j L:нраведдиво 

Uij + bi j = bij · Сдедоватедьно, А ( Н то1-да и. тодько то1'да, ко
l'да ддл вс..:ех i, j L:11равсщди.во Uij ( bi j • 

lly L:ть S - замкнутое ноду кодьцо. Докажем за.мкну тоL:ть 

идем11отентно1'0 ноду кодьца. Мп ( S) и L:y щеL:твование 'fftU'Ч,'НtUU 

rJepx'Нteй c:,pa'Нt'U у дюбой ПОt;JШДоватедьнос..:ти матриц в Мп (S). 

llуеть { Ат}тtN - нроизводьнал 11оt;J1едоватедьнос..:ть ква

дратных ма.триц Ат = ( иi;~) норлдка п. i->ас..:с..:мотрим ма.трицу 

Н = ( I: a?J) . Каждый эдемент bij = I: a?J этой ма.трицы ес..:ть 
rntN rntN 

точ.нс:tЯ. верхнлн ~·рань нос..:дедоватедьноL:ти. эдементов и?j . Эти 

точ.ные верхние ~·рани с..:ущес..:твуют, нос..:кодьку ai'j - эдементы 

замкнутого 11одукодьца S. Так как L:Jюжение ма.триц и отноше
ние норя.дка в ноду кодьце матриц онредеюrютс..:я. ноэдементно, 

то матµица Н и будет точ.ной веµхней ~·ранью 11оt;JшдоватеJ1ь

нос..:ти матµи.ц Ат. 

Докажем тенеµь ненµеµывнос..:ть умноженил в Мп(S) 1 т.е. 

ч.то ддн дюбой 110L:дедоватедыiос..:ти {Ат} m cN матриц и. нроиз

водьной ма.три.цы Н имеет мес..:то 

BLAm = L(ВАт). 

Матµицu. С= (c;i j) = Е Ат ес..:ть точ.на.л веµхнлл l'рсtнь 110L:дедо
ватедьнос..:ти J А }· , 1'\1 То1 'да имеем l rn rric,1 • 

п 

н LArn =нс= (Lьik(;kj) . 
k-l 

Эдемент c;kj ес..:ть точ.нан веµхнлн 1·µань 11оt;JшдоватедьноL:ти. 

{ ak} }mE:: N эдементов матµиц А,щ т.е. 

,. __ - ~ а'п 
'-'7,J - L..i ij . 

rntN 
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Ис;нодь3ул ю~нрерывtlос;ть умliожеliия в и<.;ходliом нодукодь

це S 1 ноду 'iёtем 

п п п 

L bikGki = (L bik L ukj) = (L L bikUkJ) • 
k-L k-'L rnE::1'1 k-l mE::1'1 

п 

13 L Ат= (Lьи~ L ukJ)· 
mE:N k-l m E:N 

п п 

(Lьik Lиk1) = L(Lьikиl1) = L (HArn). 
k-l rnE::1'1 rnE::N k-'l rnE::N 

Aш:I.JIOl'И'iliU дuксtЗывсtетс;я., 'iTU (Е ArrJH = Е(АтН). • 
lluдy кuдьцu Мп ( S) будем liсtЗывсtть nо.л,уко.л,r:,цо.м .маrпр·и·ц 

Нrад nо.л,уко.л,r:,·цо.м S. ДoкctЗctliliaJJ. теоремсt 1103tЮJн1ет lictм 

нримеliлть к 3ёLМкliутым нодукодьцсtм мсtтриц lictД liекоторым 

3ёLMKliYTЫM HOJIYKOJlЬЦOM s теорему 3. 7 и решсtть 11рОИ3ВОJ1ЬtlЫе 
ypaвlieliия. вида 

Х = АХ + В (3.17) 

иди 

Х=ХА+Н (3.18) 

OTtlO(.;ИTeдЬliO lieИ3Be(;TliOЙ мсtтрицы Х. 

Нёtимеliьшие решеliил этих ypёtвlieliиЙ еL:ть 

Х=А*Н (3.19) 

и 

Х = ВА* (3.20) 

<.;00·1·вeтL:·1·вelili0 1 1·де А* - ·urnepuu/uл Мёt'l'рицы А в Мп ( S). 
Итерёtцил А* мёt•1·рицы А и1•рёtет в теории JlИtleЙtlыx ypёtвtletlиЙ в 
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замкнутых нодукодьца..Х такую же 1юль1 как обратная матрица 
в класси'iеlжой динейной шп 'ебре. 

Осн.овную роJ1ь нри решен.ии задач. теории op'Ueг1,rn·upvfjaг1,·н.,ыx 

ё,рафvrз и теuрии фuрмш1ьных лзыкuв играют право.л'иnей

пые урав пепия вида ( 3.17) 1 ноэтому мы будем1 как 11равиJю 1 
рас(.;матривать только их. Лево.липейпое уравпепие (3.l~) 
может быть 11роанш1изировано анШЮl'И ч.но. 

Мы дuказа.1rи сущеt.;твuвание решений матриqных уравнений 

в матри ч.ном 11оду кодьце над замкнутым 11оду кодьцом. Тенерь 

нсtм необходимо разрсtботать технику ноиt.;ка их решений и 

нрименить ее к решен.ию систем вида (3.lб). 

lloдёil'ctл 1 ч.то (j - j-й (.;ТОдбец матрицы Х 7 а. (:Jj - j-й (.;ТОд

бец матрицы В 1 уравнеиие ( 3 .17) мuжнu переписать как t.;истему 
урсtвнений ОТНО(;ИТеJIЬНО неизвеt.;ТНЬIХ (;ТОдбцов мсtтрицы х; 

(3.21) 

Каждсtл t.;И(.;тема видсt (3.21) е(.;·1ъ мсtтри ч.нал форма. зшrи(.;и 

указсtнной выше t.;истемы (3.lб). Пuэт·ому наименьшее решение 

этuй сиt.;темы1 как сдедует из (3.19), еt.;ть 

(3.22) 

Ддл llOИCKёi решенил (;И(.;Темы ВИДёi (3.21) можно ВO(.;11OJlЬЗО
ватьсл .методо.м пос.ледовате.льпо~о иск.лю'Чеnия пеиз

весrппых1 ан.шю1 'И ч.н.ым кдсtt.;t.;и ч.ескuму мernvdy 1 'аусса. 
lluскuдьку сиt.;темсt урсtвн.ен.ий вида (3.lб) имеет решен.ие1 

мы можем нодt.;тсtвить е1'O в t.;истему и рсtботi:Lть с уравненилми 

как t.; тождествами. 
Расt.;мuтрим нрuцедуру решенил t.;Иt.;темы уравнений (3.lб). 

Зшrишем 11ервuе урi:Lвн.ен.ие сиt.;1•емы тi:Lк: 

Из 11ервu1 'U уравнен.ил t.;и(.;темы выразим х 1 'iерез Ut.;'l'Шiьные 

неизве(.;ТНЬiе, вос11одьзuвавШИ(.;Ь формудоЙ (3.14): 

(3.23) 
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В фоµмуш~ (3.23) выµаже.tlи.е в Lжобках tle t.:одеµжи.т .tleи.звet.:т

.tlOl'O х1. lloд t.:'l'ё:l.,J::$.JlЯЯ. (3.23) 11меt.:то :Б1 J::$ OL:Ta.llb.tlbШ ypa11.tle.tlИ.Я., 

ноду'-lаем t.:и.t.:т~му и.з п - l yµaв.tletiи.Й, котоµал уж~ .tl~ t.:од~µ

жи.т :i:1; 

Х2 = a 21aj\ (а12Х2 + ... + а1пХп + Ь1 ) + 
+ а22Х2 + • • • + U2nXn + Ь2 , 

Х3 = U31ai1 (а12Х2 + ... + а1пХп + Ь1 ) + 
+ U32X2 + • • • + U3nXn + Ь3 , 

Хп = Un1ai1 (а12Х2 + ... + а1пХп + Ь1) + 
+ Un'!,X'!, + ... + а,тХп + Ьп. 

(3.24) 

llµи.водл нодобные '-lдены в каждом уµавнени.и. t.:и.t.:темы, ноду

'-lаем; 

х2 = ( а21 ai1 а12 + а22 )х2 + ... 
. . . + (u21ui1 а1п + U2п)Хп + u21ai1 Ь1 + Ь2 , 

:,с3 = (a31ai1 а12 + а32 )х2 + ... 
. . . + (a31ai1 а1п + из,Jхп + а:наi1 Ь1 + Ьз, 

Хп = ( Uni ai1 а12 + Uп2)х2 + ... 
. . . + (ап1иi1 а1п + а,т)Хп + Un1ui1 Ь1 + Ьп, 

lleµвoe уµавнение этой t.:и.t.:темы неµенишем так; 

l'д,е 

(3.25) 

Зам~ти.м, '-!ТО , 2 .tl~ t.:одеµжи.т х1 и х2 . Ноt.:110J1ьзо11а11шиt.:ь t.:ooт

.tloшe.tlи.eм (3.14), бу,цем и.меть 

(3.26) 

u 

110.11у '-i~tiнoe выµажение1 и.t.:кдю'-tаем х2 и.з оt.:та.11ьных уµа11нении. 
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Дейt.:твуя. 11одобt1ым обрёiЗом, tla i-м ша1·е (1 ~ i ~ п) ноду
'-lаем 

(3.27) 

1·де выражеt1ие о:; tie t.:одержит t1еизвеt.:тt1ых, а выражеt1ие ,i 
может (.;Одержать тодько t1еизве(.;тt1ые, tia'-lиtlaл (.; (i + l)-1'0, т.е. 

X i+ l, · · ·, Хп, 

llpи i = п имеем 
(3.28) 

l'де выраженил o:;i и ,п не (.;Одержат неизве(.;ТtlЫХ. Таким обра
зом, Иt.;ХОднал (.;И(.;Тема (3.lo) нреобрёiЗОВаtiа к " треу1'ОJIЬНОму 1' 

виду; нравал '-!а(.;ть уравt1еt1ил (3.28) tle (.;Одержит t1еизве(.;тt1ых, 
уравнение (3.27) нри i = п - 1 в нравой '-!аt.;ти t.;одержит тодь

ко одно неизне(.;·1·t1ое Xn - l и каждое (.;де.цующее ураннеt1ие нри 

нрО(.;МО'l'ре ,, (.;Низу вверх;, tii:1 одно t1eизвet.:'l'tiOe бодьше, '-!ем нре

дыдущее. llepвoe уравt1еt1ие (.;И(.;темы - уравt1еt1ие (3.23) - в 

правой Ч:а.t.;ТИ (.;Одержит· Bt.;e неизве(.;тные от х2 до Хп. На этом 
V V 

завершаетt,;н нервыи этан i:LJН 'Оритма1 которыи tiёiЗынают пря-

мым xvdvм мemvdu Гаус:с:и. 

tlторой этан i:L.111 'Оритма, tiёiЗываемый vбриrппым xvdvм мe

rnvdu Гиус:с:и, (.;O(.;ТОит в НО(.;JН:ЩоватеJ1ьt1ом нахождеt1ии ЗtiШ·iения 
13(.;еХ неизве(.;ТНЫХ Х1, ... 1 Xn-l, tia'-IИHaл (.; Xn-l· llОД(.;Тави.в в вы

ражеtiи.е для. Xn-l вмеt.:то Хп нравую '-lа(.;·1ъ (3.28), найдем Xn - l· 

Затем онредеди.м Хп-2, НОД(.;l'авив ноду '-!etltlЬШ 3tla'-!etlи.я. Хп и. 

Xn-l в нравую '-lа(.;ТЬ выражеt1и.л (3.27) нри i = п - 2, и. так да-
V 

дее до тех нор, нока tie наидем х1 . 

Замечание 3.2. llОJюжи.в Н =Ев уравt1еt1ии. (3.17) , ноду
'iи.м Х = А* l!J = А*. Таки.м обрёiЗом1 'iтобы вы 'iИ.(.;J1и.ть и.тераци.ю 
матри.цы А, ДO(.;Ta.TO'-lliO решить матри 'iное ура.нliение (3.21) ддя: 
вt.:ех j = 1, т1., нри fJ1, равliом j-му t.:тодбцу eдиliИ.'-lliOЙ матри.цы Е. 

Пример 3.6. llроидJIЮ(.;три.руем нри.ведеliliУЮ t.:хему реше
нил t,;и.(.;темы из двух ди.нейных уравнеliи.Й. Имеем 

{ 
х1 = и11х1 + и12х2 + Ь1, 
х2 = и21х1 + и22х2 + Ь2. 
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lluд~;то.,.1.шлл этu ВЫIЯLЖ{:;НЮ; вu втuрu{:; ypo.,BH{:;tlИ.{:;, 11uдy'io.,{:;M 

lluд~;·1·0.,вдля. этuт р{:;3УJ1ЬТо.,Т в lio.,llИ.L:o.,HHU{:; ВЫШ{:; выро.,Ж{:;НИ.{:; длл 

Xl, Но.,ХОДИМ ОКО!IЧ:о.,Т{:;ЛЬНО{:; р{:;Ш{:;flИ{:; ; 

Оt.:об{:;нно аро~;то р{:;Ш{:;НИ.{:; вы1 'дл.ци.т в t.:ду 'ia,{:; три.ви.а,J1ьной 

И.Т{:;ра,ци.и., Т.{:;. ТОl'Да,, КОl'Да, в llОдукодЬЦ{:; И.Т{:;ра,ЦИ.Л дюбоt'О 

ЭJШМ{:;НТа, pa,JЯio., {:;ДИ.НИ.Ц{:; llОдукодЬЦо., (как в llОдукодьцах в' R. +' 
SA, S_и,,/}j). Н этом L:Jly'ia,{:; ДJlЛ (.:И.(; l'{:;МЫ И.3 днух ура,ВЮ;НИ.Й 

р{:;Ш{:;НИ.{:; равно 

х1 = и12(и21Ь1 + bi) + Ь1, 
xi = и21Ь1 + bi. 

Пример 3. 7. ].->а,(;!;МО'l'ри.м в llОдукодЬЦ{:; s_(),lj ( L:M . ари.-

М{:;р 3.3.t') L:И.L:T{:;MY JlИ.Н{:;ЙНЫХ ура,ВН{:;НИ.Й 

{ 
х = U 5х + U 4х• + U 2 l , l , 2 ,, 

Xi = U,3x1 + U,9xi + U,o. 

].->{:;ШИ.М эту (.:И.(;Т{:;Му ур1::LВН{:;НИ.И, (_;Jl{:;ДУЯ обЩ{:;Му а,JП'Ори.тму. 

Из 11(:;pBOl 'О ураВН{:;НИ.Л llOдy'-11::L{:;M 
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llo д t.:тавдлл X'l, = U 7 б в ноду 'iel:il:iOe выражеl:iи.е ддл х 1, 1:iа.хо

ди.м, 'iTO 

х1 = U,4 · U,o + U,2 = U,4 + U,2 = U,4. # 

Не щ;лкое бelЖOl:ie'iнoe идемпотентl:iое нолукольцо лвллетt.;л 

замкl:iу '1'ым. Одl:iако можl:iо замети.ть1 'iTO 11ри. решеl:iи.и. ди.1:iеЙ-
1:iы.х у p,tвJ:ieJ:iи.Й и. t.;И.t.;тем требова.1юt.:ь вы 'iИ.(.;J!eJ:iШ:~ TO'iJ:iOЙ верх-

V V 

1:iеИ l 'pa!:iи. l!Ot.:JleдoвcLтeдЬJ:iO(.;TeИ t.;11eц1.:1a.1!ЫiOl 'O в1.:1да, cL l:1MeJ:iJ:iO 

нахождеl:iие итераци1.:1 эдемеJ:iтов. Поэтому номимо замкнутых 

нодукодец иl:iтepet.: ддл 11ридожеl:iиИ 11редt.:тавдлют так 1:iа3ывае

мые nо.л,уко.л,ьца с итерацией. 

Под 11одукодьцом t.; итерацией в данном коl:iтекt.;те мы будем 
1101:iимать идемнотеl:iтl:iое ноду кодьцо, которое лш1я.етt.:я. 11од-

11оду кодьцом"' 1:iекоторо1'0 замк!iу '1·01·0 нодукодьца и. вмеt.;те t.; 
каждым эдеме!iтом t.:одержит е1·0 итерацию. НсLжliеЙшим 11р1.:1-

мером таКОl'О llОдукодьца ЛВJ!ЛеТ(.;Л '{l.,(J,Л,yr,;u,Л,IJ 'U/J р~ё-у,Л,J(,р'Н,ЫХ Jf,;;Jbl

r,;uв ( t.;M. 7) . 
.i->аt.;t.;матривал в ноду кодьце t.: итерацией нроизводьное д1.:1-

нейное уравнение, т. е. уравнение в1.:1да (3.12) иди (3.13) 1 ноду

'iаем t.;JН:~дующи.е резудьтаты. Но-11ервых1 это ypaв1ie1i1.:1e 1.:1меет 
V 

1iа1.:1ме1iьшее реше!iШ:\ так как 11оду кодьцо t.: 1.:1тераци.еи t.;одер-

ж1.:1'1тл в некотором замкнутом нодукодьце в ка'iеt.;тве 11од11оду

кодьца. Но-вторых, это !iаи.ме!iьшее реше!i1.:1е t.;tloвa окажетt.;л в 

этом же 11одукодьце, 11оt.;кодьку !iОt.:и.тедь 11одукодьца t.; 1.:1терац1.:1-
ей замкнут отноt.:итедь!iо и.тераци.и. Таким обра3ом, ноt.;и.те.11ь 

11оду кодьца S t.; и.терац1.:1ей замк!iут ОТ!iОt.;и.тедьJ:iо онераци.и. tlа
хожденил .tiсLименьшей неподвиж!iОЙ ТО'-!КИ любого ли.ш:~Йного 

отображенил ах+ Ь (или ха + Ь), где а и Ь - эдементы S. 
Не t.;Оt.;таш1лет труда раt.;11роt.;тра!iи.ть этот резудьтат l:ia нро

и.зводьl:iые матри. 'il:iыe ypaвl:iel:i1.:1л . Можно дока3ать (.;Jtедующее 

утверждение. 

"llолуюжьцо Q - ( Q, +, ·, О, 1) .tiс\3ывают поdпu.л,у,~u.л,1>'ЦUм 11одуколь
ца 7{ - ( н, + 1 • , о, 1), ~(;ЛИ мн:ож~и·во Q ~(;ТЬ Ш)l\МН:L)Ж~(;].'ВL) МН:L)Ж~(;].'Вё::1., 
н, 3амкн:уто~ L)ТН:()(;ИТ~ЛЬН:L) 01I~раций (;JIL)Ж~Н:И}l И у МН:()Ж~Н:ИН. 1IОЛУК()ЛЬЦё::\, 

7{,, а 'l'ё::\,КЖ~ (;L).Ц~ржс:1.щ~~ 1:iY Jl.b и. ~.ци.ющу 1юду К()Jl.ЬЦё::\, 7{. 
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Теорема 3.9. Еt;,1н1 А - матрица, В(.;е эJшме.1:п'ы которой 
V 

нри..1:iаддежат .1:iекоторому нодукодьцу (.; и.тераци.еи, то В(.;е эле-

ме.1:iты ее ·иrпери·и/и'и А* также нри..1:iадлежат этому нолукольцу (.; 

и.тераци.еи. 

3.4. Булевы алгебры 

Теория. бу11,евых и1~с-ебр н:вдя.ет(.;я. кда(.;(.;И. 'iе(.;ки.м разделом ДИ.(.;

кре·.1'.1:iОЙ математики.. .о у девы aJH 'ебры воз.1:iи.КJ1и. в трудах а.1:i

l'дИ.Й(.;КОl'О математика Дж. Нулл в 5U-x ~·одах XIX века как 
а.1111арат Jюги.ки.. llpи: этом эдеме.1:iты будевой аJtгебры тракто

ваJ1и.(.;ь как вы(.;казыва.1:iи.я., а онераци.нми. н:вдя.ди.lъ d·изъюнкv/ил, 

'r.;(J'Н,ЪЮ'Н,'К'U/UЛ и. urnp-U'ЦUH'Ue. 

Суще(.;твуют разди.'i.1:iЬШ нодходы к онределе.1:iи.ю булевой 

а.1rгебры. Мы опредеди:м булеву а.11гебру как ч:а(.;ТНЬIЙ (.;дуч:ай 

'Udeмnurneнrm-tuc-u nu1iyкu11,1:> ·цu. 

Определение 3.3. Полукольцо S = (S, +1 • 1 0 1 1) .1:iазыва
ют симметпри·чн.ым (и.ли. вза·имн.ым), еt;,11и. O.l:iO и.демноте.1:iТ.1:iО 

и. в .1:iем !3Ы11Од.1:iе.1:iы t;дедующи.е тождеt;тва; 

1) а · а = а ( ·udeмnumeнrnнucm1:> unepU'Ц'U'U умнuжен'Uя riu11,y

кu11,1:>·цu); 

2) а• Ь = Ь • а ( кuммyrriurn·uвнucmt> unepu·ц·u'U у М.1:iОЖе.1:iи.н нолу

кольца); 

3) а+ (Ь ·с;)= (а+ Ь) · (и+ с;) (d'Ucmp'Uбyrn'Uвнucrnt> ur1,epu·ц'U'U 

(;11,()Жf;,'Н,'UЯ nu.л,yr.;u.л,t,'ЦU, ОТ.1:iО(.;И:Тедь.1:iО УМ.1:iОЖе.1:iИЯ.); 

4) 1 + а = 1 ( инну11,·ирующее cвuйcrnfЗu ed'UH'U'ЦЫ nu.л,yr.;u11,1:>-цa 

ОТ.1:iО(.;И.ТедЬ.1:iО t;JЮЖе.1:iИ.Я.). 

Мож.1:iо дать онределе.1:iи:е, ра!3.1:iО(.;и:дь.1:iое онределе.1:iи:ю 3.3. 
11демноте.1:iт.1:iое нодукоJrьцо S = (S, +, ·, О, 1) .1:iазы:ваетt;л t;И:М
метри. 'i.l:iЫM (и.ли. взаи.м.1:iым) , еt;,11и. аJН'ебра S' = ( S, ·, +, 1, О) 
также лвллетt;л и:демноте.1:iт.1:iым нолукольцом. llpи. этом будем 

t'О!3Орить, 'i'l'O и:демноте.1:iт.1:iое нолукольцо S' еt;·1ъ nо.л,уко.л,t>цо, 

дв ойств епн.ое к и.демноте.1:iт.1:iому нолу кольцу S. 
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И3 011р1::щ~1ени.л t;дедует, 'iTO в двоиt;твенном и.демнотент

liОМ нодукодьце онерсLци.л t;JЮжени.л - это онерсLци.л умножеliил 

в И(.:ХОДliОМ llOJlYKOJlЬЦe и liс.\.Оборот; 'Н,УЛ/J ДВОЙt;твеliНОl 'О nuлy

'h;(Jll,l)'ЦU - это еди.ни.цсL И.t.:ХОДНОl'О llОдукодЬЦс.\. и Нс.\.Оборот . Jlel'KO 

видеть, L1то ноду кодьцо S" , двойr..:твенное к двоЙt;твеliliОму 110-

ду кодьцу S', еt;ть иt;XOДliOe ноду кодьцо S. 
Зш1и.шем нодноt;тыu вt;е с:1.,кt;и.омы ( оr..:новные тождеr..:твс:1.,) t;и.м

метри. 'iного подукодьцсL, объединлл двоЙt;гвенные сLкr..:иомы в 

нсLры (тсLбд. 3.3). 

Табл'U'Ца У.У 

No. Акt;и.ОмсL № Акt;и.ОмсL 

11/11 п/п 
1 а +(Ь+ с;) =(а+Ь)+с; 7 а· (Ь •с;)- (а ·Ь) • с; 

2 a +b=b+ u, 8 а·Ь =Ь ·а 

3 а + и,= а 9 а·а = а 

4 а+О=а lU а· 1 =а 
5 а· (Ь + с;) = 11 а+ (Ь •с;) = 

= (а·Ь) +(а • с;) = (u,+b) · (а + с;) 
(j а · О = О 12 a+l = l 

Н тс:1.,бд. 3.1 можliо у видеть, 'iTO в <.;имметри'iном нолукольце 

оперсLции t;Jюжени.л и умноженил, рсLвно Ki:LK и эдеменгы О 11 1, 
110J1Н0(.:ТЬЮ В3i:LИМО3с:1.,Меliлемые;· ИJlИ В3с.\.ИМ1i0 ДHOЙt;TB(:;liliЫe. 

п ' 

Тс:1.,ки.м обрi:L3ом, (.:НрсLведли.в принцип двайственнасти 

ддл t;и.мметри. 'iных ноду кодец; дюбое тождеt;тво в t;и.мметри. 'i

liOM нодукодьце о<.;тс:1.,ет(.:л верliым, е<.;J1и в !!ем онерсLци.ю <.;JЮ

жеliил 3с:1.,мени.ть онера.цией умliожеliил и нсLоборот, а. едиliи.цу 

3сLмени.ть ну дем и. нсLоборот . 

Пример 3.8. а. llодукольцо В ( <.;М. пример 3.2) t;иммет
ри. 'iHOe. 

б. llодукодьцо R,+ (t;м. нример 3.1) не лы1ле·1тл t;имметри'i

ным в t;и.ду неи.демнотентноt;ти. у множени.л ноду кодьцсL, хотя. в 
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tleм едиt1ица. нuдукuдьца. ( 'iИt.:Jю U) имеет аt1t1удирующее ~..:1::юй:

~..:т·во, но~..:кuдьку rнiп ( U, х) = U. 
в. lluдy кодьцо S А ( ~..:м. 11ример 3.3.б) ~..:имметри 'itlO в ~.;иду 

и3ве~..:·1't1ых ~..:вой:~..:тв 011ераций: ш~реt.:е'iенил и объединенил мно

же~..:тв. 

г. llодукодьцо RA ( ~..:м. 11ример 3.3.13) не лш1я.ет~..:л ~..:иммет
ри 'itlЫM. 

д· llодукодьцо S_a , 1>) (~..:м. нример 3.3.г) ~..:имметри'iнu. 

Пример 3.9. Ра~..:~..:мотрим a.JIL'eбpy 

1·де Дед(п) - множеt.:тl:30 13t.:ex дедитедей: на.тура.J1ьно1'О 'iИL:да. п; 
НОК - опера.цил вы 'iИL:Jrенил llаименьшегu общегu кра.тногu; 

НОД - 011еµа.цил вы 'iИt.:денил наибодьше1'О обще1'О дедитеJ1л 

двух 'iИL:ед. Эта a.JIL 'eбpct я.вдлет~..:л ~..:имметри 'iным 11оду кодьцом. 

Дей:~..:твитедьнu, ддл Jiюбых двух нсtтура.J1ьных 'iИL:t',JI тп и р 

13ернu нред~..:та.шrение 

и 

1·де р1,: - t1аибодьший: 11µui..:тuй: мt1ожитедь 13 ра3Jюжеt1ии rn и р. 
'1' Оl'Да. 

Та.ким uбра.3uм, ~..:вой:~..:тва опеµаций: НОК и НОД uпреде,11л

ют~..:л ~..:вuЙ:t.:Т13а.Ми онераций: rr1a.x и rнiп. Н ~..:иду эт01 ·о µа~..:~..:ма

трищ~емая: a.JIL'eбpct и лш1лет~..:я: ~..:имметри L1ным нuдукодьцuм ( ~..:м. 

нримеµ 3.3.1'). # 

Ра~..:~..:мотрим t1екuторые i.;130Й:t.:1'13a. ~..:имметри 'itlUl ·о ноду кодь
ца., вытекающие и3 e1'U ак~..:иuм. 
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Свойство 3.1. Ддл любых элементов <.;имметµи'-lнО1'0 11оду
кодьцс:1., BЬlllOJlHЛIOT(.;Л µс:1.,вен<.;твс:1., 

х ( х + у) = х' х + ху = х. 

• Имеем х ( х + у) = хх + ху = х + ху = х ( 1 + у) = ;;.; · 1 = х. • 
,l-->с:1.,венl:твс:1.,1 нµиведенные в фоµмудиµовке <.;воЙl:твс:1., 3.1, нс:1.,

зывс:1.,ют тпаждесrпв ам:и na~.ll,OЩenu.я. 

Свойство 3.2. Н l:имметµи'-lliОМ нодукодьце lieµc:1.,вeli<.;твo 
х ~ у имеет меl:ТО ТОl'До.. и TOJIЬKO ТОl'До.., КОl'До.. ху = х. 

• l:k11омним1 '-ITO но онµедеJшнию ес:rпес:rпr:н::1-1,ниё-и пир.яdка 11µ0-
извольно1 'О ·иdемпиrпенrпниё-и пи.л,укu.л,f:Jца х ~ у{=?- х +у= у. 

Ilу<.;ть х ~ у. То1'до.. ху = х(х + у) = х (но l:воЙl:тву 3.1). 
llу<.;ть тенеµь ху = х . То1'до.. х +у= 'J_;y +у= у. Cлeдoвct,·1'eJ1ь

tlU, Х ~ у. • 
СвоЙl:тво 3.2 выµс:1.,жс:1.,ет <.;влзь умtlожеtlил l: ec:rrir::c:rnfЗeн,-н,f:Jiм 

пир.яdким ·иdемпиmеН,m,Н,uё-и rw.л,укИ,Л,f:J'Ца; меliьший l:UMliUЖИTeJIЬ 

1101'JЮЩ0..ет больший, т.е. ноµлдок в двоЙ<.;твенном нодукодьце 

S' лВJ1летl:л пир.яdким, dfЗuйc:rnf>eН,Н,ЫM к ноµлдку в нодукодьце 
S. Hu, Kct,K извеl:тнu, пµи. пеµехuде к двuЙl:т·веннuму пuµл.цку 

Н,a-uбu,Л,f:J 'Ш/UU ( макс:·им,а,Л,f:J'Н,Ый) ',},Л,ем,еН,r,1, l:То..новитl:л Н,а·именf:J'Ш'UМ 

( M'U'Н.,'UMUJlrf:J'J-1.,ЫM) ',},Л,еменrпим, о, '{fl,(J'Ч,'Н.,U.Я fЗерХ'Н,,Я.}(, ё-рU'Н,f) - 'ffW'Ч,'Н,(J'U, 

'Н, 'UЖ'Н,t:,'U, ё-pU'Н,f:J'IO. 

Свойство 3.3. Н l:имметµи '-ltlOM ноду кодьце нµоизведение 
ху е<.;ть ТО'iНо..Л нижнлл l'I->o..HЬ 110(.;Jle.ЦOBo..TeJIЬHO(.;'l'И {х 7 у}; 

ху = iнt· { х 7 у}. 

Свойство 3.4. Ддл дюбо1'0 эдементс:1., х l:имметµи'-IНОl'О 

ноду кольцо.. имеет меl:то неµс:1.,венl:тво О ~ х ~ 1. 

• lleµвoe tlеµс:1.,вен<.;тво О ~ х po..BtlUl:ИJIЬtlO рс:1.,веtll:тву О+ х = х 7 

верному ддя. дюбо1 'О х. Нто рое liepc:1.,вelil:твo х ~ 1 вытекс:1.,ет из 
'-lетвеµто1'0 тожде<.;·1·вс:1., онредедения. 3.3. • 
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Тсt.ки.м uбра.зuм, в t.:и.мметри. 'itlUM нuду кuдьце еди.tl.И.Ца. ( 1) 
Я.J:3.IПШТL:Я. tlа.и.больши.м ЭJШMetlTOM. 

Определение 3.4. Бу.11,ев а а.11,-гебра - это t.:и.мметри. 'itlOe 

11одукольцо1 в котором длл каждого х t.:ущеt.:твует элемент х, 

tlа.Зыва.емый доnо.11,нен·ием х тсt.кuй 'iTU 
' ' 

х + х = 1, 

х·х=О. 

(3.29) 

(3.3U) 

Обы 'iHU t.:лuжени.е в булевuй сt.Jн·ебре на.Зывсt.ют бу.11,евь~м 

объединен·ием и uбuзна.'iа.ют V, а. умнuжение - бу.11,евь~м 

nересе-чепием и обозна'iают 1\. 

Зсt.ни.шем сt.кt.:и.uмы будевой сt.J11·ебры в в.и.де ·1·а.бд . 3.4, uбъеди.
нлл " двойt.:твенные на.ры ;~ ( ка.к это мы у же t.:деда.Jrи., за.ниt.:ыва.Л 
а.кt.:иомы t.:имметри.'iно1 ·о идемнотентно1 ·о нолукольца.) . 

No. Акt.:иuма. № Акt.:и.uма. 
11/11 11/11 

l aV (ЬVr:) = (aVЬ)Vr; ~ а/\ (Ь/\r;) = (а/\Ь) /\r; 
2 аVЬ=ЬVа 9 а/\Ь=Ь/\а 

3 aVa = a lU а/\а = а 

4 aVO = a ll а/\1 = а 

5 a/\ (ЬVr:) = 12 aV (Ь/\r;) = 

= (а/\Ь) V (a/\r;) = (aVЬ)/\ (aVr:) 

б а/\0=0 13 aV1 = 1 
7 aVa= 1 14 а/\а = О 

f->а.t.:t.:мотри.м tlекотuрые вct.жtlьie t.:войt.:тва. будевых сt.Jн·ебр , 

вытекающие из O11ред,еденил. 

Свойство 3.5 (единственность дополнения). Н булевой 
сt.Jн ·ебре д,дя: дюбu1 ·u х е1 ·u дuнuлнени.е х единt.:твеннuе . 

• llyt.:ть длл элемента х найд,етt.:л еще одно такое а, 'iTO а 1\ х = О 
иаVх=1. 
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Имt:;ем и = и V О. Вur..:11uдь3u.1:нtвшиr..:ь r..:вuйr..:твuм (3.29), аu
ду '!ИМ и = и V ( х !\ :Б). Н r..:иду диlтрибу·1·ивн0Lти и (.; у 'it:;'l'OM 
r..:1юЙt_;·1'В ЭJШмента- и имеем и= (и V х) !\ (и V :.с) = 1 !\ (и V х). С 

у'iетом (.;J:.ЮЙt_;тв до11одненил 11реобра,3уем 110L:J1еднее выра-жение 

L:Лt:;Дующим uбра-3uм; и = ( х V х) f\ ( и V х) = ( х !\ и) V х. llur..:кuлькy 
х !\ и = О 7 то и = О V х = х. Тсtким обрсt3ом, эдемент и (.;OBlla-Дcteт 

r..: доноднением х. • 
Свойство 3.6 (,,симметричность" операции дополне

нил). 1:3 будевой а-JН'ебре вынодня.етL:я. тождеL:тво 

х=х. 

• Та-к ка-к х я.вш=rетr..:л доноднением к х, то х f\ х = О и х V х = 1. 
В то же врt:;мл х !\ х = О и х V х = 1. В L:иду единr..:твеннuL:ти 
дополнения к эдементу х имеем х = х. • 

Свойство 3. 7. 1:3 будt:;вой a-JH't:;бpe вt:;p.tlы r..:дедующие тuжде
L:твсt: 

xVy=xf\y, x!\y=xVy. (3.31) 

• 1:3 (.;Иду (.;ВОЙL:ТВ 3.5 И 3 . О ДJlЛ ДOKa,3a,Tt:;JlЬL:TBa, llel)BOl'O 3а-КОНа, 

ДOL:Ta-TO'iHO 1ШКа-3а-'l'Ь, '!ТО (х (\ у) V (х Vy) = 1 и (х (\у)(\ (х Vy) = 
= 0. 

llреобра,3уя. вырсtжения. в JШ11ых 'iа.L:тя.х, ноду 'icteм 

(х !\ у) V (х Vy) = (х V х Vy) !\ (у V х Vy) = 1 !\ 1 = 1, 

(х /\у)!\ (х Vy) = (х /\у!\ х) V (х !\у/\ у)= О V О= О. 

llepвoe тождеL:тво дoкa-3a-.tlU. Нторое тождеr..:т110 r._:дt:;Дуt:;т И3 

lll)ИHЦИlla, ДВОЙL:твеннО(.;ТИ. • 
ТождеL:твсt (3.31) на,3ывсtют закопа.ми де Мор~апа. 
Eди.tlL:TBe.tl.tlOL:'1ъ донод.tlе.tlил озна-'iа-ет, '!ТО в будевой а-JН'ебре 

во3никr1,ет уна,рна-л 011ерr1,цил - нереход от эдемента- к е1'0 

доноднt:;нию. Эту 011ерr1,цию можно ввеL:ти в t_;игна-туру а-J1гебры, 

т.е. ра-L:L:мсtтрива-ть будеву а-JП'ебру ка.к а-Jн·ебру вида. 

Н = (Н, V, /\ 1 -, О, 1) 
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(.; двумя. биtla.IJtlыми, одtlоЙ ytla.IJtlOЙ и двумя. tlудьа.µtlыми оне

µа.цилми, та.кую, 'iTO; 
1) (Н, V, /\ 1 О, 1) - (.;Имметµичное полукольцо; 

2) и V и= 1 и и/\ и = О (ддн дюбо1·0 и). 
Дош.>дtlеtlие в будевой шн·ебµе tli:tзывa.IO'l' бу.л,евы.м доnо.л,

пепие.м, а. вt;е онеµа.ции будевой шн·ебµы - бу.л,евы.ми оnера

Ц'ия.ми. 

Рсt.(.;(.;Мотµим тенеµь tlекотоµые нµимеµы будевых шн'ебµ. 

Пример 3.10. llолукольцо В (t.:м. нµимеµ 3.2) лвдл~Т(.;Я: бу
левой шrгебµо:Й:. Эта. булева. шrгебµсt. - всt.жн~Йшсt.л п.·µуктуµсt.. 

Мы tlа.ЗОв~м ~е двухэ.л,е.мептпой бу.л,евой а.л,~еброй и обо

зна.'iим ffis. Нидно, 'iTO в 113s 

О = 1, 1 = о. 

Пример 3.11. На. MtloжeL:ТJ:Hj { О, 1 }п онµ~дедим (.;тµук1·уµу 
бу девой Шll ·ебµы, llOJIOЖИB ДJ!Я. llJ-)OИЗBOJl.ЬHЫX tx = ( сх1 , ... , сх,ь), 
fJ = ((31, ... , (:J,i) из {О, 1}'\ 'iTO 

tx V (3 = (сх 1 V (31, ... ' --
(Х /\ (3 = ( сх1 /\ (31, ... , 
tx = (сх1 , ... , СХп) , 
0= (О , .. . , О), 
1= (1, ... , 1). 

СХп V fJп), 

СХп /\ {J,i), 

Можно без тµу да. нока.Зсt.ть, 'iTO В(.;е сt.кt.:иомы будевой ш1-

гебµы вы11OJ1нлютt;я:. Но(.;итедь опµедедеино:Й: тсt.ким обµа.Зом 

будевой шп·ебµы tlа.Зывсt.ют бу.л,евы.м кубом µа.ЗмеµtlО(.;'l'И п, 

а. е1'O эш~менты - бу.л,евы.м'и вектора.ми (иди бу.л,евы.ми 

пабора.ми) µа.Змеµно(.;ти п. Нектоµ О на.Зывсt.ют нµи этом пу

.л,евы.м бу.л,евы.м вектором иди пу.л,евы.м паборо.м, а. вектоµ 

1 - едиnи'Чnы.м бу.л,евы.м век'ff~оро.м иди ед'иnич,пы.м па

боро.м. За.метим, 'iTO t;дy'ict.И п = О и п = 1 вкдЮ'iа.Ю'l't;Я. в эту 

KOtl(.; 'l'IJYкцию . llµи п = 1 ноду'iсt.ем уже µct.(.;(.;MoтµetltlYIO двух

эдемеtlтtlую будеву шн,ебµу ffis, а. нµи п = О - та.к на.Зыва.емую 



З.4. Ну✓1ены 1:W1гебры 211 

одН,оэ.п,е.м,ен,mН,ую бу.п,еву а.п,-гебру, в котоµой О= 1. Но этсt 
~.;·гµу кту µct ма.1юи.нтеµе~.;нсt. 

Итсtк, бу✓1евы онеµсtци.и. нсtд бу✓1евыми. вектоµсtми. вы110✓1нл

ютс.н 11оком11онетно - та.к же, ка.к ~.;дожени.е вектоµов и.✓1и. 

у множени.е вектоµа.. нсt 'i.Ю:до в ✓1и.нейной сtJн ·ебµе. Отношени.е 

ноµя.дка.. :здеL:ь 011µеде✓1ено ·1-а..кже 11оком11онентно, т.е. ДJlЯ. 11µои.:з

во✓1ь~ых СХ = ( СХ1 , . .. 1 СХп) 7 fJ = ((317 ••• 7 {:Jn ) с t l) 7 1 }п неµа..венL:ТВО 
а ~ (3 03Ha..'-J.a..el'7 '-!ТО CXi ~ (:Ji, i = 17 п. Та.к, на.11µи.меµ , 

(О , 11 01 01 1) ~ (11 11 О, О, 1), 

а.. вектоµы (01 1 1 01 О, 1) и. (01 1, 01 О, О) не L:J!а..вни.мы. 

Пример 3 .12. Полукольцо SA (~.;м. нµи.меµ 3.3.б) - буJШ

ва.. а.1н·ебµа.., в котоµой в~.;е булевы онеµа..ци.и. L:уть не '-!ТО и.ное, 

кс:1,к обы 'i.ные теоµети.ко-множщ;твенные 011еµс1,ци.и. 1 т .е. буде

во объеди.нени.е е~.;ть обы '-!Ное объеди.нени.е множе~.;тв, булево 

неµеL:е'i.ени.е - неµеL:е'i.ени.е множе~.;тв, булево донолнени.е - до

ноднени.е множе~.;1•ва... 

Пример 3.13. а. Рс;1,1.,;~.;мотµи.м нодукольцо V 0 д,ели.тедей 

'i.И.(.;дсt б i.; онеµа..цилми НОК и НОД. И:з нµимеµа.. 3.9 ~.;дедует, 

'-!ТО этu нодукuдьцu t.:имметµи'i.ное. Нудь этu1·u 11uдукuдьцс1, е~.;ть 

'i.ИQIO 1, а.. едини.цс:1, - 'i.И(.;JIO б. Убедим~.;я., '-!ТО ксtждый элемент 

нодукодьцсt имеет доноднение . Нсt'i.нем L: 'i.Иl.,;да.. 1. Доноднение х 

должно у довдетвоµлть µс:1,вен~.;тва..м 1 V х = о и. 1 /\ х = 1. Пеµвое 
µа..венL:тво о:зна..'i.а..ет, '-!ТО HOK(l,x) = 01 а.. втоµое - НОД(l,х) = 
= 1. Jle1·кo видеть, '-!ТО х = I = о. Рсtt.:~.;ужда..л а..на.1ю1·и '-!НО , 
ноду '-!ИМ 2 = 3. Сш:щовсtтедьно, µсt~.;t.:мсtтµива..емое ноду кольцо 
еt.:ть булева.. а.111 ·ебµа... 

б. llодукодьцо V 1'2 деJ1итедеЙ 'i.Иt.:да.. 12 не лВJ1летL:л булевой 

а.1н·ебµой, ·1·с1,к кс:1,к , нш1µимеµ, и:з 2 V х = НОК(2, х) = 12 = 1 ~.;Jш
дует, '-!ТО х = 12, но 2 /\ 12 = НОД(2, 12) = 2 f 1 = О, и элемент 2 

не имеет донолненил. # 
Теоµил булевых а,.111,ебµ имеет мно1'О 'i.И.t.:Jшнные нµююжения. : 

в ма..тема..ти 'i.е L:кой JЮ1'ике1 в теоµии веµоя.тноt.:тей. Она.. 110:звоJ1я.-
V 

е·1·, в 'i.а..t.:тноt.:ти , J!a..L:L:MёtTJ!ИBёtTЬ (; единои ТО'i.КИ :зµения. ОlШJ!а..ЦИИ 
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над множ~(.;Т13ами, над 13Ы(.;Ка3ы13анилми, над с.;ду '-lаЙными с:uбы

т:и.хм·и. tl этой КНИl '~ мы И(.;llOJlb3 у~м И3JЮЖ~ННЬШ 3Д~(.;Ь факты 

в глав~ 6, ПО(.;ВЛЩ~нной бyJl,F;f>ЫM фун.,кu/илм. 

3.5. Решетки 

Наномним, '-!ТО 'fWJl,ypeшeтnr,;uй назы1щют nu.1iy;:,pynny, unepa

·u,:uл котоµой r,;uммутпат.:иrзн.,а и иdемпuтен.,т:н,а. 

Таким обµазом, нодуµ~ш~тка - это UJ/,ёебра .С= (L, V), 13 
котоµой длл дюбых а, Ь, с Е L выпOJп1~ны µав~н(.;тва 

и V ( Ь V с;) = ( и V Ь) Vc, 

а V Ь = ЬVа, 

и Vu = а. 

tl каждой полур~ш~тк~ мож~т бытъ опµ~д~л~но ~(.;Т~(.;ТВ~н
но~ тт-1,uше'Н.:ие nupлdr,;a анадОl'И '-!НО тому , как это онµ~д~дШЮ(.;ь 

ДJ!Я. (ид~мнот~НТНОl'О) nuJ1,yr,;u4ьцa. llo онµ~д~l~НИЮ 11ода1'а~м 
ддя. нµои313Одьных а, Ь Е L 

а ~ Ь~аVЬ= Ь. (3.32) 

И3 опµ~д~д~нил (3.32) отнош~нил поµлдка в подуµ~ш~тк~ 
(.;Л~Ду~т, что эл~м~нт а V Ь ~(.;ТЬ mдчнал rз ерхнлл ёрань drзух:J4е

мен.,тнuёu мнuжес:тrза {а, Ь}. 

Д~Й(.;Т13И'l'~JlЬН01 

и V (а V Ь) = (а V и) V Ь = а V Ь 

(в (.;Иду а(.;t.:OЦИаТИ13НОС.:ТИ и ИД~МllОТ~НТНОС.:ТИ он~µации V). Aнa
JIOl'И 'iHO ЬV (а V Ь) = а V Ь (с.: ис.:нодь3овани~м и коммутативнос.:ти 

он~µации V). Итак, а V Ь ~(.;ть rзерхнлл ёрань множ~(.;1•13а { а, Ь}. 
lloдat'aл, '-!ТО с; ~с.:ть какал-то 13~µхнлл t'µань данно1'О множ~с.:тва, 

13ыч.ис.:дим (u, V Ь) V с;. Ис.:11одь3ул аt.:(.;оциати13нос.:ть и то1 ч.то 13 с.:и

ду Ь ~ с; 13ы11однл~тс.:л µав~нt.:т13о Ь V с; = с;, 11O.11у ч.им 

( а V Ь) V с; = а V ( Ь V с;) = а V с;. 
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Hu та.к ка.к и ~ с:, тu и V с; = с:. И1'а.К, (и V Ь) V с; = с:, т.~. и V Ь ~ с:, 
и ноэт·uму ЭJШМ~НТ и V ь ~(.;ТЬ TO'iliaJI в~рхш=rл l'pa.Hb МНОЖ~L:ТВа. 

{ и, ь }. 
Oтlioшeliиe норя.дка., онред~rенliое в нроизвоJiьliоЙ ноJiуре

ш~тк~ t.:OI'дa.L:liU уL:Jювию (3.32), бу д~м liо..Зыва.ть естпестпвеп
пым порядком дa.liliUЙ nо.лурешетки. 

Тсtким обро..Зом, в нолурешетке JIIOбoe двухэлементное (и, 

L:Jreдoвctт~IbliO, JIIOбoe KOli~'iliOe) llOДMliOЖ~L:TBO им~ет TO'iliYIO 
в~рхнюю l'ра.нь (но ~r.:т~r.:тв~нному норлдку нолур~ш~тки). 

Moжlio дока.за.ть, 'iTO им~~т м~r.:то и обра.тliо~. 

Теорема 3.10. Jlюбо~ упир,}{,du·Ч,е ·н.:ние мнижес:тви [, = 
= (L, ~ ), в которuм вr.:я:кuе двyxэJieмeliтlioe нодмliожеr.:тво име-

V 

ет TO'iliYIO верх!iюю l'pa.liь, я.вдя:етr.:я: нодурешеткои, er.:тer.:твeli-

liЬIЙ норя:док которой r.:овнсtдсtет r.: отliошением ~ . 

• Онредедим uнера.цию V та.к; а V Ь = sup{a, Ь}. Кuмму-

та.тивliur.:ть и идем11оте1iТ1iUt.:ть uнера.ции. V t.:Jieдyeт r.:ро..Зу из 

uнpeдeJieliи.н TU'iliOЙ верхliеЙ 1·ра.1iи. Mlioжet.:1'Ba.. Дейr.:тви.теJiь

liО, и V и= sup{u, и}= sup{a} = и, и. та.к ка.к {и, Ь} = {Ь, и}, то 
и V Ь = sup{a, Ь} = sup{b, а}= bVa. 

Дuка.жем а,(.;(.;ОЦИа.ТИВliU(.;ТЬ онера.ции V. ДJiл ЭТОl 'О liY ЖliU 110-

Ко..За.ТЬ, 'iTU ДJIЯ. нpOИ.3BOJlbliЬIX и, ь, с; Е: L и.меет местu pa.BeliCTBU 

sup{sup{u, Ь}, с:}= sup{u, sup{b, с:}}. (3.33) 

OбoзlictLrи.м левую Lfa.t.:ть рсtв~нr.:твсt (3.33) 'iерез d1, а. нрсt

вую - 'iерез d'l,. Элемеliт d1 лвля:етr.:я: TO'-iliOЙ в~рхliеЙ l'ра.!iью 
Mliuжer.:твa., элементъr кuтupuгu r.:уть sup{ а, Ь} и. с:. lluэт·uмy 

d1 ~ sup{a, Ь} и d1 ~ с:. Из первогu нера.венr.:тва. r.:дедуег 1 ч:гu 

d1 ~ и и. d1 ~ Ь. Тu1-да., нur.:кuJiькy d1 ~ Ь и. d1 ~ с:, тu d1 еr.:ть верх
нлл 1'ра.нь мliuжеr.:гва. {Ь, с:} , т.е. d1 ~ sup{b, с:}. Та.к ка.к d1 ~ а, 
тu d1 ~ sup { и, sup { Ь, с;}} = d'l,, Alio..JIOl'И 'iliU доко..Зыва.етсн, 'iTU 

d'l ~ d1, т.е. d1 = d'l, '-!ТО и. требово..Jюt.:ь доко..За.ть. 

llur.:кодьку ддя. дюбых эJiемеliтов а , Ь у нopлдo'-ieliliOl 'O МliО
жеr.:тва. (L, ~) t.:Ol'Jia.t.:liO усJiови.ю теоремы r.:ooтlioшeliи.e а ~ Ь 
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ЭKBИ.Ba.Jl~.l:П'tlU тuму ' 'iTU sup { а, ь} = ь, тu И.L:XUДtlU~ UTtlUШ~tlИ.~ 
нuря:дка ~ t.:uвнада~т· t.: ~t.:т·еt.:твеtlным нuря:дкuм нuдурешетки. 

(L, sup) . • 
И3 11ри.нци.11а днuйt.:твенноt.:ти. дю1 уноря.до'iенных множеt.:тв 

L:J1едует, 'iTO тoL1tlaл вepxtlюr (!iи.жtlлл) L'patlь любОL'О нодмtlоже

t.:тва у нupя:дu'ietltlUL 'U MtlUЖet.:TBa.. ( L ' ~) Я:ВJlЯ.еТL:Я. UДtlUBpeмetltlU 

TU'iHOЙ tlИ.ЖЮ~Й (верхю~й) l'pa..tlЬIO ЭTUL'O llUДMtlUЖet.:твa в L:MЫ

L:JШ df:>ийс:mf:>r::'Н/Н,Иё.И nupJ(,dr,;a ~- Отt.:юда ноду'iаем утверждеtlи.е, 

двuЙt.:твetltlOe теuреме 3.lU. 

Теорема 3.11. Любое унорлдо'iенное множеL:тво [, = (L, ~), 
в кuтuром вt.:лкое двухэлементное нодмножеt.:тво и.меет то'iную 

V V 

ни.жнюю 1'рань1 я.вJ1летL:я: 11олур~ш~ткои1 нри'iем еL:т~t.:твенныи 
V V 

поря.док этои полурешетки лвля:етt.:л порлдком, двоиL:твенным 

к и.t.:ходному норя:дку ~ . 

• Дока,3атедьt.:т.1:ю дot.:JIOBtlO новторлет дока3атедьt.:т.1:ю теоре

мы 3. lU, tlO онераци.я. А нодурешетки. онредедя.етt.:л так; 

а f\ Ь = iпt' { а, Ь}. • 
llодурешетку (L , sup) , онредеденную теоремой 3.10, на.3ы

вают вер~ней nо.лурешеткой, а нодурешетку (L , iп[) 1 онре
деллемую теоремой 3.11, - нижней nо.лурешеткой. 

Замечание 3.3. Обратим внимание на то1 'iTO ноня:тил 
верхtlи.Й ;~ и нижни.Й " имеют L:МЫL:д отноt.:итедьно фикt.:и.ро-

п п 
V 

ванноео отношени.я: норя:дка и. нри нереходе к двоиL:твенному 

норлдку 17верх ;~ нревращаетL:л в 17 НИ.3" и. наоборот. 

Пример 3.14. а. Отре3ок [а, Ь] 'iи.t.:Jювой нря.мой (t.: еL:те
t.:твенtlым 'iИ.t.:Jювым норлдком), t.:01·дat.:tlO теоремам 3.10 и. 3.11, 
лВJrя:етt.:л и верхней и ни.жней подурешет·кой. Более того, по

t.:ю>дьку на 'iИ.t.:Jю.1:юй нрлмuй любu~ двухэлем~нтно~ нодмноже

t.:тво имеет как то'Iную верхнюю, так и то'-lную нижнюю грань, 

тu дюбое 11uдмtlожеt.:·1·.1:ю мtlожеt.:тва дейt.:тви.тедьtlых 'iи.L:ед lR ( в 
'iat.:тtlot.:ти., t.:амо IR.) я:вдя:етt.:я: и. верхней и. tlи.жней нодурешеткой. 
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dt--~------~ 
в с 

х 
sup{x,y} 

А 

inf{x,y} 
у D 

с1---+---------~ 

F Е 

а ь 

Рис. 3.1 Рис. 3.2 

б. Et.:J1и lia. мliожеt.:тве ТО'iек 11Jюt.:коt.:ти (lia. которой зaдa.licL 
некогор1:tJI декартова GИGгема координат и го'Iка. ра.GGмагрива

етt.:л как yнopлдo'ielilia.Л нара дейt.:твитедьliых 'iиt.:ед) онреде

дить от·ношеliие норлдка так, что ( х, у) ~ ('и, ·и) тогда и т•одько 

тогда, когда х ~ ·и и у ~ ·и (t.:м. пример 1.17 и риt.:. 1.11), го 
Мliожеt.:тво то'iек дюбо1 ·о 11рлмоу1 ·одьliика [ и, Ь] х [ с, d] ( t.: yкu.-

3a.liliЫM отliошеliием норндка), GOl'Jla.GliO теоремам 3.10 и 3.11 , 
еt.:ть и верхliлл и liИЖliЛЛ нодурешетка (риt.:. 3.1). Еt.:ди же мы 

,, t.:режем;• у этого нрлмоугольника у1·лы и ра.GGмогрим, нанри

мер, мliожеt.:тво то'iек мliо1·оу1·одьliика AHClJEP licL риt.: . 3.2, то 
это мliожеGтво ю:~ будет liИ верхliеЙ, liИ liИЖlieЙ ноду решеткой, 

так как t.:кажем Мliожеt.:тво {А F } lie имеет iнf". а Мliожеt.:тво 
' ' ' ' 

{С, JJ} lie имеет sup. Еt.:ли мы " t.:режем;· только одиli у1·од, 
V V V V 

JШllЫИ liИЖliИИ ИJlИ нра.llЫИ llepxliиИ, то ноду '!ИМ верхliЮЮ ИJlИ 

liИЖliIOIO нодурешетку Gooтвeтt.:твeliliO. 

в. На рис. 3.3 изображеliа. диа1·рамма Xa.GGe мliожеt,; 1•ва, 
V V 

lie лвллюще1 ·осл liИ верхliеи, liИ liИЖlieИ нолу-
решеткой. Дейt.:1·ви.тедьliо, Мliожеt.:тво { d, е} d 

V V 

lie имеет TO'iliOИ верхнеи ~·рани, хотл имеет 

TO'iliYIO liи.жнюю 1·рu.нь: iнt· { d, е} = с AнcLJю

l'И 'iliO мliожеt.:тво {и, Ь} lie имеет TO'iliOЙ liИЖ-

е 

ней 1 ·pa.liи., хотл имеет тоL1ную верхнюю 1 ·pa.liь: а Ь 
sup{u, Ь} = G. # Рис. 3.3 
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llодурешетка, как подуt'РУ апа, может быть мипи-uдим, т.е. 

може·1, иметь пейтри41>nый :J4емепт. Нейтра.11ьный эдемент 

верхней полурешетки ( L, V) нс:1.,3ывают пу.лем nо.лурешеrnк'и 
и обозю1'iают О, нс:1.,3ывал 11ри этом t.:u.мy 11одурешетку верхней 

11оду решеткой с.; нудем. Двойс.;твенным обрс:1.,3ом нейтrа.11ьный 

эдемент нижней нодурешетки (L, /\) на.3ывают ед·ипи·цей nо
.лурешетки, ис.;11одьзун. oбoз1ta'it\tlиe 1 и 1tс:1.,Зывсы:~: эту нодуре-

V V V 

шетку нижнеи 11оду решеткои с.; единицеи. 

Ддл ну дл 11оду решетки ( L, V, О) имеем а V О = а ддл вt.:лко1 'О 
а Е: L, т.е. 1tудь 11одурешетки еt.:ть ее пи·име·1иэш·ий :Jдемепrп. 

Двойс.;твенным обrс:1.,3ом единицu. подурешетки (L, /\, 1) еt.:ть ее 
пи-uб uд1>ш·ий :Jдемепrп. 

Пример 3.15. а. llрлмоу1'одьник [и, , Ь] х с;, d] (t.:м . нри

мер 3.14.б и ри<..:. 3.1) - од1tовременно и нижliлл нодурешеткu. с.; 

едиliицей, которой с.;дужит TO'iKU. (Ь, d), и верхнля. 11одурешет
кu. (.; liудем, КОТОl-)ЫМ ЛВJНШТL:Л ТО'!Ка ( а, с;) . llpлмoyt'OJlЬliИK t.:O 

11 
t.:резанным ;, аравым верхним у t 'дом - нижнял 11оду решеткu., 

liO без единицы аоду решетки. 
б. Отрезок [а, Ь] С IR (ари дюбых его границах) еt.:ть одно-

V V 

времеliнО и нижнля. 11одуреше·1·ка с.; едиliицеи, которои я.вдя.етt.:л 

'!И(.;JЮ Ь, и верхнлл 110J1урешетка t.: нудем. Им с.;дужит ч:и<..:Jю а. 
llодуинтерва.11ы ( а, Ь] и [ а, Ь) с.;уть с.;оответс.;твенно нижнлл 110-

дурешеткu. с.; едиliицей и верхнял аодурештка t.: нудем. Заметим, 
V 

'!ТО oдlioвpeмeliliO 11ервыи 11оду Иliтерва.11 ес.;ть верхня.л 11одуре-
V 

шеткu., tle имеющu.л liYJtл, u. втоµои 110J1уи.1iтеµва.11 - liИ.Жliя.л 

11оду решетка без еди.ницы. 

Иliтервад (а, Ь) еt.:ть oдlioвpeмeliliO и liижня.л и верхня.л 11оду-
V 

rешеткu., liO liИ. тu., liИ. дl>Yl'U.Л 1te и.меет 1tеи·1·rа.11ь1tых эдемеtlтов. 
в. Иndyкrn-urзnue упuр,Я,дuч.е·Н,'Н,Ие мгшжестrзи в общем t.:ду '!ае 

V V 

не лВJrя.етt.:л веµхнеи аодурешткои с.; нудем, хотя. и имеет liаи-

меньший эдемент. Дедов том, '!ТО двухэдементное нодмноже

с.;тво этоt'О множес.;тва, t.:ос.;толщее из пес:риrзп-uмых :Jдeмenrnurз, 
V V 

может и lie иметь TO'iliOИ верхliеИ 1·ра!iи, аос.;кодьку TO'i1tyю 

верхнюю t 'pU.liь имеет в этом мliожеt.:тве дюбu.л tlеубываюшu.л 
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11O(.;Jieдo.вc:\.T~lЫiOC.:Tb И Кс:\.К MOЖliO 11OКс:\.3с:\.ТЬ любм KOlie'ilic:\.Л ИJIИ 7 7 

c.;'!eTlic:\.Л цепи. 

И!iду KTИBliOe JlИlieЙliO у 11O1-)ЛДO'ieliliOe МliОЖес.:тво лш1я.етс.:я. 

верхней нолурешеткой с.: нудем. Обра.тl!ое lieвeplio. Та.к7 множе
с.:тво .вс.:ех liеотрицс:\.тедьliых .вещес.:т.веliliЫХ 'iИС.:~1 ( с; ес.:тес.:т.веli
liЫМ 'iИс.;JЮ.вым норн.дком) ес.;ть .верхшнr нолурешетка. с; liY дем, liO 
ни OДlio., возра.(.;То.,ЮЩо..Л 11O<.;Jiедова.тельнос.;ть В этом МliОЖес.;т·ве lie 

имеет точной верхней гра.ни. # 
i->a.c.:c.:мoтpeliliыe выше 11римеры 11окс:\.Зыва.ют1 '!ТО с.:ущес.:т.ву-

u u 

ют у норя.до'!еliliЬШ мliожес.;·1·ва. 1 лвдя.ющиес.:я. liИЖlieИ и верхliеИ 

llОдурешетка.МИ одно.временliО. E(.;JIИ То..Ко..Л 1' (.;.ВЛЗКо.. ;, llOдype-
u 

шеток имеет онредеденные доноднитедьliые с.;воис.:т.вс:\.1 то онс:\. 

liс:\.Зывс:\.етс.:я: решеткои. 

Определение 3.5. Решетпка - это a.ri~eбpa L = (L, V, А) 
с; двумя: б'U'l-tарпыми иперацилми, тс:\.км, '!ТО кс:\.ждм из с:\.JН'ебр 

(L 1 V) и (L 1 f\) я.ш1я.етс.;я. нодурешеткой и .вынодliлютс.:я. с;дедую

шие тождества noz4oщenuя; 

aV (af\Ь)= a, а f\ (а V Ь) = а. 

Онера.ции решетки V и f\ liс:\.Зы.ва.ют решеmО'Ч,'НrЫМ объ

едипепие.м, и решеmО'Ч,'НrЫМ nересечепие.м, с.;оответс.;т.веliliО . 

Онера.ции решетки liс:\.Зы.ва.ют та.кже решеrпо·чпым·и опера

циями. 

Дру1'11ми t.:Jю.ва.м11 1 решетка. - это с:\.JН'ебра. с..: двумя. биliа.р

liыми 01шра.ция.м111 обозl!а.'iа.емыми V и f\ 1 та.ким111 '!ТО вынод

ня:ютс.:я: тождес.;тва. 

а V ( Ь Vc) = ( а V Ь) Vc1 а f\ ( Ь f\ с;) = ( а f\ Ь) А с;1 
а V Ь = Ь V а, а f\ Ь = Ь f\ а1 
а V а = а1 а f\ а = а, 
а V (а f\ Ь) = а, а f\ (а V Ь) = а. 

Из O11ред~1еliил решетки <.;J1едует, '!ТО .вс.;лкое с·иммеrпр·ич,пие 

пил,уr-,;ил,и ·ци и, Зlic:\.'iИ'1' 1 дюба.л бул,еf>а ал,~ебра я..вJшютс.;л решет

ка.ми, т .е. сл,ижеп·ие и умt'Н,UЖеnие с.;имметри 'iliOI 'O пил,уr-,;ил,и·ца1 
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pa.BliO ка.к и бy.л,eFJu uбъed-unen-ue и бy.л,eFJu перес:еч,еп-uе, еGть нри
меры решето'iных онера.ций. То1 'Да. и бу дева. ёlJН 'ебра. S А вGех 
нодмножеGтв некоторо1'О множеGтва. А, и нодукодьцо Vn вGех 

V 

дедИТе,JШИ lia.Ty paJlbHOl '0 'iИGJla. п - нримеры решеток. 

llриведем нример решетки, не ЛВJ1я.ющеЙGя: нодукодьцом. 

Пример 3.16. Ад1'ебра. ((а, Ь), п1а.х,rнiп), нoGИ.'l'e,JlЬ кото-
V V V U 

рои - откµытыи интеµвё1J1 на. 'iИGJювои нµя.мои, а. он~;µа.ци.и. -
В3Я.ТИ.!:; нс:1,ибодьше1·0 И liёiИМ!:;НЬШеl'О И.3 двух 'iИ.(.;(:;Jl (01·ноGИ.Те,JlЬ

но eGтeG'l'BeHHOl'O 'iИ.GJIOBOl'O ноµя:дка.) , eGl'Ь µешетка.. Одна.КО 
V 

отGутGтвие неитрё1J1ыiых эдементов но дс:1,нным онеµс:1,цилм не 

ноэводя.ет G'iи.тс:1,ть дс:1,нную ёlJН'ебру нuдукодьцом. # 

Зс:1,м~;ти.м, '!ТО µ~;шето'iны~; 0111;µс:1,ци.и. в общем Gду 'icie и. не 

диGтµибути.вны (хот.я в тодько '!ТО J>сiGGмотµенном нµи.меµе 3.lo 
ДИGтрибутивнОGТЬ Ка.,ЖДОЙ 011ерс:1,ции ОТliОGИТедьно другой име

ет меGто). Конкµетные нµи.меµы неди.Gтµи.бутивных µешеток 

бу ду·1' нµи.ведены ни.же. 

Выя.Gни.м тенеµь Gвя.эь между нон.нти.ем µешетки и. нон.нти.ем 

уноµя.до'iеННОl'О МНОЖ!:;GТВо... Ка.жда.л J>!:;Ш!:;l'Ka., Ка,К (.;Jl!:;Дyi;т И.3 

онредедени.я:, еG1ъ "Gвя.эка. 1~ двух нодурешеток, liO а.нриоµи GО
вGем lie 0'-ШВИДНО, '!ТО eGтeGTBelilibШ норя:дки этих llОдурешеток 

Gуть вэа-имио двоЙGтвеliliые ноµя:дки, т.е. ддя: любых а, Ь Е: L liе
J>а.венGтво а ~ Ь, µ11вн0Gш1ьное µсtвенGтву а V Ь = Ь, имеет меGто 
еGди и тодько еGди а/\ Ь = а. Та.кую Gвлэь между решетоL1ными 
онеµа.ци.я.ми. у (.;Та.,На.,ВJlИ.Ва.,еТ GJШДУ ЮЩа.,Я. теоµема.. 

Теорема 3.12. Н J1юбой µешетке L = (L, V, /\) еGтеGтвен
ный ноµлдок ~ нолурешетки (L, V) еGть норя:док, двоЙGтвен
ный к ~;<.;теGтв~;нliому 110µ.ндку нодуµ~;шетки. (L, А), т.~;. дд.н 

дюбых а, Ь Е: L имеет меGто J>a.BeliGтвo 

а V Ь = Ь ~ а f\ Ь = а, 

т.е. а V Ь = sнр { а, Ь} и а f\ Ь = iпt" { и,, Ь}. 

• Co1'дa.GliO онµедедени.ю еGтеGтвенно1'0 нор.ндка. нодурешетки., 

ддя: дюбых а, Ь Е: L вынодtlлетGя. уGдовие а~ Ь ~ а V Ь = Ь. Мы 
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ДОJ!ЖliЫ ДОКё:1,3ё1ТЬ, 'iTO ДBOЙ(.;'l'BeliliЫЙ аорлдок ;?: (.;OВllё1Дё1ет (.; 
е(.;теt;твеr1r1ым аорлдком аодурешетки (L, /\), т.е. r1yжr1O докё1-

3с1,ть, 'iTO а ;?: ь ~ а 1\ ь = ь иди, 'iTO pё1BliO(.;ИJ1ЬliO7 а ~ ь ~ а 1\ ь = а. 
Дш-1 ЭТОl 'О Д0(.;'l'ё1'1'0'ili0 110Кё:l,3ё1ТЬ , 'iTO а V Ь = Ь ~ а 1\ Ь = а. 

Имеем; et.:J1и а V Ь = Ь 1 то а 1\ Ь = а 1\ ( а V Ь). Со1 'дё1(.;liО второму 
тождеt;тву 11O1·Jющеr1ия.1 а 1\ (а V Ь) = а1 и аоэтому а 1\ Ь = а; et.:J1.и 

же а 1\ Ь = а, то t; у'iетом 1шрво1-о тождеt;твс1, 11O1-дощеr1ил будем 

иметь а V Ь = (а 1\ Ь) V Ь = Ь. 
Итс1,к1 е(.;Те(.;Т'веииьш порлдки полурешеток (L 1 1\) и (L , V) 

взс1,имr1O двоЙ(.;твенные. Тс1,к кс1,к в (.;Иду теоремы 3.10 sup{a1 Ь} = 
= а V Ь ддя. дюбых а1 Ь Е: L, то, (.;Ol'дё1(.;liO 11риr1ци11у дв0Йt;твеr1r10-

(.;ТИ1 iнf'{a, Ь} = al\b. • 
Обрс1,тим вr1имс1,r1ие r1c1, И(.;11одьзовс1,r1ие тождеt;тв 11O1 'дощеr1ия. 

ари докс1,зс1,тедьt;·1·ве теоремы 3.12. Имеr1r10 оr1и дедс1,ют еt;те

(.;Твеr1r1ые аорлдки аодурешеток (L, V) и (L, 1\) взс1,имr1O двой

(.;Твеr1r1ыми. 

Тс1,ким обрс1,зом1 дюбё1л решетксt [., = (L , V, /\) еt;ть в то же 

времл упорядоченное миоже(.;ТВО (L , ~) , где отиошение поря,ц
ксt ~ (.;ОВ11сtдс1,ет (.; е(.;Те(.;·1-веr1r1ым аоря.дком аодурешетки (L, V), 
которс1л то1·дсt будет верхr1ей аодурешеткой. 1lодурешеткс1 же 

( L, 1\) ОКё:1,3ЫВсtется. (отliО(;ИТедЬliО ЭТОl 'О же OTliOШeliИЯ. 11оря.д

кс1) r1ижr1ей аодурешеткой. llервую аодурешетку аоэтому 'iёt(.;TO 

на,3ывс1ют верхней подурешткой решетки L, с1 вторую полуре

шетку - liижr1ей аоду решеткой той же (.;ёtМОЙ решетки. Сс1мо 

же отr1ошеr1ие аоря.дксt ~ r1а,3ывс1ют есrпесrпвен:н.ы.м, поряд

ком решетки L. 
Можно доксtзс1ть утверждеr1ие, обрс1тное к теореме 3.12. 

Теорема 3.13. Jlюбое y11opядo'ier1r1oe мr1оже(.;тво С.,= (L , ~), 
в котором В(.;лкое двухэдемеr1тr1ое 11одмr1ожеt;тво имеет то'ir1ую 

верхr1юю и то'ir1ую r1ижr1юю 1'рс1r1и , т.е . ддя. дюбых а, Ь Е:: L 
(.;ущеt;твуют sup{a, Ь} и iнf'{a, Ь}, лвJ1лет(.;л решеткой в t;MЫ(.;Jie 
определенил 3.5, в которой решето'Iные оперсtции опрtщеллютt;л 
тс1к; 

а V Ь = sup{a, Ь}, а 1\ Ь = iнf" { а, Ь}. 
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При. этuм еt.:1·еt.:тве.1:i.1:iЫЙ нuрадuк решетки. (L 1 sup, iпf") t.:uвш::1..дс1,

ет t.: иt.:хuдным нuрлдком ~ -

V V V 

шеткuи1 pёLB.1:iU кс1,к и. тu1 'iTU et.:тet.:твeliliЫИ нuрлдuк 11ер1..юи нu-
ду решетки t.:uв11с1,дс1,ет t.: иt.:хuдным пuрлдкuм ~ 1 с1, et.:тet.:твetlliЫЙ 

норя.док второй нодурешетки. двойt.:·1·веtl к норя.дку ~ 1 (;JН:Щует 

и.3 теорем 3.10 и. 3.11. Оt.:тёLетt.:л докс1,3с1,ть тождеt.:твс1, 1101..'JIOщe

liИH. Дot.:l'ёLTO'iliO ДОКёL3ёLТЬ OДliO И3 liИX7 ТёLК КёLК второе будет 

BЫllUJ.L.1:iЯ.TЬl:Л в (.:И.J.LY 11р.И..1:iЦИ1lёL двuйt.:твetltlUl:TИ. (ддл у 11UpЛДU'ietl

liЫX множеt.:тв). 

Итс1,к1 докс1,жем, '!ТО ддл дюбых а1 Ь Е= L вынодliлетt.:л рс1,вен
t.:твu 

iпf"{a 1 sup{a, Ь}} = а. (3.34) 

Рс1,венt.:твu (3.34) t.:дедует и.з тu1'u, 'iTU ДJlЛ дюбых ЭJ1ементuв 
c; 1 d Е= L из тu1·u1 'iTU с;~ d, t.:дедуе1·1 'iTU с; = iпf"{c;1 d}. Тu1·дс1, в 

t.:и.ду liepc1,вelit.:твc1, а ~ sup {а, Ь} имеем (3.34). • 
l3ёLЖliOL:TЬ llO(;Jieднe1..'0 резудЬТё:1,Тё:1, (.:0(.:ТОИТ В том, '!ТО 110-

дурешетку можliо зс1,дс1,вс1,ть кс1,к у норлдо'iенное множеt.:тво t.: 
TO'iliЫMИ верХ!i.И.МИ и. TO'iliЫMИ. liИЖliИМИ l'PёLliЯ.MИ ДJlЯ. дюбой llёL

pы эдемеliтов. Иliыми t.:Jювс1,ми1 ддл то~ 'О 'iтобы убеди.тьt.:л, '!ТО 
V 

перед нс1,ми решеткс1,, дut.:TёLTU'iliU прuверить этu t.:вuиt.:твu. 

Пример 3.17. а. ~ёLt.:t.:мoтpeliliЫЙ в нримере 3.14.б 11ря.мо

у1..'Одьliи.к [а1 Ь] х [с;, d] еt.:ть реше1'КёL (t.:м. риt.: . 3.1), liO et.:J1.и. мы 

,, t.:режем" у ЭТОl 'О нрлмоу 1 'OJ.LЬliИKcl, у 1 'JlЫ И рёLL:l:МОтрим, нс1,11ри

мер) мliожеt.:тво точек мно1'оугодьliикс1, ABCDEF на риt.:. 3.2, 
то это мliожеt.:тво у же lie будет решеткой, тс1,к кс1,к , t.:кс1,жем1 
мliожеt.:тво { А, F} lie имеет iпf", с1, мliожеt.:тво { С, LJ} lie и.меет 
sup. 

б. Не нВJ1нетt.:н решеткой и кotle'itlOe yнopндo'ietltlOe М.1:iО

жеt.:тво, d'Uа~рамма Ха(:с:е которо1'О изобрс.tженс.t шt риt.:. 3.3. 
Здеt.:ь sup{a, Ь} = с;1 но iпt·{a 1 Ь} lie t.:ущеt.:твует. Анс1,JЮ1'ич:но 

iпt" { d, е} = с;, .t:iO sup { d1 е} tle t.:ущеt.:твует. 
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в. Декирrпов ·квиdриrп м.liоже<..:гвсt цеJ1ых '!И<..:м ~'2 - решег
ксt, 1-де уноря.доч.е.li.liЫе 11с1ры цедых. ч.и.t.:ед уноря.доч.и.1>с1ют<..:я. ct.lict
лoги'i:нo то'iксtм шю<..:ко<..:ти (см. пример 3.17.ct). Отflо<..:ителыrо 

это1·0 же oт.lioшe.liи.JI 11орлдкс1 решеткои 

будет и. дюбой " цеJюч.и.сде.li.liЫЙ 11рямо

у1 ·одь.liи.к" [и ... Ь] х [c; ... d], 1·де [rп ... п] 
обоз.liсtч.сtет м.liожест.1>0 всех. цедых. '-!И.

сед р, тсtки.х, ч.то rn ~ р ~ п (rn ~ п). 
Этот " 11рлмоу 1 ·одь.liи.к ;, и. 1 ·рсtфи. ч.е<..:ки. 
выглJiдит как "решетксt ;, , 'iTO видно 
.lict рис. 3.4, .lict котором и.зобрсtже.liо 

множество [l ... 5] х [l ... 4]. # 

4 

3 

2 

1 

' 

1 2 3 4 5 

Рис. ~.4 

E(.;JIИ. верх.ю1я 11одурешеткс1 решетки. .С = (L, V 7 /\) еt.:ть 110-
ду решетксt <..: .liY дем, то этот .liY дь я.вдлетсJI .liсtи.ме.liьши.м эде

ме.liтом решетки. .С. 'Го1·дс1 ее .liазывсtют решеткой с .liудем, ct 
.liудь 11одурешетки. (L, V) - ну.л,е.м решеrпки .С. Двойстве11-

.liЫМ образом еди..liи.ца .1iи.ж11ей 11оду решетки. ( L, !\), е<..:ди. O.lict 
су ще<..:твует, я.ВJ1я.ет<..:я. .liсtи.бодьши.м эдеме.liтом решетки. .С. Эту 

еди..liи.цу TOl'Дct .liазывсtют един·ицей решетки .С, ct <..:сtму ре-
V V 

шетку - решеткои с еди..1i.1:1цеи. 

Тсtки.м образом, реше1-кс1 <..: .liудем имеет .liеЙтрадь.liыЙ эде
ме.liт 110 011ерс1ц.1:1и. peшeтoLIJiOI'O объеди..liе.liи.я: (и. ее верх..liя:я: ноду
решетка превращается. в моноид), а решетка <..: ед;.1:1.liи.цей имеет 
.liеЙтральный эдемент 110 011ераци..1:1 решеточ.но1·0 11ере<..:еч.ен.1:1л (и. 
моноидом стсtновитсл уже ее нижнлл полурешегка). Кроме го-

1·01 и.з теоремы 3.12 сдедует, Lrтo и!\ О = О ДJIЛ дюбо1·0 и с L 
( соответ<..:твенно и, V 1 = 1 ддн дюбо1 ·о и с L ) , т .е. вы11од11нют<..:я. 
с1нщю1·.1:1 с1ннуд.1:1рующ.1:1х <..:воист.1> в с.1:1мметри.ч.ных. нодукодьцах.. 

Си.мметри.ч..liое 11одукодьцо я.вдя.ет<..:я. 11р.1:1мером решетки.<..: .liудем 

и. едини.цеи. 

Пример 3.18. На ри.<..:. 3.1 11рлмоу1'одьни.к [и, Ь] х [с;, d] 
лвдлется: решеткой с нудем и. еди.н.1:1цей, 11р.1:1ч.ем О = ( и,, с;), 1 = 
= (Ь, d). 
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Ра..t.:t.:мuтри.м ·1·еш~рь в.меt.:тu u1·резка.. [а, Ь] нрuмежутuк А = 

= { :.с: :.с ~ Ь} ( ~ озна..ч.а..ет здеt.:ь еt.:теt.:т1>енный ч.и.l;Jю1>0Й нор.я.док). 
То1·дсt множеt.:т1>O А х [с:, d] нри Gохрсtнении TOI'O же отноше
ния пuрлдксt llct JR.:l , 'iTU и в при.мере 3.17, будет решеткuй t.: 
еди.ницей, IJа.1>ной (Ь, d). Нулл у этой IJешетки не будет ( еt.:
ди. рсtt.:Gма..три.1>сt·1·ь, кuне'iно, нерсtt.:ширенную ч.и.l;Jювую нр.нмую, 

точ.нее, не 1>кдюч.с1,ть 1> нее -Х)). Еl;.11и же 1>меt.:то отрезка. [ а, Ь] 

1>злть та..кже нео1 '!)сtнич.еllный НIJОмежуток Н = { х; х ~ а}, то 
Н х [ с:, d] будет решеткой t.: нулем, рсШllЫМ (а )с. El;JIИ онлть-та..ки. 
t.:'iИ'l'ctть , ч.то эдемент +:::,о не нри.нсtддежи.т IR, тu эта.. решетка. 
не будет· иметь единицу. # 

1 1 

а 

с а с 

ь 

о о 

Ри(;. ~.6 

.1::3 общем t.:дy'ia..e 1> решетке не и.меет меt.:тсt диt.:трибути1>

нut.:ть одной из ОlШ!)ёtЦИЙ OTHOt.:ИTeJIЬHO дРУI'ОЙ. Hct IJИL:. 3.5 
и 3.6 приведены дисtгрсtммы Xctt.:Ge решеток, нсtзывсtемых t.:о

uт1>етt.: ·1·1>енно neumazono.м и диа.маито.м. .1::3 ксtждuй из ни.х 

ни uднсt и.з онерсtци.Й не Л1>длетt.:л ди.t.:трибути1>ной отноt.:итедьно 

друr·ой. Та..к, нсtнример, в нервой из llИX а/\ (Ь V с) =а/\ 1 = а, 
но (а/\ Ь) V (а/\ с) = Ь V О= Ь. Ддл второй решетки а/\ (Ь V с:) = 
=а/\ 1 = а, то1'дс\. ксtк (а/\ Ь) V (а/\ с)= О V О= О. 

Определение 3.6. Решетку L = (L, V, /\) 1iа,Зывс1,ют д·ис
трибуmuбnой1 el;Jrи ддл дюбых а, Ь1 с: Е: L имеют меt.:то !)с\.1>ен-

aV(Ьl\c) = (aVЬ)l\ (aVc:), 
al\(ЬVc) = (al\Ь)v (al\c). 

'Генерь мы можем дсtть 1> терминсtх решеток хсtрсtктериt.:тику 

t.:и.мметри. ч.ных ноду коJшц и бу JШ1>ых ciJII 'eбp. 
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Теорема 3.14. Си.мметри.'--lliОе нодукодьцо - это ди.<.;три.

бути.вш1л µешетюt <.; liудем и. еди.liи.цей. 

о у лева а.111 'ебµа - это ди.с;тµибути.вliал µешетка <.; liY лем 
V V 

и единицеи, в котоµои .цля каждого ЭJШМеliта х <.;ущес;твует 

dunuл,'1-1,e 'l-l,'Ue, 'l' .е. такой эдемеliт х 7 '--lTO х V х = 1 и. х /\ х = О. 

Дою::1.зат~1ь<.;1'1Ю теоµемы 3.14 мы lie 11µ.и..1:юди.м , так как 

OliO я.ВJ1я.е·1' <.;я. lie11oc;µeдc;·1'вeliliЫM <.;JШД<.;'1·ви.ем 011µед~1еliи.Й 3 .3, 3.4 
и. 3.б . 

Теоµия µешеток находит много'--lис;J1енliые нµи.меliенил в те

оµи.и 1'µафов и теоµетиL1ес;ком 11µ01'µаммиµоваliи.и. В <.;11еци.

а.11ьliОЙ ли.теµатуре lia ба3е теоµии. µешеток µа3виты <.;тµойнал 

коliценци.л ти.нов данных в лзыках 11µ01'µамми.роваliи.л и теоµи.л 

ти.11013 дaliliыx*, хорошо и.зJюжеliы общал теор.и.я. решетокн и. ее 

нµююжеliи.л к теоµи.и 1'µафов*** . 

Вопросы и 3адачи 

3.1. llµовери.13 ак<.;и.омы, убеди.ть<.;я., '--iTO а.JН'ебµы, нµи.ведеli

liЬШ в нµи.мере 3.3, я.13длю·1тл ноду кодьцами.. 

3.2. Выл<.;liи.ть, н:вдя.ет<.;я. ди. а.JН'ебµа ([U, 1] , 111ах, ·) нодукодь

цом. 

3.3. В llOдy КОдЬЦе S_ll, lj ( <.;М. 11µ.и.меµ 3.3.1•) µеши.ть с;и<.;тему 
V V 

JlИlieИliЫX ypёt13lieliИИ 

х1 = U,3xi + U,5xi + U)x:3 + U,21 

x i = U 1бх1 + U,8xi + U14x:3 + U,б, 

х:3 - U12x1 + U,4xi + U125x:3 + U,l . 

3 .4 . Пµиве<.;ти. пµимеµы замкнутых подукодец из 4, 8 и lб 
эдемент·ов. 

" См.; (}r,;vmm Д . Т~l>ри.н: p~ш~rl>K1 гипы п,u.ю-rых и с~мu.нгикu. 

""См.; l 'p~m'llr~P 1'. 
""" См.; Нвст:иё-n~~(j Н. А . 
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Ука. 3 а.ние; ра,с;t;мотреть a.Jll'eбpy (2М , u, n, 0, м), l'де 
множеt,;·1,во М коне'--!но. 

3.5. Дока,3с1,ть теорему 3.9. 

3.6. Ониt;а.ть одноэдементную булеву а.Jп'ебру. Дока.3а.ть, 

'--!ТО будева. a.Jll'eбpa. OДtlOЭдeмetlTlia. ТОl'Да. и TOJIЬKO ТОl'Да., КОl'Да. 

в tleЙ О -1. 

3. 7. Дока,3с1,ть 1 что полукольцо Vm лвля:етt;л булевой мге
брой ТОl'Да. И ТОдЬКО ТОl'Да., КОl'Да. rn ес;ть 11рОИ3ВtЩеtlие llOlla.pнo 

ра.3дИ'--!НЫХ нрОt;ТЫХ '--!Иt;ед. 

3.8. llус;ть 13 = (Н, V, /\, -, О, 1) - булева. а.JП'ебра.. О11ре

де.11им tla. tlOt;итe.11e Н этой а.Jп 'ебры онера.ци.и ® и · с;дедующим 

обра.3ом; 

Дока.3а.ть, что Rв = (Н, ®, •, О, 1) - булево кольцо. Дока.3а.ть, 

'--!ТО RWJ, = Zi. 

3.9. lly t;ть R = (R, ®, ·, О, 1) - будево кодьцо (с;м. 3а.Да.

'--!У 2.12). Онредедим tla. et'O tlOt;итe.,ie Н, онера.ции V, /\ и - 'l'а.к: 

х V у = х ® у ® ху, х /\ у = х · у , х = х ® 1. 

Дока.3а.ть, '--!ТО BR = (R, V, /\, - , 0 1 1) - будева. а,.1п·ебра.. 11ока.-

3а.ть, '--!ТО 13~:г = Iff>. 

3.10. Пока.3а.ть, 'iTO дш1 J1юбых булевой а,.111,ебры 13 и будева. 
кольца. R (t;м. 3а.Да.'iу 2.12) R13_

1
~ = R и l3R~ = 13. 

3.11. На. ноt;ите.11е нрои3водьtlОl'О (т.е. tle обя.3с1,те.,1ыiо и.дем-

11отеtlтно1'0) нодукольца. S = (S, +, ·, О, 1) онредели.м биtla.ptloe 
отtlошение -< та.к, '--!ТО х -< у ~ ( Зz) (у = х + z). Нвдлетt;л ди это 

би.на.рное отношение норлдком ю1и нредноря:дком'( Ка.к интер

нретируетt;л это отношение длл кодьцс1,'( 

3.12. llус;ть нодукодьцо S = (S1 +1 ·, О, 1) та.ково, '--!ТО в е1'O 

а.дди.ти.вном моноиде с;нра.веддив 3а.кон с;окра.щения:, т.е. ддл 
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дюбых х 7 у 7 а Е: S и.3 равен<.:тва х + а = у + а <.:дедует равен<.:тво 
х = у1 а также ддл дюбых а1 Ь Е: S и.3 то1'01 'iTO а+ Ь = 01 

(.;J1едует а= Ь = О. Дока3ать1 'iTO то1'да би.нарное отношени.е -< 1 

введенное в 3ада'iе 3.11, я.ВJ1лет<.:я. 11орлдком. llри.ве<.:ти. 11ри.мер 

тако1-о 11одукодьца. llpи. каки.х у<.:дови.ях 11одукодьцо <.: таки.ми. 
(;ВОЙ<.:твами. будет и.демнотентным'( 

3.13. Дока3ать1 'iTO в нодукодьце би.нарных отношени.Й на 
п-эдементном множе<.:тве и.тераци.я. дюбо1'О би.нарно1-о отноше-

u u 

ни.л равна (;у мме В(;ех е1 'О L:тененеи, на'iи.нал (; ну девои и. кон-

п 

'!ал п-й, т.е. р* = u Р"' . Дока3ать, 'iTO аш::\.JЮl'И. 'iHOe L:BOЙL:TBO 
k--'O 

(;11раведди.во ддл ноду кодьца квадратных матри.ц над ноду кодь-

цом в. 

3.14. Дока3ат·ь нодробно, что метод 110L:J1едоватедьного И(;-
u 

кдю<rения неи.3Ве(;тных при решении (;И.(;Тем динеиных уравне-

ни.й в 3амкну тых ноду кодьцах ( и.ди. в ноду кодьцах (; и.тераци.ей) 
u 

деИ(;'l'ви.тедьно дает наи.меньшее решени.е (;И.L:темы. 

У к а 3 ан и. е; воL:11одь3овать(;Л методом математи. 'iеL:юЙ и.н

дукци.и. и. дока3ать, 'iTO на каждом ша1-е 11рлмо1'О хода метода 
1 'c:ty (;L:a мы ноду 'iаем О'iередну ю комноненту наи.меньше1 'О реше
ни.л; при. эт·ом И(;П.Одь3овать неп.рерывно(;ТЬ ( и., L:дедоватедыiо, 
МОНОТОННОL:ТЬ) операций (.;JЮЖl::ШИЛ и. умноженил. 

3.15. Дока3а'1ъ1 'iTO и.демнотентно(;·1ъ решето'iных онера-
u 

ции вытекает и.3 тожде(;ТВ погдощени.л. 

3.16. Дока3ать1 'iTO аJН'ебра (А1 V, А) лВJ1лет(;л решеткой 
то1'да и. тодько то1'да, ко1'да (А1 V) и. (А, А) - нодурешетки., и. 

равеН(;ТВО а= а А ь равНО(;и.JlЬНО равеН(;ТВУ ь = а V ь. 

3.17. lly(;·1·ь аJн'ебры (А7 А, V1) и. (А, А, V:г) (L: одни.м и. 

тем же ноL:и.тедем) я.вJн~:ютL:я. решетками.. Дока3ать1 'iTO то1-да 
онераци.и. V 1 и. V :г <.:овнадают. 

3.18 . .1:iари.L:овать ди.а1'раммы XaL:L:e вL:ех решеток, (;ОL:l'ОЯ.

щи.х не бош:~е '!ем и.3 ше(;'l'И. эдементов. 
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llpи рt;Ш{;НИИ МНОl'ИХ Ма,Т{;Ма,ТИ'--!{;(.ЖИХ 3о..До..'--i (3о..До..'--i .ЦИlЖрt;т

ной Мо..Тt;Мо..'ГИКИ, В '--io..CTHOL:TИ) ИL:ll0JlЬ3YIOTL:Л бодt;~ (.;JЮЖНЫt; 

(.;'l'руктуры, '--i~M 1, МНОЖ{;(.;ТВо.. (.; Оllt;ро..цилми" . Но..нрим~р, И3У'--iо..Л 
V 

множ~ство Дt;И(.;ТВИТ~JlЬНЫХ '--iИC~JI, мы ИМ~t;М Дt;JIO н~ только (.; 
он~ра.ция.ми На.Д '--!И(.;Jlа.МИ, но и с онрtЩ~Jl~ННЫМИ ОШ'Н,О'Ше'Н,'U}(,

JV/,'U На, МНОЖ{;(.;ТВ{; Дt;ИСТВИТ{;J!ЬНЫХ '--iИCt;Jl, То..КИМИ, Ко..К 1 (.;Ка,Ж{;М7 

еr;теr;тве'Н,'Н,ЫU 'Ч/ur;.л,овой nopJ(,дor,;. Нсt-жt;Йшо..Л струкгурсt - yno

pJ(,doчe'l-t/1--юe м,'Н,ожесrпво - вообщt; онрt;Дt;дл~тсл бt;3 ксtких-дибо 

онt;рсtций. Тсtким обрёt3ом, мы нриходим к необходимости изу

'--iения. множеL:'l'В L: онеr )а.ция.ми и отношения.ми" в '--iа.L:тноL:ти ,, r , 

1, множеL:тв с отношt;нилми·• (нримерсtми которых L:дужо..т унорл

ДО'--i~нное множест1:ю1 'U'Н,dyr,;rn·uв'Н,oe упорJ(,dоч,е'Н,'Н,Ое м,'Н,ожеr;rпво, 

множество1 на. котором за.да.но некоторое оrn'Н,О'Ше'Н,'Uе npeдno

pJ(,dr,;a, :Jr.;в,ива.л,е'Н,rп'Н,оr;rпи и т.н.). Это нри.води.т .1:ia.L: к нонлти.лм 
а.JП 'ебТ)а.и.'--iеL:кой L:истемы •• и мо nt;ди. ". 1, r ,, ,...., 

Н этой 1'J1а.ве и.зу'--!сtются: н~которы~ р~зудьтсtты общ~й тео

рии. а.JН'ебрсtи.'--i~L:ки.х си.L:т~м, в том '--!И.(.;JШ обобщсtютL:я: конL:1'рук

ци.и., которы~ были ввt;дt;ны в двух нрt;дшествующи.х 1'J10..вctx. 

Mctтepи.cLJ1 этой !'да.вы бу д~т и.снодьзовсtн 3о..т~м в теории 1'ра.

фов1 бу.л,евых фу'Н,r,;'и/ий и лзыков. 

4.1. Модели и алгебры 

А.л.~ебраич,еская сис"~ема - это ynupJ(,duч,e'Н,'Н,aJ(, rnpuйr,;a 

А= (А, S!, 11) 1 l'Дt; А - некоторо~ множество, нёt3ьшсtемое па

сите.л.ем а.JН 't;бро..и. '--!t;Ской си.стемы; S ! - некотороt; множество 

он~рсtци.й на. А, 11 - некоторое множество um"'Н,U'Шe'Н,'UU на. А. 

Упорлдоч,е'Н,'Н,ую пару (Н, 11) нёt3ывсt.ют си~патурай сLJп'ебро..и.-
V 

'--!ескои си.стемы. 
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Ад1'ебраи '-Н~<..:кую <..:и<.;тему liо..3ыво..ют коnе'Ч.-nой, е<..:ди ее liО

<..:ите.11ь - кolie'iliUe МliUЖе<..:·пю. 

Oбoзlia'iШI 'iерез п(п) 110.д,мliоже<.;тво в<.;ех ·п-арных uпери·и/ий 
в!!, поду'-iИМ !! = U п(п). To'-iHO То..К же lI = U 11(п), где 11(п) -

n~U n~l 
11одмliоже<..:т1:ю в<..:ех п-ирных uтнuшен·ий. 

Ад1 'ебраи'iе<..:каЛ <.;и<..:тема, у которой мliоже<..:тво 11 отliоше
liИЙ ну<..:то (11 = 0), е<..:ть lie 'iTO иlioe, как П-uлё,ебри (<..:м. 2). 
АJн'ебро..и'iе<.;кую <..:и.<.;тему, у которой ну <..:тu мliоже<..:тво онеро..

ций (!! = 0), 1iо..3ы1:.щют .моде.л,t}ю. 

Замечание 4.1. Доко..жем, 'iTO n-o..plio..Л онеро..цил: lio.. МliО
жеL:тве А е<..:ть 'ia.<..:TliЫЙ <..:ду 'iа.Й oтliuшeliил: lia. этом множе
<..:тве. Дей<..:твитедьliо, е<..:ди w; Ап • А - n-o..plio..Л: 011ерацил., 

то онредедим (п + 1)-o..plioe отношение p'.).J С Ап+l тс1,к, '-!ТО 
кuрrпеж (а1, ... , ап, Ь) Е p'.).J тогда. и тодько тогда., когда. Ь = 
= w( а1 1 . .. ' a,i} . lloliЛ:TliO, 'i'l'O это OTliOШeliиe фyHK'Lfr'UQ'Н,UЛb'Н,(} 

пи (п + 1)-й кuмr~uненте. С у'iетом этого дюбшr ш11'ебрс1,и'iе

<..:каЛ <..:и<..:тема может ро..<..:<..:матрива.ть<..:л: как модедь. # 

Мы ра.<.;<..:мотреди MliOl 'O 11римеро13 шн ·ебр ( <..:м. 2 и 3) . Н 

lieкuтupыx из liИX быди В!3едеliы отliошеliил, liа.11ример tхте

с:m,f>енный пuрядuк пuлукuльци, ес:rпес:rnf>енный пuрядuк булеf>vй 

uлё,ебры, ес:тес:'ffl,f>енный nupяduк peшe'ffl,к·u. Эти отliошеliил: рс1,

зумно вве<..:ти в <..:Иl'lia.'l'Y PY и ра.<..:<..:ма.трива.ть уко..3а.нньп:~ ШН'ебры 

ксJ..к шн,ебро..и 'iе <.;кие <..:и<.;темы, тем бодее '-!ТО yкo..3cJ..liliыe отliоше

liил: 011реде.11ю1и !3а.ЖliеЙшие <..:войства lio..3Ba.liliЫX шн'ебр. 

Пример 4.1. а. ОдliоЙ из OGliOBliыx мuдеJшЙ в ма.тема.тике 

лш1летсл упuрядuченнuе мнuжec:'ffl,f>V. Си1'на.тура. этой модеди 

(.;0(.;ТОИТ И3 tЩИli(.;TBeHHOl'O (}'ffl,'Н,()'Ш(::,'Н, 'UЯ, пuрядки. На.жным 'ia.GT
liЫM GJ1y 'icJ..eм GJ1ужит ·инdукrп·иf>ние упир}/,dи ·ченние м·кижес:m"f>и. 

б. Ка.к уже быдо за.ме'iено , дюбое ноду кодьцо, в 'iа.<..:тно

сти замкliУ 'l'Ое 11одукодьцо1 я.ш1летсл сJ..JН'ебро..и 'iеLжой <.;и<..:темой, 
V V 

GИl'lia.тypa. которои номимо онера.ции нодукольца. содержит oт-

liOШeliиe eL:тecтвeliliOl 'O 11орлдкс1, 11оду кодьца. 
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Ра..t.:t.:мuтри.м теш;рь .l:ieкuтupue пи.л,е F = ( F, +, ·,О, 1), MliUЖe
t.:т·вu вt.:ех lieнy JШjj.ЫX эJшментujj. кuтupuгu ра..зби.то на.. нодмнuже

GТJj.а.. Р и. N. Дру1'и.ми. t.:JIOJj.a..ми., 110 011редедени.ю 1юда..l'а..ем1 что 
ДШl Ка..ЖДОL'О а с F Jj.ЬlllOJlIOleTGЯ. jj. TO'iHOGTИ. одно И.3 трех YGJIO
Jj.И.Й; а Е: Р, а = О и.ди. а Е: N . Эдементы Р Hc\..3Ujj.eм (yt.:JIOjj.HU) 
110Jюжи.тедьными., а.. эдементы N - uтри.ца..теJ1ьными. эJшмеtl

тс1,ми. Да..ННОl 'О llOJIЛ. llpи: этом, 110 011редt',дени.ю, Jj.ЬlllOJIHЛIOTGЛ 

L:Jrедующи:е у t.:JIOjj.и.л; 

1) ДJIЛ Ka..ЖДUl'U а Е: Ji' а uтри.ца..тедЬ.1:iU TUl'Дc\.. и. TOJIЬKU TUl'Дa.., 

коt'Да.. -а 110Jюжи.тедьнu1 т.е. -а Е: Р; 
2) et.:Jп1 а 1 Ь Е: Р1 то а+ Ь Е: Р и: а· Ь Е: Р. 

Нjj.еденные yt.:JIOJj.И.Л шrолне еt.:теt.:тjj.енны; нepjj.oe озна..ча..ет, 
V 

'-iTO эдемент1 нpOTИ:jj.OllOJIOЖHЬIИ К отри:цс1,те.11ьному I JJ.Jj.JIЛeTGЛ но-

дожи.тедьным и. нс1,обuрот 1 а.. Jj.Tupue - что t.:умма.. и. 11рuи.3jj.едени.е 

llOJIOЖИ.Te.llЬHЬIX эдементоjj. llOJIOЖИ.Te.llЬHЬI. 

Нjj.едем тенерь на.. мlioжet.:r'Jj.e F бш-/,ирние итнишен'Uе < тс1,к 1 
что а < Ь ~ Ь- а Е: Р ( чи:та..етt.:л: а " меньше 1• Ь1 110 011редедени:ю, 
et.:JIИ. pU'З'J-t(JC'fnь Ь - U еGТЬ 110JЮЖИ.Те.11ЬНЬIЙ эдемент) . Et.:тeG'l'Jj.eH

нo, 11ода..1'а..ем, что а ~ Ь озна..ча..ет а < Ь и.ди. а = Ь. Moжtlo но

ка,3с1,ть, что Jj.Jj.eдeннoe та..ки.м обра..3ом отношени.е ~ на.. ноt.:и.теде 

нодл F лВJ1летt.:л отношением .л,·инейнис,и пuр,Ядr,;и, т .е. ДJIЛ J1юбых 
дjj.yx ЭJrементоjj. а1 Ь Е: F и.ди. а ~ Ь, и.ди. Ь ~ а. 

lloдe Jj.Met.:тe G отношени.ем норя.дка.., Jj.Jj.{;Денным у ка..за..нным 
обра..3ом, Нс\..3Ыjj.а..Ют упорядо'Че'Нt'НtЫ.М по.л,е.м,. Та..ки.м обра..

зом1 унорлдоченliое ноде можно pa..GGмa..тpи:Jj.a..'lЪ ка..к а..JП'ебра..

и. чеt.:кую Gи.Gтему Fu = (F, +1 ·, О, 1, ~) 1 Jj. которой а..JН'ебра.. 

F = ( F, +, ·, О 1 1) JJ.Jj.дя.eтt.:л нодем, а.. отношени.е нuрлдка.. ~ онре

дедено Та..К, Ка..К GKa..3a.HO Jj.ЬlШe. 
llyt.:ть 1 крuме это1·u, uтношени.е нuря.дка.. Jj. уноря.дuчен.1:iом 

нuде uбдадает L:Jrедующи.м своисrпво.м 'Нtenpepыв'Нtocrnu; ка..

коjj.ы бы ни: быди: ненуетые мнoжeG'l'Jj.a.. А С F и: Н С F, у которых 
ддл дюбых днух эдементоjj. а Е: А и: Ь Е: Н Jj.ЬlllОднлетGл а~ Ь, Gyщe

G'l'Jj.yeт такой эдемент а, что ддя: jj.Gex а Е: А и: Ь Е: В Jj.ЫllОднлетсл 
дjj.uйное нepajj.eHG'l'Jj.O а ~ а~ Ь. То1'да нодучаем а..JП'ебраи.че-



4.1. Мо;рщи и мг~бры 

Lжую t.:иt.:тему 1 tlазываемую пепрерыв пым упорядочеппы.м 

noJl,eM . .1:ktжtiеЙший нример tieнpepывtiOl'O yнopлдo'-letitiOl'O 110-
JIЛ - пил,е deйc:1nf;urneл,1:,;'Н,ЫX ·ч,ис:ел,. 

Зсtмет11м, '-lTO пил,е ри-ции'Н,ил,ьных чис;r:;л,, я.1:шляt.:ь yнopя.дo'-leti
tiЫM нодем, уже tie будет tiенрерывtiым. Это вытексtет 11з то1·0, 

'-lTO можtiо ноt.:троить тсtкие два с;ибс;rnf;r:;'Н,'Н,ЫХ nudмнuжec;rnf}U 

А1 В С Q, '-!ТО ДJlЛ вt.:ех а Е А и ддл вt.:ех Ь Е В будет 11меть ме

t.:то а < Ь1 tiO tiедьзл tictЙт11 тс:\.кое pctциOtiё:\.JIЬtiOe '-111t.:JIO г 1 '-lтобы 

вынодtiя.Jюt.:ь (VU Е A)(Vb Е Н)(и ~ r· ~ Ь). Тсtкими двумя. нодмtiо
жеt.:твс:\.ми А и Н в МtiОжеt.:тве pc:\.ЦИOtiё:\.JlЬtiЫX '-lИt.:eJI мо1'ут быть1 
tiсtнример, Н = {q; q'2 > 2}, А= Q\H. ДеJю в том, '-1ТО 1 ксtк мож
tiО убед11тьt.:л, tie t.:ущеt.:твует 'Н,U'Uбuл,1:,; ·ше',!,,И pc:\.ц11otiё:\.JIЬtiOl'O '-lИL:Jlc:\. 

в множеt.:тве А. 1:3 Мtiожеt.:тве же lR Нс:\.ибодьшее из вt.:ех 'iИt.:ед, 

квадрсtт которых tie бодьше 2, t.:ущеt.:твует и pctвtio /2. # 

Две ё:\.JП 'ебрс:\.и 'iеt.:кие t.:иt.:темы 

tlс:\.Зывс:\.ют одnоff1.:иппы.ми, et.:J1и между мuожеt.:'l'Вс:\.ми онерс:\.ций 

П1 И п'!, t.:ущеt.:твует f}ЗU'U.М,'Н,(} иdниЗНU'Ч,'Н,(}f; (;(}(}Ul,fjf;rn(;Ul,fj'Uf;, ото-
( п) 1n) 

брсtжсtющее П1. В п~ , n ~ о, ёt между МtiОЖеt.:твсtми OTtiOШeti11Й 
111 11 11'!, MOЖtiO yt.:TёttiOBИTЬ B3ёt11Mti0 O,L.J,ti03tiё:\.'-ltiOe t.:оответt.:твие, 

(п) r п) 
нри котором 111 t.:оответt.:твует 11~ 1 п ~ О. 

Тсtким обрс:\.Зом, длл однотинtiых ё:\.JП'ебрс:\.и'-lеt.:ких t.:иt.:тем 

А1 = (А11 П11 ll1) и А'!, = (А'!,, п'!,7 ll'!,) JIЮбой n-ctptiOЙ онерс:\.
ции из S!1 (дюбому n-ctptioмy OTtiOШeti11IO из 111) может быть 
OДtiOЗtic:\.'-ltiO L:OllOL:Tё:\.BJШtiё:\. n-ctptictЛ онерсtцил из S!'!, (n-ctptioe OT
tiOШetiиe из lI'!.) . 

Нсtнример, ё:\.J11·eбpct11'-let.:кctя. t.:иt.:темсt (Z, - , +, ·, ~) t.: оне

рс:\.цилми - (yuc:\.ptiыЙ MИliYL: - нереход к нpOTИBOllOJIOЖtlOMY 

'-lИL:Jry), + (L:Jюжеuил), · (умuожеti11л) и отtiошеuием ~ et.:тet.:твeti

uo1·0 'i11L:Jювo1·0 норлдксt одuотинuсt t.: ё:\.JП'ебрс:\.11'iеt.:кой t.:иt.:темой 

(:Q, - 1 +, ·1 ~ ) t.: тем11 же онерация.ми, с\. также t.: ё:\.JН'ебрсt11'-lе
t.:кой t.:иt.:темой (2М, - 1 U, n1 с) (ддл tiекоторо1'0 мtiожеt.:твсt М) 
t.: 01~ерс:\.ц11лми дo11oдtieti11я. 1 объедиtiеti11л, нepet.:e'-letiил мtiожеt.:тв 
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и иm;н,ишен,ием 6'КJ1,Ю 'ч,енuя. В ш~р1юм (;J1y'iae онерации и отноше
нин, 3аданные на ра.3ных множеt.:твах ( це,11ых и рациона.11ьных 

'iИt.:ед), обо3на'iены одинаковыми t.:имводами; во втором t.:ду 'iae 
однотинные а.111·ебрсtи'iеt.:кие t.:иt.:темы имеют ра3ные обо3на'iе-

V V 

нил онерации и. отношении. 

В то же времл две модеди (А, р) и. (В, ст) , в которых р -

п-арное отношение на А, а ст - п1,-арное отношение на В, нри. 

п "f rn не будут однотинными.. 

За'!аt.:тую, е(;J1и это не вредит ТО'iНОt.:ти , t.:оответt.:твующи.е 

друг другу операции. и отношенил однотипных а.1rгебраич:еt.:ких 

t.:и.t.:тем будем обо3на'iать одинаковыми. t.:и.мводами.. 

4.2. Подсистемы 

Выше ( <.;м. 2) введены нонлтия nud'r:pynnы, 'fl,(}dr,;uJt,l:)'ЦU, nud

nИJt,Я, которые можно объединить в рамках обще1 'О нонлтил 

пиdсш;rпемы нрои.3водьной UJ1,'r:eбpuu'ч,ec'кuй С'uсrпемы, а также 

ноня.ти.я. пиdа,Л,'r: ебры 11рои.3водьной В-а,Л,'r: ебры. 

lly t.:ть А= ( А, П , 11) - 11рои3воJ1ьнал. а.111·ебраи '!еt.:кал. t.:и.t.:те

ма и Н С А - ненуt.:тое множеt.:тво. 

Множеt.:тво В на.3ывают замкнутым относите.л,ьно опе

раций и.3 Н (П-замкпутым мпожеством), е<.;J1и. ре3удьтат 

нри.менени.л дюбой п-ирний unepuцuu и3 Н к дюбым эдементам 

И3 В принаддежит В, т.е. ддл дюбой п-арной операции w и 

дюбых эдементов а1 , ... , ап Е: Н эдемент w(a1 , . . . , ап) Е: Н . 

Нанри.мер, в 11оду1·ру1111е (N, +) 110.д,множеt.:тво 'iетных 'iИ.

t.:eJ1 3амкну'l'О отноt.:итедьно онерации. t.:Jюженил, а 11одмножеt.:тво 

не'iетных 'iИt.:ед не 3амкнуто. В KUJ/,1:)'Urf:: 'Це,Л,ЫХ чuсе,Л, нодмно-
V 

жеt.:тво натура.1rьных ч:иt.:e.Jr 3амкllуто отllоt.:итедьно операции.и 

(;JЮженил. и умноженил., но не замкнуто отноt.:ите,11ьно 011ерации 

В3ЛТИЯ. llpO'l'ИBOllOJlOЖHOl'O ЭJШМ(::ШТа. 

Адгебрсtи'iеt.:кую t.:иt.:тему В = (В, Н, ll l н ), где В С А, на.3ы
вают подсистемой а.л,-гебраи'Ческой системы А, e(;JIИ В 

Н-3амкнуто и lllн е<.;ть множе<.;тво И'r:ранuч,енuй на Н в<.;ех иrп

нишенuй и.3 11: lllн = {Рl н; р Е: 11}. 
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О 'iеви.д.1:Iо, '-ITO с:\.II!'ебраи. 'iеl:кие t.:и.l:темы А и. В udnurnnnnы1 
и 'iat.:·1'0 нмеt.:то III н будем н ·1,аком t.:ду '-Iae 11иt.:а·1ъ нроt.:·го II. 

Et.:J1и. А - с:\.111 'ебра, то J1юбую ее аодt.:иt.:тему .1:iа3ынают ее 

nода.f(,zеброй (тo'i.l:iee, П-nода.f(,zеброй). 

Замечание 4.2. Н оаредеде.1:iии П-аодс:\.lн'ебры требует

t.:л ли.шь замк.1:iутоt.:ть OT.l:iOt.:И.TE:;JIЬ.l:iO оаераций из S !. Et.:Jrи же 

мы хотим, 'iТ'Обы нри нереходе к нодс:\.lп'ебре 11 .1:iat.:JreдoJJc:\.IIИt.:ь ;, 
кс:1..кие-дибо t.:11ецис:\.11ь.1:iьш t.:войt.:тва онераций иt.:ход.1:iоЙ аJН'ебры, 

то это .l:iYЖ.l:iO t.:11ецис:\.11Ь.1:iО 01·оваривать. Име.1:i.1:iО так мы и. 110-
t.:ту11с:\.11и, 011ределлл 110.1:iЛТИЛ lIOДI'PY llllЫ, lIOДKOJlbЦa, llOДllOJlЛ И 

т.11. Внро'iем, 11од1·ру1111у мож.1:iо онредедить и 'iерез t.:1юйt.:тво 

3амкнутоt.:ти, но лишь в том t.:дy'iae, еt.:ли в t.:игнатуру ёруппы 

вю1ю'iить .l:ie только одну б·ин.,арн.,ую ипr::рац'Uю ,, УМ.1:iОЖе.1:iи.л~' (ко

торал обладает t.:аеци.с:\.lrь.1:iыми "1'рунаовыми. t.:войt.:твами\ t.:м. 

2.2), .l:iO также ун.,арн.,ую unr::pщ1ruю в3я.тия. uбparrmuёu ;з4емеnrпа 
и ny.riuapnyю иперацию - edun'UЦY ёруппы. 

A.l:ic:\.IIOl ·и 'i.1:iO, иt.:ю1юL1ит1:;J1ь.1:iо 'iepe3 требова.1:iие замк.1:iу ·1·оt.:ти , 

можно определить поня:ти.е подмоноида. Следовательно, таким 

обра30М МОЖ.1:iО оаределить И lIOДKOJIЬЦO. 

Сдож.1:iее обt.:тоит дедо t.: rne4uм и. nи4ем. Мы .l:ie можем 011ре
ДЕ:;J1ить ноле как с:\.IН'ебру t.: t.:И.1'.1:iатурой { +, '1' 7 -, -

1, О, 1 }, I'де 
онерация - еt.:ть онерацил вы'iи.t.:де.1:iия: npurn·uf:>urю.rюжnuёu ',}л,е

меnта ( обратllого 110 t.:Jюже.1:iи.ю), а операци.л - l - онераци.л 
вы 'iИt.:JШ.1:iИЯ. oбpaT.l:iOI'l) ЭJШМе.1:iта 110 у М.1:iОЖе.1:iиЮ, так как llOt.:JШД

.1:iЛЯ: оаерацил еt.:·1ъ ч,асrп·шч,н.,ие иrпибражен.:ие и .l:ie 011ред1:;JШ.1:iё:1., длл 
ЭJ1еме.l:iта О. llоэтому 0.1:iё:J., .l:ie может быть введе.1:iс:1., в t.:ИI'.l:iaтypy 
с:\.IН'ебры, но онредеде.1:iию t.:одержс:1.,щей 1·одько вt.:юду онредедеli

liЬШ О!Шрё:1.,ЦИИ.. 

Обратим BliИMёLliиe и liёL то, 'iTO нереходя к П-3амкliутому 
нодмliожеt.:т·ву, мы можем lIOJiy'iить с:\.IН'ебру как oб01'aщeliliYIO 

liОвыми t.:войt.:·1·вс:1.,ми оаераци.й t.:И.L'liёL'I'YPЬI Н, так и утрати.вшую 

uекоторые из t.:войt.:тв. Нааример, мин.,и·иd (No, +, О) будет 
тодько пиdмин.,и·иdим 1·ру1111ы (~, +, О) (lio lie 11од1·ру1111ой), с:1., 

нодмоuоид би.екций в с·имметр·и·ч,ес:ким мuнu'Ude uекоторо1'0 



232 4. AJll 'l!JtJt'AИ '-il!JCKИI!J СИСТI!JМЫ 

бeL:КUtle'itlUl'U мtluже~..:тва будет уже 1·ру1111uй (этu tle нuд1·ру1111а, 

а и.меНliО НОДМUliОИД, ЛВJlЛЮЩИЙt.:л груннuй!). # 

1::3 ~.;дедующей теореме ~..:формуди.роваliо нро~..:тое1 liO O'ietlь 
V 

важное t.:BOИL:TBO За.МКtlУТЫХ llOДMliOЖet.:тв . 

Теорема 4.1. Нену ~..:тое ш:~реt.:е'iени.е 11рои.звuдьно1 ·о C:f;Mf;U

c:mrз a П-замкtlу1ъ1Х. пидмнuжf;с:rпrз П-замкнутu. 

• Ддл нро~..:тоты pctt.:t.:MO'l'pи.м дока.Зсtтедь~..:тво ддл нереt.:е'iени.л 

двух S!-зсtмкнутых нодмноже~..:тв. 

lly i..:ть в шн·ебре (А, Н) Н-зсtмкtlутьш нодмtlоже~..:тва Н1 и. 

H'l. и.меют нtшу ~..:тое нереt.:е'iени.е . То1'дсt ддл дюбо1·0 ,,,., ~ U, ct 

тсtкже дюбых ( не облзатедьно ра.Зди.'iных) а1 1 ••• 1 ап Е: Н 1 n H'l. 
эдемент w( а1' ... 1 ап)) Ка.КОВа. бы ни. быда. онерсtци.л (,с) Е: п(п} ' 
~..:нова. будет нри.нсtддежсtть нереt.:е'iени.ю Н1 n H'l. , так как в 
с.;и.ду зсtмкнутос.;ти. каждо1·0 и.з множе~..:тв Н1 и. H'l. одновременно 
(,с) ( а l ' . .. ' Un ) Е: н l и. (,с) ( а l ' .. . ' Un) Е: н ',!, • • 

J:->ctt.:t.:MU'l'pи.м шн·ебру А= (А, П) и. нuдмнuже~..:тво Н С А, tle 

облзсtте.11ьно S !-зсtмкнутое. 

Из теоремы 4.1 t.:Jшдует , 'iTO с.;уще~..:твует ~!-замкнутое п.од

множе~..:тво, ~..:овнадающее i..: нереt.:е'iени.ем в~..:ех П-замкнутых 

нодмножес.;тв, ~..:одержсtщи.х Н. Е1·0 на.Зывсtют за.м,ыкан:ие.м, 

нодмноже~..:тва Н omnocume.11,r:,no операций и.з ~! (и.ди. П-за

.м,ыкапие.м, нодмноже~..:твсt Н) и. обознсtL1сtют [H]si- Хотл бы 
одно S !-зсtмкнутое 11одмножес.;т1:ю, ~..:одержсtщее В I облзсtтедьно 

найде1·~..:л - ве~..:ь но~..:и.те.11ь А. 1::3 том t;J1y'iae, ко1'дсt [H]s i = А, 

нодмноже~..:тво Н на.Зывают системой образующих шн·ебры 

А = ( А, S ! ) , а ее r.;ctмy на.Зывают а.11,-геброй, nорождеnnой 

.м,nожество.м, В. Ал1'ебру, которм и.меет коне'iную ~..:и. ~..:тему 

обра.Зующих, на.Зывсtют коnе'Чnо nорождеnnой. 

Замечание 4.3. Онредедени.е зсtмыксtни.я. можно 11редс.;'1'сt

ви.ть и. в нес.;кодько и.ной форме, которал с.;одержсtте.11ьно сt~..:r.;о

ци.и.руетс.;я. с.; некоторой нроцедурой но~..:троеtlи.л мtlоже~..:тва [ H]s i 
110 Ша.l'о..М. 
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Тu.ким обрu.зом, множе(;тво Н 1 (;О(;тоит из В(;ех эдементов 
HI) = Н, и к ним добu.в.11лют(;л В(;е эдементы, которые мо1'ут 

быть нодучены как резудьтu.т нрименения онерu.ций (;Иt'нu.туры 

! ! к upё-yMf:'Н,'fnUM uтt,f:pu·ur'un из Но. Множе(;тво Н2 точно тu.к 

же (;Одержит В(;е эдементы множе(;ТВU. Н1 нлю(; В(;е резудьтu.ты 

нримененил онерu.ций из П к ар1'ументu.м из В1 и т.д. По 

опрtщеJп:~нию, В = В1) С В1 С В2 С ... С Bi С Bi+L С ... , т.е. для 
дюбо1'0 i;?: О имеют ме(;ТО включенил Hi С Hi+L и Hi С [H]si С А. 
Можю.> ноказu.ть, что [H]1i = U Hi, 

i~I) 
ЗсLмкну·1'О(;'1ъ Н означает (; точки зрения такоt'О онредеде-

нил, что В(;е множе(;'l'ВсL Hi (;О1:и1сLдсLют (; множе(;твом Н. Кроме 
то1'0, может оксLзать(;л, что нроце(;(; образованил множе(;тв Hi 

1,оборве,1тл на некотором шш'е\ т.е. найдет(;л такое i, что 

Hi+L = Hi. Тоt'Да. Hi = [Н]s~-
Длл конеч:ной аJrгебры опи(;анную выше процедуру можно 

ра,(;(;МсLТриватъ KcLK а.111 'Оритм llО(;ТрОtШИЛ заМЫКсLНИЛ И(;ХОДНОl '() 

множе(;тва ( нри том, что каждой онерсLции (;О!lО(;'!'авден некий 

а.111 'О ритм ее вы ЧИ(;Jiенил). HcL нервом ша1 'е а.111 'оритмсL в зсL

мыкание [ В] s i аомещсLют В(;е эдементы множе(;'l'Ва Н, а затем 

нрименлют онерсLции. (;И.t'натуры П к И(;ходным и вновь ноду

чсLемым ЭJШментсLм до тех аор, аока не 1шре(;тu.нут аолвдлть(;л 

новые эдементы. 

Инu.че это можно они.(;с:t,ть тu.к: 

1) В(;е эдементы множе(;ТВсL Но (;ЧИТа.ЮТ(;Л и эдементu.ми. 

замыкu.ни.л [H]si; 
2) кu.ковы бы ни бьLJrи. элементы Ь1 1 ••• 1 Ьп, отно(;итедьно ко

торых и.зве(;тно, что они. ари.наддежсLт [H]si (т.е. какому-томно
же(;ГВУ B i из определенного выше (;емей~.;твu.), к имеющим~.;л ЭJШ
мен1'сLМ замыксLнил [ H]si добав.11лют вt;е эдементы w( Ь1, ... , Ь,ь) 
ддл нрои.зводьной n-сLрной онераци.и w t.:Иl'HcL'1'ypы П. 



234 4. AJll 'l!JtJt'AИ '-il!JCKИI!J СИСТI!JМЫ 

Ни.ксt.ки.е дру1'и.е эдементы, кроме тех, 'iTO мо1·ут быть 

ноду 'iены рс1.,~.;~.;мотренным выше t.:11оt.:обом, 3с1.,мыкс1.,ни.ю [B]si не 
11ри.нс1.,ддежс1.,т. 

Обра.3но 1·оворл, Н - это "дета..11и. конt.:трукторсt.", а. [H]si -
вt.:е, 'iTO можно t.:обрсt.ть и.3 эти.х дета..11ей 110 иекоторым 3а.рсt.иее 
оговореиным " прс1.,видс1.,м t.:борки." (кс1.,ковыми лвллют·t.:л оперс1.,ци.и 

L:И.l'Hct.Typы !!). # 
J:->сt.t.:t.:могри.м ар и.меры ноt.:троени.л ~ 2-3с1.,мыкс1.,ии.л. 

Пример 4.2. а. Н а..111·ебре (N, +) во3ьмем одноэдементное 
множеt.:тво В = {1} = Во. То1'дсt. В1 = {1, 2}, Bi = {1 1 2, 3, 4}, 
Н3 = { 1, 2, 3, 41 51 r\ 7, 8} и. т.д . Множеt.:тво Hi нри i ~ 1 t.:оt.:тои.т 
И3 вt.:ех t.:умм видс1., n1, + п, где ·rn, п Е: B i-1 · НеL:Ложно 3с1.,метить, 

'iTO Hi = {1, 2, ... , k , ... , 2k }, 1-де k = 2i-l, i ~ О. Jlt.:нo, 'iTO в 
дсt.нном L:J1y L1ct.e U Hi = N1 и., тс1.,ки.м обрс:1,3ом1 множеt.:тво { 1} 

i ;?:IJ 
ЛВJ1летt.:л t.:и.Gтемой обрсt.3 у ющи.х этой а..111 'ебры. 

б. В му.л,ыrи1.,п.л,пкаrrи1.,F>nuй ё,руппе f>Ы'ч.ernuF> по модулю 23 
(т·.е. в группе Z~3) поt.:трои.м 3с1.,мыксt.ни.е Mlloжet.:T'BёL Н = { 3}, 
11ода.1'сt.л, 'iTO t.:и.1·нu.турс1., 1·ру1111ы t.:оt.:тои.т и.3 единt.:твеннои оне

рсt.ци.и. умножени.л (110 модудю 23). 
llоt.:кодьку в этой шн'ебре t.:и.1'нс1.,турсL t.:оt.:тоит и.3 одной оне

рс1.,ции, а. иt.:ходное множеt.:тво Н также одиоэдементно1 то 3сt.
мыксLни.е Н будет t.:оt.:толть и.3 вt.:ех t.:тененей эдементu. 3. Итu.к1 
ддя. 11оt.:троени.л 3амыксt.ии.я. множеt.:твсt. В в даниом ~.;ду 'iae дo
t.:тaтO'illO ВЫ'-IИL:JIЛТ'Ь ПОl:дедовu.теJIЬllО t.:тепеllи. (по модулю 23) 
эдементu. 3. Имеем 

3'2 = 9 33 = 4 
' ' 36 = 13 · 3 = lб 7 

3t) = б · 3 = 18 
' 

34 = 4. 3 = 12 
37 = lб · 3 = 2 

' 3l1J = 18 · 3 = 8 
' 

' 
35 = 12 · 3 = 13, 

31) = 2 · 3 = б 7 

311 = 8. 3 = 1. 

Так ка.к ноду'iеиа е.ци.ни.ца., то " кру1· 3а.мкиудt.:я.\ и. тем r..:а.мым 

ВЫ'-IИ.t.:Jшно зu.мыкu.ни.е миожеt.:твu. { 3}. За.метим1 'iT'O в этом 
L:JIY'ict.e множеt.:тво В 1 t.:оt.:тои.т и.3 вt.:ех t.:тeaetleЙ тройки., tla.'iИ.tlcLЛ 
t.: аервой и. KOJ:i'ia.Я. второй1 множеr..:тво Н2 - из вt.:ех t.:теаеней, 

J:ia.'iИ.tla.Л l: нервой и. кои 'ia.Jl. 'iетвертой, миожеt.:тво B'.J - и.3 
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всех сте11еliеЙ с 11ервой 110 восьмую, i::L мliожество 8 4 - из всех 

сте1ш1iеЙ с 11ервой 110 lо-ю, liO 11оскоJ1ьку lii::L'-iИlii::Lл с 12-й сте1ш1iи 

эдемеliты 11овторлются., т.е. 3l:t = 3, 313 = 32 
1 3

14 = 33, 315 = 34 и, 
lii::LKOlieц, 310 = 35 , то у же мliожест.1:ю 85 t;О1н1сLдет t; мliожеством 
84, тi::Lк '-!ТО в Дi::LliliOM t;дy'-ii::Le [8]{·} = 84. 

llopoждeliliШi мliожеством { 3} 1 'РУ 1111i::L coв11cLJ1i::L с 'U/u·r,;л,uч,f;c;r,;uй 

пudё,руппий 1'ру1111ы Zi3 с ибразующим ;Jл,r::,ментпим 3. Этот ре
зуJ1ьтсLт ле1'ко обобщить, доко.ЗсLв, '-!ТО ДдJI нроизвольной коне'--1-

ной группы g = ( G, ·), pi::Lt;t;Mi::Lтpивi::Leмoй кi::Lк a.1rгeбpi::L с t;игнёtту-
V V 

рои, состоJiщеи тодько из онерёtции у множениJI, ее цикди'iесксLJI 

11од1'ру 1111i::L t.: обрёtзующим эдемеliтом а t.:01н1i::Lдi::Leт t; нодl'РУ нной, 

норожд~нной МliОЖ~ством {а}. # 

Цикди'-iесксLJI 1'py1111cL ес·1ъ один из всLжнеиших нримеров 

коне'-!но 11орожденной i::LJ11'eбpы. 

tl этой пшзи обрёtтим BliИMi::Lliиe lii::L oдliY тоliкоt;ть. Есди 

g - цикJ1ич.еt;ксLя. 1'py1111cL с обро.Зующим эдементом а, то ее, 

вообще 1'оворл1 1iеJ1ьзл рi::Lt;СмсLтривсLть ксLк i::LJП'eбpy t; сиt;темой 

обро.Зующих {а}. tlt.:e 3i::LВИt.:ит от конкретной сигнёtтуры груп-

11ы. Дейt;твитеJ1ьно, et;J1и в си1'нёtтуру 1'ру1111ы вкдю'-iить только 

yмlioжeliиe, то ддя. бecкolie'-iliOЙ цикди'-!еt;кой 1'ру1111ы 11 ап ддя. 
дюбо1 'О 110JюжитедьliОl 'О п. llоэтому 3i::LMЫKi::Lliиe мliожествсL {а} 

отноt;итедьно умножения. не содержит единицу. Et;J1и же CИl'Hi::L

тypy группы Ki::LK мгебры доподнить унёtрной опера.цией B3JITИJI 

обрёtтно1'0, т.е . .1:.юзведенин. в t;те11ень - 1, то цикди'-iескан 1'py1111cL 

t; обро.Зующим эдемеliтом а будет i::LJП 'еброй t; сиt;темой обрi::L

зующих {а}. llpи тсLком нодходе addum:urлtaя ё,руппа ·цел,ых 

·ч,·ис:ел,, рёtссмсLтривсLемаJI Ki::LK i::LJП'eбpi::L (Z, +, - , О), есть бecкo
нe'iнi::LJI цию1и'-!ескi::LJI грунш:t, норожд~ннi::LJI множеством { 1}. 

Пример 4.3. а. Ад1'ебра. (Z, ·, 1) (мул,ыпипл,·икат·иrзный 

мuнuud r,;ил,t,ца цеJ1ых '-!Иt;ед) lie я.вдя.ется. кolie'-iliO 11opoждeliliOЙ. 

ДействитеJ1ЬliО1 в этом моноиде в сиt;тему обра.зующих liеобхо
димо BKJIIO'IИTЬ все простые "IИ(.;Jli::L, ПОt.:КОдьку ни одно И3 них 

1iеJ1ьзя. 11редста.вить ксLк нроизведеliие дру l 'ИХ '-iИCeJl. Но мliоже

t;тво 11ростых '-iИCeJl беt;коне'-iно. 
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б. Jlюба.л кu'Нtеч,пал ал,ё-ебра буцет1 рсLЗумеетL:я:1 и. коаечно 110-

poждel:il:iOЙ. .tl 'ia.L:Tl:iOL:ти. , J1юбое кuл,1:> ·ц.u вычеrпuв но моду JlIO k 
( пuл,е вы·ч,етuв нри нроt,;том k ) - кoae'il:iO норождеаl:iа.Л а.JН 'е

бра., да.же et;J1и. в t,;и.1'1:iс1,туре 1:iет 011ерс1,ци.и. 1:iа,Хожде!:iия обрс1,т1:iо1·0 

эдемеl:iта,. 

в. Свuбudпый мu'Нtu·ud, норождеl:il:iЫЙ кol:ie'il:iЫM мl:iожеL:твом 

( ал,фаrллпuм) А еt,;ть кol:ie'illO 11орождеа1:iм (и. беL:коаечнм) 

а.J11'ебрс1,1 с.;и.L:темс1, обрсLЗующи.х которой рс1,в1:iс1, А U { л} , 1'де л -
nyc:rnuй кuртеж. 

г. Хороши.м нри.мером зс1,мыкс1,l:iи.л L:ду жи.т ди.1:iеЙl:iм обо-
V 

JIO'iKa, 3ё1,Да,Н1:iОГО Ml:iOЖt;(.;TBa векторов 1IpOИ3BOJIЬtlOГO JIИtlt;ИIOJГO 

11роL:трс1,1:iс.;твс1, [ IV]. Кс1,к и.звеL:тl:iо 1 ди.1:iеЙ1:iс1,л ободО'iКа, V М1:iО

жеt,;твс1, векторов х1 , .. . 1 Xrn линейного прос.;трс1,нt,;гвс1, L еt,;ть 
rn 

мl:iожес.;тво вс.;ех ди.1:iеЙl:iых комби.1:iи.ци.Й ви.да Е U'iXi, 1 ·де Xi с V, 
i -l 

i = 1, rn1 rn ~ 1. Jlи.аейам ободО'iКа, зс1,мкl:iу·1·с1, oтl:ioc.;и.тeJ1ьl:io оне-
V 

рс1,ции с.;ложенил векторов и умножения: векторс1, нс1, 'i.ю;.1ю1 так 

Ю1К JlИ.l:ieЙl:ia.Л ободО'iКа, Ml:iOЖeL:TBa, векторов ЛВJlЛеТL:Л JlИ.l:ieЙl:iЫM 

11од11роt,;трс1,1:iL:твом. Более то1 'О, ди.1:iеЙl:iм оболо'-Iкс1, V М1:iоже

t,;твс1, векторов х1, ... , Хт - это 1:iаименьшее ( отl:iос.;итеды:ю 

OTl:iOШel:iИ.}l BKJlIO'ietlИ.}l Мl:iОЖеL:тв) 3ё1,МКl:iутое MliOЖeL:TBO, (.;ОДер

жс1,щее зс1,дс1,нное множеt,;тво векторов, пос.;кодьку любое зс1,мкllу

тое мl:iожеL:тво1 t;Одержс1,щее щжторы х1, ... 1 x,ni с.;одержи.т и. вt,;е 

и.х ди.1:iеЙl:iые комби.1:iс1,ци.и. 1 т .е. 1>кдю'iс1,ет 1> L:ебн V. Отмети.м1 'iTO 

KOl:ie'il:iOмep!:iOe JlИ.l:ieИl:iOe 11pOL:Tpa,1:i(.;TBO - KOl:ie'il:iO норождеl:il:iа,Л 

а.J11 'ебрс1,1 так как Ol:iO нвднетL:л ди.1:iеЙl:iоЙ uбодо'iкой дюбu1 'О и.з 

L:вои.х бази.L:ов. 

4.3. Конгруэнции и фактор-системы 

l3 этой 1·дс1,ве l:ia,M будет удобl:iо и.t,;11одьзовс1,ть " бeL:L:кoбo'i-

1:iYIO ;~ зс1,11и.L:ь ДJHI uбuзl:ic1,'iel:iи.я: резул,ыпата пр·име'Нtе'Нtил п-арпuй 

uпера·ц.·и ·и (..с) к эдемеl:iтс1,м а1 1 ••• 1 ап и 11и.t,;с1,·1ъ а1 ... апц; вмеL:то 

ц; ( а l ' ... ' ап ) . 
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Um'Нtuше'Н:ие :JKf>'Uf}UJt,e'Нtrn'Нtucrnn р ю:t. 'НtucnrneJt,e rыtс-ебраn'Ч,е

скuй C'Ucrneм,l;)i А наЗыtlают коп-груэn'Цией на сt.111 '~бµаи. '-i~Lжuй 

t.:иt.:т~ме А, еt.:ли выпuлнлютt.:л yt.:Jiuвил: 

1) ддл дюбuй п-аµной (п ~ 1) онеµаци.и. (,,v' и. любых эJшменто.13 

а1, ... 'Un, Ь~, ... 'Ьп Е: А И.3 T0l'0, '!ТО щ р ьi ДJIЛ Кё:LЖДОl'О i = 1, п, 
t.:ледует (а1 ... Uп(,,v') р (Ь~ ... Ьп(,,v'); 

2) дд.н: дюбu1 'О п-аµно1 ·о (п ~ 1) U'rrt'НtU'Шe'Нt'U№ 7Г и. ддн любых 

ЭJШМеНТU.13 а1, ... , a,i, Ь~ , ... , Ьп с А И.3 T0l'0, 'il'U Ui fJ ьi ДJI.Я. 

каждо1·0 i = 1, пи (а1, ... , ап) Е: 7Г, t.:ледует (Ь1, ... , Ьп) Е: 7Г . 

lleµ.1:юe yt.:Jюtlиe О3Нё:t'iает, '!ТО µе3ультаты нµи.мененил любой 

операции и.3 S! к попарно экви.всt.1rентl:iым аµгумеl:iтам должны 
быть эквшJё:LJШl:iтными., а tlтoµue - '!ТО дюбое 0Tl:i0Ш~l:iи.e и.3 11 
t.:одеµжит или l:ie t.:одеµжи.т коµтеж (Ь1, ... , Ь,~) не3авиt.:и.мо от 

то1·0, каки.е и.мel:il:i0 ЭJI~менты Ьi выби.µаютGЯ. в t.:оотве1·t.:твую

щем 'КJi,UCCe ;J'Kfj'U,fjU,Jl,f:'Н,'f(i,'Н,UC'fn 'U пи urn'НtU'Шf:'Н,'UIO р. 

Пример 4.4. а. Раt.:t.:мотµи.м (IR, +, •, О, 1) - nu.11,e дeй

crnfjumeJt,i-.,'Нtыx Ч'UC:f:Jt,. Дuкажем, чтu uтнuшеl:iш:~ paf}e'Нtc:mf}a пи 

мuдуJt,ю 1 ( t.:м. примеµ 1.14) н~ лвJПП:~тt.:л кuнгµуэнци~й на этuм 
нuд~, l:iU лw1нетt.:я. кuн1'руэнци.~й на (IR, +, О) - e1·u add,urn'Uf}'НtUU 

ё-руппе, т .е. на adcJ,urn·ufj'НtUU ё-руппе deйcrnfj 'Urne.11,t>'НtЫX 'Ч 'Uс:е.11,. 

Докажем t.:начё:LJ1а втоµu~ утвеµждени.е. 

llyt;ть а = Ь (rнod 1) и. с = d (rнod 1). Тог,ца 'iИL:Jra а - Ь и с - d 
я.вдя.ютt.:л Ц!:'дыми. СJ1едоватедьl:iо, и их t.:умма 

( а - Ь) + ( с - d) = ( а + с) - ( Ь + d) 

тuже цедuе 'iИ.t.:Jю, т.е. а + с = Ь+d (rнud 1). Этu и. U3Нё:t'!ает, 'iTU 

uтношени.~ f>ё:Ltl~нt.:твa нu мuду дю 1 .н:w1я.етt;я. кuн1 ·µуэнци~й на 
V V 

ад ДИ.ТИ..13.1:iUИ l 'f>Y 1111е деИt;Т.13И.ТеJ1ЬНЫХ '!И.t;ед. 
llyt;ть, как и выше, а= Ь (rнod 1) и с= d (пюd 1). Et.:J1и. бы 

(ддя. дюбых а, ь) с) d) ОТt;ЮДё:L t;JШД0Bct.110) '!ТО а. с= b· d (rнod 1), то 
то~ 'да дµобнал 'ictt;ть а · с вt;е1 'да t;Ов11адсt.11а бы t.: дµобной 'iсtt;тью 
Ь · d. Но каждое 'iИ.t;JIO f>a.tlHU 110 моду дю 1 t.:tlueй дµобной 'ictt;ти.. 
Сд~дuва·1·едьl:iо , то~ ·да дробная: 'ictt;ть нµuи.3.13ед;еl:iия. дюбых двух 
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'!И(.;ед доджliа быда бы ра!3liя.тил 11рои.з13едеliию дробliых 'iа(.;тей 

этих '!И(.;ед. llро(.;той 11ример , 11ри!3едеliliЫЙ liиже, 11оказы13ает, 

'!ТО это lie так. 
llpи Ь =и= 1,1 имеем и= U,l (н1оd 1), Ь = U,1 (нюd 1) и U,12 = 

= U,Ul. Так как иЬ = 1,12 = 1,21, то иЬ = U,21 (rнod 1). Это и 
озliа'!ает, '!ТО paвeli(.;TBO 110 модудю 1 lie е~.;ть KOlil'PYЭliЦИЯ. lia 
llOJle деЙ(.;'1'!3И.ТеJ1ЬliЫХ 'iИ(.;eJl (!R, +) · , о, 1). 

б. llyi.;ть (Z, +, ·, U, 1) - кодьцо це.11ых '!И(.;ед. Oтlioшeliиe 

риtн~нс:тrзи пи мudулю k, !3!3eдeliliOe 13 разд. 2.3, будет KOlil'PYЭli
циeи lia дaliliOM кодьце. 

Дей~.;т13итедьliо, 11у(.;ть rn _ п (нюdk) и r· _ 3 (rнodk). То1·да 

(.;уЩе(.;т13уют такие цедые '!И(.;да l1 и l2 1 '!ТО 

m,-n=l1·k1 ( 4.1) 

С кдады!3о.JI уравнеliил ~.;и(.;темы ( 4 .1), аоду '-iаем 

т.е. rn + г _ ·п + 3 (нюd k). YмliOЖoJI 11ер13ое ypa!3lieliиe (.;И(.;темы 

( 4.1) lia r·, 13торое - lia п и ~.;кдадъшо.JI рез удьтаты, аоду 'iаем 

т.е. m/г _ n3 (rнod k) 1 '!ТО и доказывает ~.;формудированиое выше 

утверждение. 

в. Ра(.;~.;мотрим аJrгебраи"!е(.;кую (.;И(.;Тему (Z, +, ·, О, 1, :(), 
oбpaзo!3aliliY ю из кодьца цедых 'iИ(.;eJl добавдеliием uтнuшен·и,}(, :(; 

( er.:rner.:mrзeннur:u чur.:11,urзur:u nup,}(,dкu). '1'01-да paвelit;TJ30 110 мо
дудю k уже lie будет коli1·руэliцией lia дaliliOЙ а.111·ебраи 'iе(.;кой 
(.;И(.;теме. ДеЙ(.;'1·витедьliо, е(.;ди 1 (.;Кажем1 и и Ь 11ри деJШliии lia k 
дают одии и тог же о~.;гаток l, а с; и d - оди.и и тог же О(.;таток 

р, то из и :(; с; не ~.;ш~дует, 13ообще говоря., '-iTO Ь :( d. На11ример1 
5 = 17 (rнod4), о = lU (rнod4), 5 :( о, но 17 > 10. Таким образом, 
oтlioшeliиe paвeli(.;'l'Ba це.11ых ч.и(.;ед 110 моду дю k lie ,, (.;Охрашrет 1• 

OTliOШeliИЯ. :(, т.е. (.;11раведдИВО(.;ТЬ liepaвelit;'l'Ba U :( Ь заВИ.(.;ИТ от 
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того, Ю:iКЮ; ЭJit;Mt;liTЫ а и. ь в <..:ООТВt;Т<..:твующи.х KJia(.:<..:ax эквива
JШliТliОl:ТИ. выб(-)аliы. 

г. llу<..:ть в 4·unейнuм npucтnpuncm,FЗe L фи.кt.:иrоваliо 4'Uneй
нue nud'fl,pucтnpuнcтnFЗu V. t->а<..:t.:мотrим L как мudyлtJ liaд нолt;м 
Дt;Й<..:тви.1't;дьliых 'iИ.t.:t;д (IR, +, ·, U, 1). На MliOЖt;t.:твt; вt;ктоrов L 
зададим OTliOШt;tlиt; ""'V так; а ""'V Ь <=?- а - Ь Е V. Heтryдlio нока
зать, '!ТО это OTliOШeliИ.{; ЭKИ.Bc:\-lleliTliOt.:TИ.. Дс:\-11еt;, е<..:ди. U ""'V Ь И. 

с;""' v d, то а+ с - ( Ь + d) = ( а - Ь) + ( с; - d) Е: V, 110<..:кодьку каждоt; 
<..:Jlal'at;MOt; В 110(.;JШДlit;И <..:уммt; {;(;ТЬ Bt;KTO(-) И.3 llOДll(-)0(.;T(-)ali<..:TBa 

V. Для. 11(-)0И.3BOJ1Ьli0l'O Дt;Й<..:TBИ.T{;JlЬliOl'O (Х И.3 U "-' V Ь <..:J~едует , 

'!ТО аа ""'V аЬ, так юtк аа - аЬ = а(и - Ь) Е: V. Таки.м обrазом, 
V 

введt;нное ОТliОШени.е е<..:ть KOHl '(-)УЭliЦИ.Я. на JIИlieИHOM 11(-)0l:Tf.-)ali-

<..:твe L. 
Наномним, LП'О мliоже<..:1'во вектоrов линейно1'0 11(-)0<..:T(-)ali

<..:твct 110 <..:Jюжеliи.ю е<..:ть ибелеFЗu ёруппи. Следовсtтедьliо, (-)a.<..:
<..:мo1'(-)eli1iOe OTliOШeliи.e ЭKBa.Bc:\-IШli'l'liOl:TИ. ""'V е<..:ть KOlil '(-)УЭliЦИ.Л 

на этой L'(-)унне. llокажем, '!ТО указаliную конL'(-)УЭliЦИ.Ю можliо 

(-)а<..:11(-)0<..:т(-)аliи.ть lia 11(-)ОИ.31:Юдьliую aбt;Jieвy L'f.-)YllllY . llу <..:ть g = 
= ( G, +, О) - liекотоrс:1.,л ctбt;Jreвc:1., гry1111ct, а. Н = (Н, +, О) -
11rои.звоJ1ьнал nudё-pynnu 1'(-)у1111ы g. Зададим отliошение ""'н 

тс:1.,к; U"-' н ь <=?- а - ь Е н. t->a<..:<..:y ЖДа.Л Тё:1.,К же, Кё:1.,К и. в <..:ду 'iae MliO-
V 

же<..:твсt вектоrов линеино1 'О 11(-)О<..:Т(-)ан<..:твсt, можliо но казать, '!ТО 

OTliOШeliи.e "-' н лвдлет<..:л KOlil '(-)УЭliЦИ.еИ . 

д· llу<..:ть А = (А, ~) и. В = (Н, --<) - ynupJt,duчeнныe мнu

жестnFЗа. Задсtди.м отобrажеliи.е f; А • Н та.к, 'iтобы OliO бь1Jю 
мuнuтпuннu, т.е. 'iтобы дш-1 любых а, Ь Е А и.з и ~ Ь <..:Jшдова

JЮ f (а) -< f ( Ь). Введем отношение экви.ва.JrеRтliо<..:ти ""'/" нс:1., А 

(<..:м. 1. 7), 110Jюжив а ""'f" Ь <=?- f (а) = f ( Ь). Ныл<..:liи.м, будет ди это 

oтlioшeliи.e KOlil'(-)YЭliци.eй lia. мudел·и А = (А, ~). 
llу<..:ть а1 ""'f Ь1, и~ ""'f bi и. и~ ~ ai . Тоt'.Ца. в <..:и.лу MOliOTOliliO <..:ти. 

отоб(-)а.Жеliи.л f и.меем f ( а 1) --< f ( ai), а. та.к ка.к f (а 1) = f ( Ь1) 
и f (ai) = f (bi), то и. f (bi) -< f (bi) . От<..:юдс:1.,, однако, нt;J1ьзл в 

общем <..:лу'iае <..:дt;Jл:tть вывод, '!ТО Ь1 ~ bi. На rи.<..: . 4.1 f (2) -< f ( 4), 
liO ЭJШMl;liTЬl 2 и. 4 lie l:(-)a.BliИ.MЫ. ДctliliOe отоб(-)а.Жеliи.е ( Ка.К 
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' ' 

6 

2 

А 

f --
3 

Рис. 4.1 

!(6) 

!(5) 

f(1)=f(2)=f(3) 

в 

tН:~тру ДtlO ноtl.нть, MOtlOTOtltloe) tle будет KOtll'pyэtlци.eй хот.н бы 

нотому, 'iTO 1 ......, t 2, tlO 1 ~ 4, а 2 и. 4 tle r.:равtlИ.МЫ. 

Еt;ди. же отображеtlи.е f' таково, 'iTO а ~ Ь ~ f' (а) -< / ( Ь), то 
......, f будет KOtll'PYЭliци.eй. Нанри.мер, е r.:ди. tla ди.а1·рамме Xar.:r.:e 

длл мtlожеt;тва А tla риr.: . 4.1 добавить "ребро\ r.:оединлющее 

эдемеtlт 2 t; эдемеtlтом 4 (t;м . штри.ховую ди.tlи.ю), т .е . t;'iи.тать, 

'iTO 2 < 4, то можно будет ноду 'iИ.ТЬ кон1·руэнци.ю ......, f tla Мtlоже

r.:тве А. # 

Со1 ·дar.:tlo онредедеtlи.ю коtl1·руэ1iци.и., tla аJн ·ебраи. 'iеr.:кой r.:и.

t;теме А кдаr.:r.:ы эквиваJ1ентноr.:ти [а1 ]р, .. . , [а,ь]р вмеt;те r.: дюбой 
n-aptiOЙ (п ~ 1) онерацией w OДtlOЗtla'itlO онреде.,1лют кдаr.:r.: экви

ваJ1еtlтtlоr.:ти. ЭJ1емеtlта [а1 ... ипw]р, Дру1·и.ми. L:Jювами., дд.н дюбых 

ЭJШM!;tlTOB Х1 Е: [а1]р 1 ... ) Хп Е: [ап]р кдаr.:r.: ЭKBИBaJl!;tl'l'tlO(.;TИ эде
мента Х1 . .. XnW завиt;ИТ 'l'OJIЬKO 0'1' кдаt;L:ОВ ЭКВИВаJШНТНОL:ТИ. эде

меtl'l'ОВ Xi, i = 1, п, tiO tle зави.r.:и.т от выбора эдемеtlта в кдаr_:t;е . 

Таким образом, мы можем " неренеr.:ти. " онерацию w tia 
KJiat;L:Ы ЭКВИ.ВаJШН'l'НО(.;ТИ. 1 llOJIOЖИ.B 

АнаJю1 ·и. 'itiO ддл J1юбо1 ·о n-aptlo1 ·о (п ~ 1) отtlошеtlи.л, 110 
онредедени.ю, 11ода1·аем (дю1 любо1-о п ~ 1, дюбо1-о 7Г Е: 11(п} и. 
дюбых а1, . . . , ип) 



4.З. Кuнгруэнции и фс:~ктuр-r:иr:темы 241 

110(.;KOJlbKY 1 (.;01 'да<.;но OllJ)tЩ!:',JH:~liИ.IO KOlil 'J.>УЭНТНО(.;ТИ.) ДJ1Л дюбых 

х1 Е: [а1]р 1 ••• , Хп Е: [ип]р у<.;дови.~ (х1, ... , x,i) Е: 7Г зави.t.:и.т ди.шь 
ОТ KJlat.:t.:OB ЭKBИ.BaJl~liTliOL:TИ. ЭJШМ~НТОВ Xi , i = 1, n. 

Замети.м, ч.то в этом t.:дy'iae мы и.t.:11ользова..11и. одинаковые 

(.;И.Ml:IOJlЬl (w И. 7Г) ДJ1Л t.:OOTBe'l'(.;'l'BYIOЩИ.X 011ераци.Й И. отношени.л 

на рсt.зных множе<.;твах, 011и.ралl:ь на t.:Оl'дашени.е о t.:И.l'Hctтypax 

OДHOTИ.llliЫX a..lll'eбpaи. 'tеt.:ки.х (.;И.<.;Тем. 

Итак, 011ераци.и. и. отношени.я. и.<.;ходной <.;и.1'на·1-уры можно 

11еренеt.:ти. на множе<.;тво ю1сt<.;t.:ов экви.ва..11ентноt.:ти. 110 конt'J.>УЭ!:i

ци.и. р t.:01 'дa<.;l:iO 11ри.ведеl:il:iЫМ выше форму дам. lloдy 'iаемал 11ри. 

этом а..111'ебрсtи.'iеt.:кал <.;и<.;тема ( ud'lium/um-1д,Я, t.: и<.;ходной) имеет 

в Kct'tet.:твe l:iО<.;и.теJ1л фaкrrwp-м'liVЖfxrrнзu А/ р. Ее нсt.зывают 

факrпор-систе.мой а..111'ебраи. Ltet.:кoй t.:иt.:темы А по кон:гру

эпции р и. обозl:iсt'tают А/р. tl том <.;J1y 'tcte, ко1'дсt и.<.;ходl:iая. 

а..111 'ебрсtи'iеt.:ксtл t.:иt.:тема А я.нллетt.:л а..111 '~брой (моделью), ее 

фактор-<.;и.t.:тему А/ р l:iазывают фактор-а.л,-геброй (фактор

.моде.л,ью t.:оответt.:твенl:iо). 

Пример 4.5. tlернем<.;л к 11ри.меру 4.4.а. Ко!:it'руэнци.л, 

011редедеl:iнал в этом 11рим~ре, - l:ie 'iTO и.ное, как отl:iошение 

'"V~ ( l:iallOMl:iИ.M7 'il'O ДJ1Я. дейt.:тви.тедЬl:iЫХ 'iИ.L:ед Х 1 У Х '"V ~ У ~ 
~ х - у Е Z 1 <.;м. 2.6). Сдедоватедь!:iо, фактор-а..111'ебра (ffi.1 +1 U) 

V 

адди.тИ.Вl:iОИ l'J.>YllllЫ цедых 'iИ.t.:eJl 110 KOlil'J.>YЗl:iЦИ.И. равеl:it.:тва 

110 модудю 1 - это факrпuр-с:,руппа ffi./Z аддитивliоЙ с:,руппы 
деЙ<.;тви.тедьных 'tИ.<.;ед пи 'livpмaJ1.,t>'fiUMY deJ1.,'U'fneJ1.,IO Z , т.е. 110 

llOДl'J.>YlПle ЦеJlЫХ 'tИ(.;eJl. # 

llри.мер 4.5 е<.;ть нролВJшни.е общей t.:влзи. м~жду 11онлти.лми. 

кон1-руэ1:iции и. 1:iOpмa..11ьl:iOl'O Д!:'дителя. l 'J.>Y 1111ы. Раt.:<.;мотри.м 

этот вонро<.; нодробl:iо. 

llyt.:ть g = ( G, ·, 1) - 1'ру1111а1 а 1-{, = (Н, ·7 1) - ~е нод

l'J.>У 1п1а, лвдлющалсл liОрма..11ы1ым ДеJrителем. Отношение "'н, 

011peд~JШl:il:iOe l:ia l:iОt.:и.теде G и.t.:ходl:iоЙ l 'J.>Y нны так, 'iTO 

U,--v н ь ~ ан = ьн' 
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еL:ть, <.:О1 'дё:1.,<.:1iО теореме 2 .11 , эквив1::1..11еliтliо<.:ть. Докс:1.,жем, '-!ТО 

"-' L-J. ЛВJlЛеТL:Я. KO.l:il 'руэнцией. Ддя. ЭТОl 'О ДOL:Ta,TO'-iliO ДОКа,31:l,ТЬ, 

'-!ТО дюr дюбых а1 Ь, с.;, d Е: G из U"-' н. с.; и b--v н. d <;J1едует ab--v н. c.;d. 
Имеем U"-' н. с.;, и это О31iё:1.,'-iа,ет, '-!ТО аН = с.;Н. To'iliO тс:1.,к же 

ЬН = dH в <.:иду b--v н. d. Та,к кс:1.,к 1-L - норм1::1..11ьный: дедитеJrь, 

то аЬН = аН ЬН. Д1::1..1ше, аН ЬН = с.;Н dH, и, r.:новс:1., иr.:нодьзуя 

r.:воЙ<.:тво норм1::1..11ьно1 'о дедитеJrл, ноду 'iс:1.,ем с.;Н dH = c.;dH , откуда, 
аЬН = e.:dH. 

Фа,ктор-1::1..11гебра, группы g по конгруэнции ......., н. r.:овпа,дс:1.,

ет ( 11од 'iеркнем - не нро<.:то изоморфна,, а, именно L:ОВllа,Дё:1.,

ет) <.: фaкrnup-r::,pynnuй 1'ру1111ы g 110 норм1::1..11ьliому деди.теJ1ю Н 
(<.:м. 2.8). 

Ниже ( <.:м. 4.4) 11окс:1.,3с:1.,но, '-!ТО и., нс:1.,оборот, фа,ктор-1::1..111,ебрс:1., 

любой 1·ру 1111ы 110 11рои.звольной кон1·руэнци.и. е<.:ть ее фс:1.,ктор-

1'ру1111с:1., нu некuтuрuму нuрм1::1..11ьному деJ1итеJ1ю. Мы 11рuдuджи.м 

обr.:уждеии:е идеи. фа,ктор-<.:иr.:темы и: поймем ее глубже, когдс:1., 

<.:вяжем поliлти.е фа,ктор-<.:и:<.:темы <.: общим пuliлти.ем гuмuмuр
фи.змс:1.,, 31iё:1.,КОМ01 '0 lia,M 110Кё:1., TOJIЬKU 110 'iё:l.,L:TliЬIM (;JIY 'iа,ЛМ 1 'ОМU

морфизмов 1'ру1111 и кuдец. 

4.4. Гомоморфизмы 

llyL:ть А = (А, Н, 11) и В = (Н, Sl, 11) - две udнurn'Unныe 

a11,r::,eбpa'Uчer:к'Ue r.; 'ие.:rпемы. 

Оrпuбражен'ие h: А ➔ Н 1iё:1.,Зывс:1.,ют zо.мо.морфиз.мо.м 1::1..111'е

бра,и'iе<.:кой <.:и.<.:темы А в 1::1..111'ебра,и.'-iе L:кую <.:иlтему В, е<.:ди. вы

llUдliЛЮТ<.:л <;J1едующие у<.:Jювил; 

1) ддл любой п-арнuй uпера-цпп w (п ~ О) и любых элементов 

U l , ... , Un Е: А 

2) для любого n-apнur::,u urrm,uшeн'uл к (п ~ 1) и любых эле

меliтов и~, ... , Un Е: А из TOL'U, 'iTO (и~ , ... , ип) Е: 7r, <;JШДует, 'iTO 
( h ( U l ) 1 • •• 1 h ( Un) ) Е: 7r • 
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Мы буд;ем ис.;11OJ1ьзовс1..ть обозtlа.'iение h; А • В д;Jш от·обра.

жеliия: h, лвдлюще1 'Ос.:л 1 'омоморфизмом а,.,1н 'ебраи '-lес.;кой с.;ис.;те

мы А= (А, Н, 11) в а,.,1н•ебрсLи'-lес.:кую с.;ис.;тему В= (Н, Н, 11). 

h 

А 

h(a1) 

: h(a1 ... апw) = h( а1) ..• h( ап)ш 

h(an) 

в 

Рис. 4.2 

Н O11pt\ЦE:;1Leliии L'ОмоморфизмсL аервое ус.:Jювие, которое мож

но ра,с.;с.;мс1..тривс1..1ъ кс1..к ус.;Jювие 
1
, с.;охрс1..нения. оаераций -~, озна'iс1..ет 

с.;J1едующее. Ес.;J1и отобрс1..жеliие h - 1·омоморфизм, то1 вы '-lИс.;J1ля. 
uбраз резу.л,ыпаrпа пр-имепен:ия дюбой unepa'U/U'U w Е S ! к любо
му кuрrпежу арё,у.м.,енrпuв и.з нuс:·иrпе.л,я а,.,1н 'ебрс1..и '-lе с.;кой с.;ис.;темы 

А, т.е. образ 11роизвоJ1ьно1'O эдемента а1 . . . UnW 7 мы можем c.;нa

'-la,.JlcJ.. O11редЕ:;11и1ъ образ каждо1 'о и.з с1..р1 ·у меtlтов и у же к liИM1 
т.е. к эдеме1iтс1..м h(a1) 1 ••• , h (ап), нс1.. нос.;итЕ:;11е а,.,11гебрс1..и'-lе<.:кой 

<.:ис.;темы В арименить рс1..с.:с.:мс1..тривс1..емую оаеµаци.ю (то'-lнее, оае

рацию второй а,.,1н·ебраи '-!ес.;кой <.:истемы, которс1..н. с.;оответствует 

оаерации w; lictllOMliим, '-!.ТО соответс.;твующие дРУL' дру1·у оrш

рации и отliошенил однотиаliых а,.,1н'ебраи.'-lес.;ких с.;и.L:тем мы 

ДОL'Овори.дись oбOЗlicJ..'-lcl..TЬ одиliаково). Этс1.. L:итус1..цил 11роиддю

ст·рировс1..на нс1.. риL:. 4.2. 
Нто рое ус.;довие в оаредеJШliи.и 1 ·омоморфизмс1.. выµс1..жс1..ет 

1
, L:О

хрс1..нение отliошени.й "'; ес.;J1и эдемеliты а1 , ... , Un аервой а,.,1н'ебрс1..

и '-lе<..:кой L:ис.;темы с:вязаны uп1,нuшен'ием р, т.е. (а1, ... , a,i) Е 7Г 1 
то их образы h(a1), . . . , h(ап) ари 1'омоморфизме h L:BН.3cJ..liЫ 

1
, тем же "* отношеliием во второй а,.,1н ·ебрс1..и '-lес.;кой с.;и.с.;теме, т . е. 

( h ( а 1), ... , h ( Un)) Е 7Г . 

" Точ:н:~~ 1 l' iJ..K ж~ 0603.н:iJ..ч:~н:н:ым. ЗiJ..кJпоч:,w i;лoвiJ.. ,, т~м ж~·1 в кiJ..выч:ки, 

мы ~щ~ рсt,.З по.цч:~ркивiJ..~м у~;ловн:о~;ть о.цин:iJ..ково1-о 0603.н:iJ..ч:~н:юt оп~рiJ..ций: и 

Оl'li()Ш~н:ий: U.ЦliUl'ИlIН:ЫX aJH -~бра.и 'i~l;KИ:X (.;И(.;l'~М. 
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Зё:J,мети.м t.:pa..3y, 'iTU и.з тu1'u, 'iTU (h(a1), ... , h(a,i)) Е: 7Г, 1te 
(;.11едуе·1' 1 вuuбще I'Uвuµя., 'iTU ( а1, ... , ип) Е: 7Г. Еt.:ди. же этu 

и.меет мet.:l'U1 т.е . ДШI Bt.:HKUl'U n-Щ)tlUl'U U'l'tlUШetlИ.H 7Г (п ;?: 1) 
и. шuбых а1, ... 1 Un Е: А (а1 1 . .. 1 a,J Е: 7Г TUl'Дё:I, и. тuдькu TUl'Дё:l,7 
KUI'Дё:I, (h(a1)1 ... , h (ап)) Е: 7Г 1 тu I'ё:l,KUЙ 1·uмuмuµфи.зм tla..3ЬIBё:l,IOT 

сrпро-ги.м, -го.м,о.м,орфиз.мо.м. 

Еt.:ли. t.:тµu1 'и.Й 1 ·uмuмоµфи.зм а,JН 'ебр0,и. 'iеt.:кой t.:и.t.:темы А в 

1;1,J1гебр0,И.'iе t.:кую <;и.t.:тему В лвдлетt.:л би.екци.ей А ➔ 13, т·о его 

1tё:1,ЗЫВ0,ЮТ изо.м,орфиз.м,о.м,. Из 011µедеJ~е1tи.я. и.зомоµфи.змё:J, (;JШ

дует, '!ТО ддя. и.зомоµфи.змё:J, h: А➔ В uбparnН,m: urnuбpa;нct:-'Н,'Ut:

h-1: В➔ А ·1'0,кже лвля.етt.:я. и.зомоµфи.змом. Н этом t.:дy'i0,e 1;1,J11·е
бр0,и. 'iеt.:кие t.:и.t.:темы А и. В 1tё:1,ЗЫВ0,ЮТ изо.м,орфНrы.ми и. ни.шут 

А ---..,, В. Е(;.11и a,JH 'е6µ0,и'iеt.:кие t.:иt.:темы и.1tтеµеt.:уют 1ti:1,t.: ли.шь t.:o 
t.:TO.[.)OtlЬI t.:вuйt.:тв и.х 011ерё:1,ЦИ.Й И. OTtlOШetlи.Й, то и.зоморфtiЬШ a,JI

l'e6µ0,и. 'iet.:киe t.:иt.:темы в этом t.:MЬI(;Jie 1te ра..3дИ'iимы, и. тОI'Дё:I, 

l'ОВО.[.)Я.Т о t.:OBllё:1,ДetlИ.И. а,JН'ебрё:1,И. 'iеlЖИ.Х t.:И.t;тем t.: TO'itlO(.;TЬIO ДО 

и.зомоµфи.змё:1,. 

Еt.:ли. l'ОМОМО.[.>фи.зм ЛВJIЯ.етt.:л И.tl'Ы:~кци.ей, то е1'О tla..3ЬIBё:1,IO'l' 

.моНrо.морфиз.м,о.м, и.ди. в.ложеНrие.м,. Н том t.:лу 'iё:l,e , коt'Дё:1, t;уще

L:тв ует ВJюже1tи.е а,JН 'е6µ0,и.'iеt.:кой t.:и.t;темы А в a,JH 'е6µ0,и. Lшt.:кую 

t;и.t.:тему В, которое я.влнетt.:я. ·1•0,кже t;I'.[.)OI 'И.M 1 'омомоµфи.змом, 

то l'ОВО.[.)ЛТ, 'iTO неµвё\.Л а,JН'ебрё\.И'iеt.:Кё\.Л t.:И.t;TeMc\. и.зоморфtiО 

ВКJiё\.ДЫВё\.еlТЛ во втоµую. 

Еt.:ди. I'Омомоµфи.зм h: А ➔ В я.ВJ1летt.:л t;Юръекци.ей, то е1'О 

1tё:1,Зывают эnи.м,орфиз.м,о.м, А tlc\. В. llµи. эни.моµфи.зме 1tо t.:и.

теJ1ь а,JН'ебрё:1,И'iеt.:кой t.:иt.:темы В t.:ОВllё:1,Дё:1,еТ t; обра..3ом 1tоt.:итедл 

а,JП'ебµё\.и'iе t.:кой t;и.t.:темы А 11µи отобµё\.же1tии h, т.е. 13 = h(A). 
н этом t.:ду 'ic\.e ГОВО.[.)ЛТ' Тё\.КЖеl 'IT'O а,JlГебрё\.И'iеt.:ко..л (;И.t;ТеМё\. в 

лВJ1я.етt;л -го.м,о.м,орфНrы.м образом системы А нµи. I'Омомоµ

физме h1 и запиt.:ЫВё:1,ЮТ это Кё:1,К В = h(A). 
1 'омомоµфи.зм а,JП 'ебµё\.и. 'iеt;кой t.:и.t.:темы А в t;ебя. tlа..3ывё\.ют 

эНrдо.м,орфиз.м,о.м, а,JН'ебр0,и. 'iеt.:кой t.:и.t.:темы А. Э1tдомоµфи.зм1 
лвдлющи.Йt.:л измоµфи.змом, 1tа..3ьшё\.ют авто.морф из .мом. 

Jle1'KO дока..3ё\.Ть (;JШдующее утвеµжде1tи.е. 
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Теорема 4.2. EL:J1и. h: А➔ В и. g: В ➔ V - 1'омоморфи.змы1 
то комнози.ци.л h () g: А ➔ V - тоже 1'омоморфи.зм. # 

.i->ctнee (<.:м. 2 и. 3) мы до<.:тсtточно аодробно об<.:уди.ли. 110-
нлти.е 1 'омоморфи.змсt длл а,Л,ё-ебр - ё-рупп и. КU,Л,е·ц. Зсtмети.м, 

что длл c:LJH 'ебр любой 1 'омоморфи.зм лw1летL:л L:'l'ро1 ·и.м, та.к ка.к 

L:и.гнсtтурсt с:LJrгебры включ:сtег тодько оп.ерсtции: и. уL:Jюви:е 2 в 
011редеJШ1iи.и. 1·омоморфи.змсt. длн. liee lie рсt.L:<.:мсtтри.всt.етL:.н. llри.

ведем некоторые доаодни.тедьные ари.меры l'Омоморфи.змов. 

Пример 4.6. а. Ра.L:<.:МО'l'ри.м ,Л,еrJый R-мudy,Л,1:, 

ксt.к а.Jrгебрсt.и'IеL:кую <.:иL:тему, <.:И.Г.llct.гypct которой помимо груп

аовой 011ерс1.,ци.и. L:Jюжеliи.н: и. liудн: 1·ру1111ы О L:одержи.т и. y!ia.,pliыe 

оаерсtции умножени.л элементов 1·ру1111ы на. эдементы кольца. R 
(мощно<.:ть множе<.:твсt эти.х оаерсtций рсtвнсt. мощно<.:ти. IRI liО<.:и.

тедл R KOJlbЦc\., R). l'омоморфизм h: М1 • м'2 эти.х R-модудеЙ 

еL:ть тсt.кое отобрс1.,жени.е, что ддл в<.:ех :1,· 1 у Е: м- и. вL:ех а Е: R 

h(x + у) = h(x) + h(y), 

h(r.vrx (:c)) = r.vrx(h(x)). 

ИL:аодьзуя вме<.:то вырсtжеliи.л Wrx ( х) более ари.вычliу ю зсtаи.<.:ь 
а:.> х, ари.ведеliliЬШ выше уL:Jюви.н: 11редL:тс1.,ви.м в ви.де 

h(x + у) = h(x) + h(y), 

h (a :.> х) =а:.> h(x). 

В L:J1y чае ,Л,'U'Нtейн,uё-u npvcmpaн,cm,rJa н,ад nv,Л,ем отобрсtжеliи.е, 

у довлетворлющее эти.м у<.:Jюви.лм1 е<.:ть tle 'iTO и.tloe, как ,Л,'U

nейnый vneparnvp. Тсtки.м обрёLЗом, ди.liеЙные оаерсtторы L:уть 

еомоморфи.змы ди.неЙliых apoL:тpctliL:Tв. 

б. Ддл ли.нейно1'О apOL:'l'pctнL:твct отобрсtжени.е, <.:0110L:тсtВJ1л

ющее ксtждому вектору х вектор х + а длл фи.к<.:и.poвctliliOI 'O 
V 

lieliyдeвo1·0 вектора. а, lie я.вдле1·L:л ди.liеИliым оаератором и., <.:JШ-

довсtтедьliо, tle Я:ВJНШТL:Л l'ОМОморфи.змом 3i::tДi::tlili01'0 JlИ.lieЙliOl'O 
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f 
-----

а4 f(a1)=f(a2) f(a3)=f(a4) 

h( а2) h( а1) h( а4) h( а3) 
с 

в 

g( a1)=g( az)=g( аз)=g( а4) 

V 

Рис. 4.3 

нроL:транL:тва в L:~бл. д~ЙL:ТВИТ!:;11ЬНО7 ДJ1Л любОl'О l'ОМОМОр

фи:зма модул~й (и JlИ:H~ЙliЫX 11poL:тpaliL:TB7 в 'iaL:T'HOL:ти) образ 

11ул~во1'0 в~ктора ~L:ть нуд~вой в~ктор. Зд(;L:Ь ж~ О г----+ а f О. 

в. llyL:ть А = (А1 р) и В = (Н 1 р) - мudeJt/U <; од11им би.11ар-

11ым отнош~ни~м. Отображ(;НИ:(; h: А • Н будет 1 'омоморфи:з
мом 11~р1:юй МОД(;JIИ во вторую, L:Ol'дaL:110 L: общим 011р(;Дt;11~11ием1 
то1·да и только то1·да, ко1·да для. любых х, у Е: А из х р у (.;J1еду

(;Т h( х) р h(y). Н чаL:т110L:ти1 (;(.;JlИ р - итнишен'Uе ·rwp,)(.,d·кa1 то 
нодучаем х ~ у =? h(x) ~ h(y). 

Таким обро.Зом, гомоморфизмы упир,)(.,сJиченных мнижесrпв -
это минurпuнные итибражен·и,)(.,. На риt.:. 4.3 в ви:д~ диа1 ·рамм 
XaL:L:(; и:зображ~ны четыр(; уноря.доч(;нных мнОЖ(;t;Тва. М11ож(;
L:тво Н лgдл~тL:л 1 'омоморф11ым образом м11ож~t;тgа А, 110 li~ 

Л!3J1Л~Т(.;Л е1 'О <;трОl 'ИМ 1 'ОМОморфliЫМ образом; MliOЖeL:Tl:$O С еL:ть 

L:тро1·ий 1'омоморф11ый образ м11ожеL:тgс1, А; 11ако11ец, м11ожеL:тgо 

1) 11~ я.gдю~тr.;л 1·омоморф11ым образом м11ож~r.;тgс1, А. # 
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У (;TctliOBИM тellt\l)Ь (;ВЛ3Ь между llOliЛTиeм L 'ОМОморфи3Мс:\, И 

11O1tя.тием факrпuр-с:'иппемы. Дою1,3ывс1,емые 1tиже µе3удьтс1,'1ъ1 

ко1tкрети3ируют ддл с1,JН'ебрс1,и 'iес;ких с;ис;тем t.:вя.3ь между 11O-

1tя.тием отобрс1,же1tия. и llOliЯ.Tиeм ОТliОШен.ия. ЭКВИВсl,JlеН.ТН.Оt.:ТИ 

(t.:м. 1.7). 

Теорема 4.3. Ддя. дюбой кон.1'руэ1tции р lia, с1,J11·ебрс1,и'iеt.:кой 

t.:ис;теме А = (А, Н, 11) кт-t,И'Н/ичес:ка,}(, с:юръеки;и,}(, hp мн.ожеt.:'l'Ва, 

А н.ВJ1.нетt.:н: t.:тро1 ·им эниморфи3мом a,JH 'ебрс1,и 'iес;кой t.:иt.:темы А 

нсt ее фсtктоµ-t.:иt.:тему А/р. 

• Ддл кс1,н.он.и'iес;кой с;юръекции 3с1,дс1,е,1·с;л hp. Имеем hp(x) = [х]р 
(длл пµои3волыrого х Е А). В t.:илу опµеделенил конгµуэнции 

V 

ддн. 11роиз.1:юдьн.ых п-с1,рн.ои O11ерс1,ции w и п-с1,рн.O1 'О отн.ошен.ин. 

7Г и дюбых u,1 1 ••• , ап Е А1 t.:OL'JLctt.:н.o онредеJ~ен.ию онерсtций и 

отн.ошений н.с1, фс1,ктоµ-мн.ожеt.:тве А/ р ( t.:м. 4.3), имеем 

hp(a1 ... Uпu.7) = [а1 ... UпW]p = [а1]р ... [ап]рw = hp(a1) ... hp(aп)w, 

(а1, ... , a,J Е: 7Г ~ ([а1]р, .. . , [ап]р) Е: 7Г, 

откудс1, и t.:Jieдyeт, 'iTO hp - с;трогий гомомоµфи3м. • 
Нвиду т·еоµемы 4.3 кс1,нон.и ч:ес;кую t.:юµъекцию hp (длл ко1t

груэнции р) можно на,3вс1,гь капопи·ческ·им -гомоморфизмом 

a,JH ·ебрс1,и 'iеt.:кой t.:иt.:темы А. 

Снµсtведдивсt теоµемсt1 обµсtтна.я. теоµеме 4.3. 

Теорема 4.4. Ддл дюбо1'0 с;тро1'ОL'О гомоморфи3мсt h: А ➔ 
• В отн.ошение fJh lia, liоt.:ителе А ё:1.Jrгебµс1,и ч:еt.:кой t.:иt.:темы А, 

онредеденное тс1,к 1 что XfJnY ~ h('.J.:) = h(y) для. любых 'J.:, у Е 
Е А, лВJ1лет(;л кон.1 ·руэн.ци.ей, нри.'iем имеет ме(;тО и.3оморфи.3м 

h(A) '"V А/ fJh· 

• llу(;ть h: А • В - гомоморфи.3м, то1 'Дсt fJh - экви.ва,JШН'l'

н.о(;ть ( (;М. 1. 7). 
Нведем отобрсtжен.ие i; A/pti • h(A), нолс1,1·с1,я. i([a]r,J = h(a). 

Это дейt.:твительн.о отобрс1,жен.ие, тс1,к кс1,к эквивс1,J~ен.тн.ые ЭJШ

мен.ты мн.оже(;·1·вс1, А имеют один. и тот же обра,3. llо(;кольку 
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ю:~эквившшнтньп:~ эдементы имеют разные образы, то i - инъ

екцил. О'iевидно, 'iTO i лш1яетс..:л с..:юръекцией. Сдедова..тедьно, 

i - биекция.. 

Дшше, ес..:ди а1 fJh Ь1, ... , ап fJh Ьп 1 то 

т.е. а1 ... Unu.J fJh Ь1 ... bnw ддя: дюбой 'n-а..рной онера..ции w. 
'Го'iно та..к же 

( а 1 1 ... 1 а п ) Е: 7Г • ( h ( а 1 ) , ••• , h ( ап ) ) Е: 7Г • 
• (h(b1), ... , h(b,i)) Е: 7Г • (Ь1, ... , Ьп) Е: 7Г, 

при 'iем пос..:леднлл и.мпдика..цил с..:прс:1.,ведливс:1., в с..:илу того, 'iTO h -
с..:трогий гомоморфизм. 

Ита..к, fJh - кон1'руэнцил на.. А. Оt.:та..етс..:л дока..за..ть, 'iTO 
имеет мес..:то изоморфизм h(A) :::= А/ fJh· 

да,.11ее et.:JIИ u.J с п(п) ТО 
1 1 

i([a1]ptz, , ... , [an]ptz, w) = i([a1 .. ,anw] ptz, ) = 

= h(a1 .. . апw) = h(a1) ... h(aп)w = 

= i([a1]ptz, ) ... i( [aп]ptz, )w, 

т .е. i ,, с..:охра..нлет " O1шра..ции. 
f->а..с..:t.:ужда..я. а..ншю1 ·исrно, можно доказа..ть1 'iTO i ,, с..:охра..ня.ет 1• 

и отношенил Ка.,К любой l'ОМОМОрфизм . .DОдее TOl'O, llO t.:KOJIЬKY 

h - t.:'1'рО1'иЙ l'Омоморфизм, то ддл дюбо1-о отношенил 7Г 

(i([a1]ptz,), ... , i( [aп]ptz, )) с 7Г • (h(a1) , ... , h(ап)) с 7Г • 
• (а1, ... , a,i) с 7Г • ([a1]ptz, i ... , [aп]ptz, ) с 7Г, 

и1 t.:J1едова..теJ1ьно, i - изоморфизм А/ fJh нс:1., h(A) (и В,JЮжение 

A(ph в В). ► 

Т'а..ким образом, дюбой с..:тро1·ий 1·омоморфный образ а,.111-е

бра..и 'iе t.:кой с..:ис..:темы с..:овна..да..ет с..: то'iнос..:тью до изоморфизма.. t.: 
некоторой ее фа..ктор-с..:ис..:темой. 
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Пример 4. 7. 1).>ебовс:L1tи.е G'l'pOl'OGти. 1'омоморфи.змс:L в тео

реме 4.4 ЛВJlЛеТGЛ c.;yщeGTBeliliЫM. н 11ри.мере 4.4.д MOliOTOliliOe 

отобрс:t.ж~1tи.~ f' li~ 011р~д~дя.~т ко1t1'руэ1tци.и. lic:t. у нopядo'i~liliOM 

м1tожес.;тве А, та.к ка.к 1te я.вдлетс.н с.;тро1 'и.м 1 'омоморфи.змом ( с.;м. 

нри.мер 4.6.в). # 

Из теоремы 4.4 вытека..ет, 'iTO любой Gтро1'и.Й 1'омоморфи.зм 

h: А ➔ В мож1tо ра.ЗJюжить в комнозици.ю ка..1tо1tи'iес.;ко1'0 1'омо
морфи.зма.. А lia. А/ fJh и. мо1tоморфи.зма.. А/ fJh в В (который будет 

изоморфизмом А/ fJh, ::::: h(A)) . 
Прим~tlля. дuкa.3c:t.tltlыe теор~мы 4.3 и. 4.4 к 'ic:t.GTtloмy еду 'ic:t.IO 

а.JН 'ебра..и. 'iеGки.х Gи.Gтем - а.JН'~бра..м, 11оду 'iа..~м GJШДGl'BИ.~. 

Следствие 4.1. 1. Любой гомоморфи.зм h а.J1гебры А= 
= (А, П) oд1toз1ta..'iliU онредеJ1.нет ко1t1'руэ1tци.ю fJh lia. А, 'l'а..кую, 

'iTU h(A),...., А( Ph· 
2. Jlюба..л коtlгруэtlци.я р tla.. а.Jrгебре А = (А, П) UДtlUЗtla..Ч:tlU 

011ред~д.нет 1tекоторый 1'омоморфи.зм hp Дa..liliUЙ а.JН'ебры lia.. 

фа..ктор-а.Jп'ебру А/ р. 

llри.меtlи.м ноду 'ietltlЬШ резудьта..ты к теори.и. l'PY 1111. До

ка..жем, 'iTO фиктuр-с:руппи Зa..Дa..liliOЙ: 1'ру1111ы пи 'Н,Ирми,1н>'Н,ИМУ 

c}t:,Jl,'U'fne,f/,IO ( с.;м. 2) с.;овна..да..ет с.; фа..ктор-а.Jн 'еброй: у ка..за..1t1tоЙ: 1 'РУ 11-
V 

ны 110 tleкuтupuи коtl1'руэtlци.и.. 

llр~жде вс.;его зс:t.метим, ч:то нос.;кольку фс:t.ктор-а.Jrгебра.. лю

бой группы (по дюбой конгруэнции) изоморфна.. некоторому ё.-И

мuмuрф'Н,uму uбризу этой: ё.-руппы, а. 1'омоморфtlыЙ обра.З вGлкой: 

1'ру1111ы лвJ1летс.;я 1'ру1111ой (Gм. 2.8), то фа..ктор-а.Jн'ебра. 1'ру1111ы 
110 дюбой ко1t1'руэ1tци.и. ес.;ть 1'ру1111а.. 

Дока..жем те11ерь G,J1едующую теорему. 

Теорема 4.5. Пус.;ть g = (G, ·, 1) - прои.звuдыiаJI группа. и 

(J - KOtll'PYЭliЦИ.Я Юi Ю:~Й. 'l'Ul'Дa. фа.ктор-l'РУНllа, g ! (J GOBlla.Дa.eт 

с.; фа.ктор-1'ру11110й g /Н 110 tlекоторому tlOpмa.JIЬtloмy деди.телю 

1{ l'ру1111ы g, 

• f->а..GGмотри.м Ka..liUliИ'ieGки.Й I'Омоморфи.зм hp 1'ру1111ы g. Е1'0 

,}(,dpuм ЛВJIЯется MtlOЖeGTBO вс.;ех эдеме1tтов, ЭKBИ.Ba.JШtlTtlЫX ( 110 
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КО.1:iI'РУЭ.1:iЦИИ р) еiJ,ин., ·и·це ё,руппы. Но 1101..:кодьку 1 t.:OI'дa.t.:.l:iO тео

реме 2.191 лдро ка.ждого с-имимирф·изма ё-рупп еt.:ть нирма,Л,t>Ный 

де,Л,'U',n(:;,Л,1:) , то М.1:iОЖе t.:тво [1 jp (кда.t.:t.: ЭКВИВШШ.1:iТ.1:iОt.:ТИ едИ.1:iИЦЫ 

1·рун11ы) ЛВJIЯ.е'l't.:Л .1:iОрМШIЫiЫМ Дt',JlИТеJшм* . Этот нормШIЫiЫЙ 

дедит~rь, обозна.'iа.емый дшrее Н , бу ду'--lи кла.t.:t.:ом эквившшнтно

t.:ти еди.1:iицы I 'PY 1111ы g, ЛВJ1я.е·1· t.:я. еди.t:iицей фа.ктор-1 'РУ 1111ы g / р 
и фа.ктор-1·ру1111ы g /Н. Оt.:тшюсь 11ока.За.ть, 'iTO 11роизводь.1:iыЙ 
JШВЫЙ t.:межный KJia.CC a[l ] р t.:ОШlа.да.ет с KJia.L:t.:OM эквившrентно
сти элемента. а Е G. Ддл вслко1 'О эдемента. у этого кда.t.:са. имеем 

у = ах ДJIЛ некоторо1·0 xpl. Тоr'да., та.к ка.к р - кон1'руэнция., 

ПOJIY"IИM 

у]р = [ах]р = [а]р [х]р = [a]p[l]p = [а] р, 

откуда. a[l]p = [а]р , Ита.к, ка.ждый левый t.:меж.1:iыЙ кда.сt.: 110 
нормш1ьному делитедю Н я.вдлетсл одновременно кда.сt.:ом экви

вШШ.1:iТ.1:iО t.:ти 110 исход.1:iоЙ КО.1:iI'РУЭ.1:iЦИИ р, а. 1·ру1111ы g / р и g /Н 
COBLia.Дa.IOT. • 

Та.ким обра.Зом, имеет место вза.имно однозна.'iное соответ

t.:твие между кон1'руэнцилми на. I'py1111e и нормш1ьными д~rи
тедлми этой группы, и ка.ЖДаJI фа.ктор-группа. по конгруэнции 

лВJнштсл в то же времл и фа.ктор-1·ру1111ой 110 нормшrьному де
дитедю, и на.оборот. 

На.жным резудьта.том ДJIЛ 1·ру1111 лвдлетсл и сдедующа.л тео

рема.. 

Теорема 4.6. Ядра.ми 1·омоморфизмов 1·ру1111 СJ1ужс1,т нор

мш1ьньш д~1итеди1 и только они. 

• То) 'iTO лдро l'ОМОМОрфизмс1, 1·ру1111 есть нормш1ьный Д~IИ

тель, дока.3с1,но выше ( t.:м. 2. 8). Нс1,оборот 1 есди Н - нормш1ь

ный дедит~1ь g, то отношение rvн - кон1·руэнцил (см. 4.3), а. 

множеt.:тво Н - лдро СОО'l'Ветств у юще1 'О Кёl,НОНИ 'ieCKOI 'О I 'ОМО

морфизма.. ► 

" Тuч:н~~. нurмсtльн:ым 1.1,~ЛИТ~Л~М бу ч~т Пl)l.J,l 'I>Y ПШ:t, Нl)СИТ~Л~М Kl)Tl)I>l)И 

».~д».~:гс». мнuж~ст~u [l)p, 
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Н t;и.ду ус.;т1:Lнош1енной с.;ш1з.и между ф1:Lктор-t;ис.;тем1:Lми и 1'0-
моморфиз.м1:Lми можно утвержд1:L'1ъ, '!ТО ф1:Lктор-с:\J11'ебр1:L дюбо1'О 

KOJlbЦi:L 110 дюбой КОНl 'руэнции Hi:L этом кодьце Я.ВJlЯ.етс.;я. КОJIЬЦОМ. 

Еt;тес.;твенно н1:L3.1:.щ·1ъ е1'О фактор-ко.л,ьцо.м (110 31:LДi:Lнной кон
еруэнции). 

Пример 4.8. Ki:Lк у же быдо 11ок1:L31:Lно в нримере 4.4.б, от

ношение = k ес;ть кон1'руэнцил Hi:L кодьце цедых. 'iИt;eJl. Можно 
ДUK1:L31:LTЬ, 'iTU фi:LKTOp-KUJlbЦU KOJlbЦi:L ЦеJlЫХ. 'iИ(.;eJl 110 ЭТОЙ КОН

l'РУЭНЦИИ из.оморфно кuдьцу zk ВЫ'iетов 110 модудю k, 110(.;KOJlb

кy t;uuтветс.;т'вующий Ki:LtlOtlИ'iet;кий гuмuмuрфиз.м t;UПUt;T1:LВJ1лeт 

Кi:Lждому цедому 'iИ(.;JIY 'f{l, с Z е1'О KJli;L(.;(.; ЭКВИВс:\JШНТНО(.;'l'И [ni]_k, 
и с.;ущеt;твует ес.;теt;твенное, с.;ох.р1:Lнлющее 011ер1:Lции вз.1:Lимtiо oд

tIUЗHi:L'itIUe L:оuтветс.;твие между мtiuжес.;твuм этих. кд1:Lс.;с.;uв (т.е. 

ф1:Lктор-множес.;твом Z/ =(пюdk)) и множес.;твом {О, 11 ••• , k-1} 
Оt;Тi:Lтков от деленил нi:L k (t;м. тi:Lкже пример 2.25). # 

Н 31:LKJIIO'ieниe док1:Lжем три теоремы, которые 011иt;ыв1:Lют L: 
TO'iJ:iO(.;'l'bIO до изоморфизмi:L BL:e llОду1'ру1111ы, l'ру1111ы И KOJlbЦi:L. 

D у дем говорить, 'iTU пuлугруппi:L S = ( 8, ·) изuмuрф.н:u вкд1:L
дыв1:Lетс.;л в мu.н:uид М = ( М, ·, 1), ес.;ди t;ущес.;тв ует монuмор

физм S в М, т.е. е(.;J1и обр1:L3 11оду1'ру1111ы S 11ри этом моtiомор
физме лВJrлетсл некоторой пuднолугру1111uй (но, вообще говорл, 

tle llOДMOJ:iOИДOM) MOJ:iOИДi:L М.. 

Н1:L11ример, 11оду1'ру11111:L ( (01 1), ·) из.оморф!:iо вкд1:Lдыв1:Lетс.;л в 
мutlоид ((О, 1], ·, 1), 1'де u11ер1:Lция. · - uбы'itlOe yмtloжetlиe 'iиt;ед . 

Теорема 4. 7. Jlюбi:LЛ 11оду 1'py11111:L изоморфно вкд1:Lдъш1:Lетс.;л 
V 

в некоторыи моноид. 

• lly L:ть S = ( S, ·) - 11uду 1 'РУ 11111:L, не нш1п.юща.Лt;n. мutlоидом 
('1'1:LK Ki:LK ИHi:L'ie Olii:L трИВИс:\JlЬНО ВКJI1:LДЫВ1:Lетс.;л (.;i;LMi;L В с.;ебя.). 

llyc.;·1·ь { Е:"} - 11pOИ3.l:IOJlbJ:iOe ОДJ:iОЭдемеНТJ:iОе МJ:iОЖес.;тво, не 11е

рес.;ек1:Lющеес.;л t; S. Он ред едим Hi:L множеt;тве S U { Е:"} 011ер1:Lцию 
· с.;Jшду ющим обр1:Lзом; нi:L S 011ер1:Lцил · с.;ов111:Lд1:Lет с; 011ер1:Lцией 

11оду 1 'РУ 1111ы S, i:L ддя: кi:Lжд,01 'О а Е: S U { Е:"} oнi:L у довдетворя:ет с.;о-
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UTtlUШt;tlИHM а · ~ = t· · а = а. 0'-it;BИДtlU, 'i'l'U М = ( S u е: , с· ) -
трt;буемый мuнuид . • 

Теорема 4.8. Jlюбuй мu1tuид изuмuрф1tu вкдсt.дывсt.етt.:н. в 

с·иммеrпр-ичес·к'Uй мuнu'Ud некuтuрuгu мнuжеt.:твсt. А. 

• llyt.:ть S = (S, ·, 1) - мuнuид. Сuнut.:тсt.вим ксt.ждuму а Е: S 
11реuбра.Зuвсt.1tие f'и; х t----+ х · а (нµсt.вый t.:дви1· tla. а) м1tuжet.:1·вct. S. 
Отuбрсt.жение а t----+ f'и мнuжеt.:твсt. S в м1tuжеt.:тво вt.:ех нµеобµсt.

зовсt.ний S и1tъективно1 ноt.:кодьку еt.:ди а f Ь, то f'и ( l) f /1,(l) и 
f'и f /1,. Да,.11ее, еt.:ди с;= а· Ь, то 

Итсt.к, а г---+ f'и еt.:ть мu1tомuрфизм S в t.:имметри 'iеt.:кий мо1tuид 
MtlUЖ(;t.:'l'Ba. А. • 

Теорема 4.9 ( rпеорема Кэ.л·и). Jlюба,Н 1·µy1111ct. изuмuрф1tu 
вкда.дывсt.етt.:л в с:·иммеrпр'Uч,ескую ё,руппу 1teкuгoµuгu м1tuже

t.:твсt. А. 

• E(.:JlИ S = (S, ·, 1) - l'l>Ylllla., TU BB(;Д(;tltlUt; в ДUKa.Зc\.T(;JIЬt.:TB{; 
теuремы 4.8 11µеuбра.Зuвсt.1tие f'и; х г---+ х · а м1tuжet.:1·вct. S будет 
у же биекцией. Чтuбы этu дuка.Зсtть, дut.:'l'ctTU'itlU нut.:тµuить 

urnuбpaжe1-,;ue1 uбparnнue f'и• Дейt.:твите.11ь1tо, t.:дни1' f'u - 1 tla. а-1 

будет отобµсt.же1tием, обµсt.т1tьrм t.:двигу tla. а; 

To'iнU та.к же и f'и (f'u,-1 (х) = х. Из дuка.Зсtннu1'U t.:дедуе·1·, 'iTO 
MtlOЖ(;t.:'l'!>O вt.:ех нра.!>ЫХ СД!>Иl'О!> MtlUЖ(;C'l'!>a, s uбра.Зует llU uне-

V 

рсtции КUМllUЗИЦИИ 1·ру1111у , Я.ВJlЯ.ЮЩуюся. llUДl'l>YlillUИ t.:имметри-

'iеt.:кuй 1·ру1111ы м1tuжествёL S. 
Из докёLзсtтедьствёL теоµемы 4.8 закдЮ'iёLем , 'iTU uтобрёLже-

1tие а г---+ f'и, со11ut.:тёLw1лющее кёLждuму эдеме1t'I'У а мнuжествёL S 
(нut.:ителл мu11uидёL S) t.:двиг НёL а, инъекгивнu и лвллегсл, бu

дее 'l'Ul 'U, МUtlUМUрфизмом MUtlUИД а, s в симметри '!(;(;КИЙ MUtlOИД 
MtlUЖ(;t.:'l'Ba. S. Hu llUCKUJIЬKY 1 КёLК МЫ TUJIЬKU 'iTU llUKa.3a.JIИ 1 В ТОМ 
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(.;.Jly'ia,e, КОl'Дс\, МОliОИД, S я.wн1ется. 1·ру1111ой, ДJlЛ дюбОl'О U с S BЬl
llOJlli}ШTCЛ pct,вeliCTBO f"u - 1 (х) = J";; 1 (x), то Дc\,liliЬlЙ МОliОморфизм 
отобрсt,жсt,ет эдемеliт, oбpct,'l'liЫЙ к и, в сдви1', oбpct,'l'liЫЙ сд,ви

гу f"и• Тем Ссt,мым Oli ока,3ы1:щетсл уже мономорфизмом группы 
S в группу вt.:ех подt.:тсt,новок множеt.:твсt, S ( и изоморфизмом Hct, 

нодгру ану всех нрсt,вых t.:двигов Мliожествсt, S), т.е. изоморфliым 
вJюжеliием ш~рвой 1 'РУ 1111ы во вторую. • 

lly t.:ть К= (К, +, О) - сt,бедевсt, l 'PY 1111ct,. Hct, м11ожеt.:тве Епd( К) 
вt.:ех эндоморфизмов группы К можно определить стр у к туру 

кольцсt, t.:ледующим обра,3ом. Умножение эндоморфизмов опре

ДеJ1им Кс\,К их комаозицию, а, CJIOЖeliиe - Та,К, 'iTO ДJl.Я. дюбОl'О 

х Е:: К вы11од11еliо рсt,ве11ство (f" + у)(х) = f" (x) + у(х). 
Нведем ·1'сt,кже 11удевой Эliд,оморфизм О 1 ддл всех х 110Jюжив 

0 ( Х) = 0, И Кс\,ЖДОМУ э11доморфизму j" COllOCTc\,BИM 11ротиво110-
JЮЖtlЫЙ Эtlд,Оморфизм - j", Д,JlЛ Кс\.ЖДОl'О Х llOJIOЖИB (- j) (:i;) = 
= - j" (x). 

Moжlio дока,3сt,·1ъ, 'iTO тем t.:сt,мым д,ейt.:твитедьliо 011peдeJ1elio 

кодьцо (ароверив вt.:е акс:иuмы KUJl,u'Lfa, см. 2.3) . Е1'О liс\,ЗЫВсt,Ют 
КОJl,ЬЦОМ эн,доморфизмов абеJJ,евой -гpynnьi К. 

Теорема 4.10. Любое кодьцо изоморфliо вкдсt,дывсt,е 1·t.:.я. в 

кодьцо Эliд,оморфизмов liекоторой сt,бедевой 1 'РУ 1111ы. # 

ДоКс\,Зс\,ТеJIЬL:ТВО этой теоремы провод,ИТ'L:Л по с\,Нс\,JЮГИИ. L: 

дока,3сt,1•еJ1ьствсt,ми теорем 4.8 и 4.9. Иt.:комое ВJЮЖеliие оареде

ллетt.:л L:Jrедующим обра,3ом: п.уt.:ть R = (R, +, ·, О, 1) - кольцо. 

Ддя. дюбо1'0 .,. Е:: R 110Jюжим j",. (x) = х · ·г. То1•дсt, отобрсt,жеliие 

,,. г----+ j",. и еt.:ть требуемое wюжеliие, ари 'iем в Ксt,'iестве сt,бедевой 
l'PY 1111ы выстуна.ет а.ддитивliсLЯ. 1'py111ra. кодьца. R. 

4.5. Пря:мые произведения: алгебраических систем 

Ча.t.:то возника.ет н1:юбходимоt.:ть, имел некоторые иt.:ход,ные 

udн,u;п·ипные аJС,;;,ебра·ич,ес:к·ие с:·ис:тпемы, oapeдeJШliliЫM обра,3ом 

" pct,capot.:тpct,liить 1' их unepa-11/U'U и uтпнuшен,·и,}(, lia, deкapmuf> и 
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прu'Uзведен.·ие их н.uc·uuir:;.ll,eй,; 1iа..11ример1 онредt',JIИТЬ L:труктуру 
с:,руппы ( кuдtJ 'UrU, ·пuд,Я,) ш:1 декс1..ртовом нроизведеliии liОL:ите

деЙ 1tекоторых t'py1111 (кодец1 нолей) иди. нереliеL:ти. L:труктуру 

'Uн.dукт:ивн.ис:,и уnuр,Я,duч,r:;'Н,'Н,Иё-И мн.ижестпви на.. декс1..ртово нро

и.зведение ноL:итедеи зс1..дс1..нных индуктивных унорлдо'iенных 

МliОЖеL:тв И. Т.11. НылL:liИ.М, Ка.К OL:yщeL:'l'ВJlЯ.eTL:Л Та.КОЙ 11epe

liOL: 011ер1:1,ци.Й и отliошеliи.Й, 1:1, та..кже t.:форму ли.руем liекоторые 

уt.:Jюви.л, нри. которых вt.:е t.:войt.:тв1:1, и.t.:ходных щп·ебра..и.'iе t.:ки.х 

t.:иt.:тем t.:охр1:1,нлютt.:л в их дека..ртовом 11роизведе1iи.и . 

llyt.:ть А1 = (А1, S!, 11) , ... , Ап = (Ап 1 S!, 11) - OДliOTИ.llliЫe 

щн 'ебра..и 'iеt.:кие t.:иt.:темы ( их с·ис:,н.итпуры, ка..к и элемеliты этих 

l:Иl'lia..тyp, обозна..'iа..ютt.:л одина..ково). Ра..t.:t.:мотрим дека..ртово 

произведение В = А 1 х ... х Ап их lIОt.:и.тедеЙ и: пepeliet.:eм lla.. В 
ОШ;ра,ЦИИ. и. OTliOШE;liИЯ. Иl:ХОДНОЙ l:И.l'На..туры l:дедующим обра..-

30М. 

1. Дш1. любой тп-ирн.uй (тп ~ 1) unepU'tl/U'U v.J Е S! и нроизводь
liЫХ КИрrnе;ж;ей, X i = (Xi l, ... , Хiп) с Н 1 i = 1, 'ffl,1 llOJIOЖИM 

Ддл дюбых 'Н,yд1Jupн.1Jix иперuц'Uй и~, ... , Un щп'ебра..и.'iеt.:ки.х 

l:ИL:тем А1 1 ••• , Ап онре.цедим кортеж а = (и~, .. . 1 ип) ка.к 

liудьа..рную 011ерс1..цию на.. множеL:тве Н. 

2. Ддл дюбо1'0 s-apн.uc:,u иrnН,И'Шен.·u,Я, 1r Е 11 (s ~ 1) и 11ро
и.звоJ1ь1tых кортежей X i = (xil, ... , Xi,J Е Н, i = 11 s, ноJюжи.м 
(х11 . . . , х~) Е 7Г ТОl'.да.. и. только ТОl'Дс\., КОl'Дс\. (xij, '"1 X~j) Е 7Г 
ДJIЯ. Кс\.ЖДОl'О j = 1, n. 

lloлy 'ieliliY ю та..ки.м обра..3ом щн ,ебра..и 'iet.:кy ю l:ИL:тему В lia.. 
Мliожеt.:тве Н = А1 х . . . х Ап liа..3Ыва..ют прямым (дека..ртовым) 
nроизведепием U.ll,~eбpau'Чtecкux систем Ai , ... , Ап и. обо-
31Iа..Ч.а..ют А1 х . .. х Ап, 

Н том l:JlY 'ia..e, коt'Да.. А1 = ... = Ап = А, ноду 'iа..ем п-ю декар
rпову crnenent, щн'ебра..и 'iеL:кой L:иt.:темы А, обозliа..'iа..емую Ат. 

Замечание 4.4. НеL:колько оL:обшrком L:'l'Оит l:JlY 'iа..Й п = О. 
Ка..к и.звet.:'l'liO ( l:M. 2. 2) , liY JШВа..Л дека..ртова.. L:тенеliь нрои.зводьliо-
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l'O множеt.:тва.. А еt.:ть, 110 онредедению, одноэдементное множе
t.:тво { Л} и е1'0 ЭJШмент Л называ..етt.:я. нуt.:тым кортежем. '1'01',LJ,a.. 
нудеваЛ дека..ртова.. t.:те1шнь А u а..JП 'ебра..ичеt.:кой t.:иt.:темы А еt.:ть 
а..JП 'ебра..и чеt.:ка.л t.:иt.:тема. ( { Л}, П, 11), 1 'де Л ... Лw = Л ддл вt.:ех 

w Е: ~! и (Л, ... , Л) Е: 7Г ддл вt.:ех 7Г Е: 11. # 
Ита..к, онера..ции и отношения. иt.:ходных однотинных а..JП'е

бра.и чеt.:ких t.:иt.:тем 1шреноt.:лтt.:л на.. дека..ртово нроизведение их 
u 

tlOt.:ИTeJieИ llOKOMПOtleHTtlO. 

Пример 4.9. Ра..t.:t.:мотµим а..Jн'ебра.ичеt.:кую t.:иt.:тему R, = 
= (~1 +, ·, U, 1, ~ ), t.:ИГliа..туµёL котоµой t.:оt.:тоит из обычных 

онера..ций t.:Jюженил, у множенил ( бина.µные 011ера..ции), О и 1 
(нудьа..рные 011ера..ции) и еt:теt:rrмзенноё-о ч·иt:л,оrзоё-о nupxdкa ( б·и
нарнuе urrнtuшeн·ue) . Ра..r.;нроt.:тра..ним эти ош~ра..ции и отношения. 

tla. декёLртов ква.дрёLт ~ х ~ = ~ i множеr.;твёL дейt.:твитедьных чи
t.:еJ1 t.:Ol'дa..t.:нo онредедению, да..нному выше. 

Сложение упuрхдuченных пар .цейt.:твите;1ьtlых чиt.:ед онреде

длетt.:.н ТОl'Да.. pёLBeHt.:'l'lIOM 

а.. умножение - ра..в1::шt.:твом 

При этом деl'КО 11онл·1ъ, что у ноµлдоченнёLЯ. нёLрёL (U, U) будет 
нейrпрал,t,ным :Jдеменrпuм 110 t.:Jюжеliию в ~ i , а.. унорлдочеliliёLЯ. 
на.ра.. ( 1, 1) - lieЙтpa..JlЬliЫM эдемеliтом 110 умliожению. Кроме 

то1'0, ддл дюбых дейt.:твите;1ьных чиr..:е;1 а, Ь будем иметь (а , Ь) · 
(U, U) = (U1 U) 1 т.е. llёLl-)a.. (U, U) игµёLет µодь нул,Jt, отноt.:итедьно 

умножения. в ~ i. 

Отнuшен'Uе nopJt,dкa нёL мliожеt.:тве у 11орлдочеliliЫХ на..р вво

дитt.:л 110 11рёLвиду"' 

.,., Нужно, рё:\.3умеегt.;»., проверить, ч:го поt.;гроено чей:t.;rвиrельно огноше

н.ие lIOP»-1.\Ki:J.., ,,ю ЭГi:J.. 1rро~ерко., J.Le1 ·ко ~ЫlIOJ.LН.».e-:L'(.;». . 
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Замети.м, '-iTO мы уже paliee MliOl'OкµaтliO нодьзов.о..11ш.;ь нодоб

liЫМ онµед~шliи.ем отliошеliи.л ноµя.дка lia мliожес.;тв.е yнoµя.дo

'-ieliliЫX нар (и., в. бодее общем L:дуч.ае, коµтежей). # 

Ддя. ксtждо1'О i = l, п онµедедим npuf::K'U/UIO f.>Г( 13 • Ai, нош:1.,
l'сtл µгi (х) = X i , Moжlio ноксt.3сtть, ч.то µгi еL:ть с:rприс:ий с-ими

мuрф'и;зм, liсt.3ыв.сtемый проекrп:ирующи.м -го.мо.морф·из.мо.м. 

Из опµедеJшнил дексtµтu1:щ пµuи:зведенил мгебµаи:ч.ес.;ки:х L:И-
V 

L:тем апµиuµи не L:ледует, "ITU в нем L:uхµанлют(.;л В(.;е (.;ВUИ(.;ТВа 

uнеµаци.Й и uт1iuше1iи.:Й неµемliuжаемых о..111 'ебµаи. ч.е(.;ки.х (.;и.с.;тем. 

f->сt.3беµем в. этu:Й (.;В.Я.3.и. такu:Й нµимеµ. 

Пример 4.10. llyL:ть К1 и. K'l, - 11uJ1л. Их нµuизв.едение 

К1 х K'l, не будет пuлем, так как в этuм пµuизведении вuзникают 
деди.Т~IИ ну JIЛ. Н L:амuм деJШ, е(.;дИ U с К 1 \ { 0} 1 Ь с К 'l, \ { 0}, TU 

( и, О) · (О, Ь) = (О, О) - эдемеliт, я.в.дя.ющи.:Й(.;Я. liY дем нµuи.зв.едеliи.я. 

К1 х К,'l,, Таким uбµct.3uм, о..111'ебµа К1 х K'l, бу де1·, как нетµу днu 
убеДИ.ТЬ(.;Л7 TUJlЬKO KOJlЬЦUM . # 

Этuт нри.меµ 1юказыв.ает, '-iTO в. декаµтов.ом нрои.зв.едеliи.и. 

мо1'ут теµя.ться. liекотоµые L:в.о:ЙL:тв.а И.(.;ХОДliЫХ о..1п'ебµаи.ч.е(.;ких 

с.;иL:тем. Н LraL:TliO(.;'l'И, декаµтов.о нµоизв.едени.е ноде:Й не будет 

ноJшм . Здес.;ь у мeL:TliO в.(.;11ом1iи.ть о nuдe кимпдеr,;с:ных ·ч,-uс:ед, 

liос.;и.тедем котоµо1'0 я.в.длетсн. декаµтов. кв.адµат IR'l, . Но если 
с.;Jюжение в. этом 1юде онредедлетL:л нокомнонентно, т.е. но нµа

в.и.дам декаµтов.а нµои.зв.едеliи.я. аJ11'ебµ 1 то yмlioжeliи.e в.в.едеliо 
110 бодее с.;дожному 11µаииду1 нозв.одлющему L:охµани.ть акс:-uимы 
п (} ,/(,,}(,, 

Теорема 4.11. l. llµлмое 11µ0.и.зв.едени.е 11олу1'µу1111 (монои.
дов., 1'µу1111) е(.;ть 11оду1·µу1111сt (моноид, 1·µунш:t). 

2. llµлмue нµuи.зведение нuдукuдец (идемнuтентных нu-

луколец, колец) еL:ть полукодьцо (идемпотентное полукольцо, 

кuдьцu). 

3. Пµлмuе пµuизведение пuдуµешетuк, µешетuк, L:и:мметµи'I
liЫХ ноду кодец, бу Jшв.ых о..111 ·ебµ ес.;ть с.;оотв.етс.;тв.еliliО ноду µешет

ка, µешетка, L:имметµи ч.lioe нодукодьцо, будев.а о..111,ебµа. 
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4. Прн:мо~ арои.зв~д~tlи.~ ( ИtlДУ кти.вtlых) у aopя.дo'i~tltlЫX 

МliОЖ~r.:тв ~r.:-гь ( ИtlДУ ктивliо~) унорлдоч~нно~ множ~r.:тво. 

• Ддн ароr.:тоты бу д~м раr.:r.:матри.вать доказат~дьr.:тво ддн: аро
и.зв~д~tlи.л. двух шн·ебраи.'iеt.жи.х r.:и.r.:тем. 

1. Еr.:ди. S1 = (S1, ·) и. S'/, = (S'/,, ·) - две 11оду1·ру1111ы, то, 

вводл tla МtlОЖеr.:тве S1 Х s'/, онераци.ю · так, 'iTO ДJiЛ дюбых а1, 
Ь1 с S'i 1 U'J,, ь'/, с s'/, r.:правtщливо 

аоду 'iИ.М аоду 1 ·ру 1111у, 11оr.:кш1ьку в r.:и.ду аr.:t.:оци.ати.вliоr.:ти. онера

ци.и. · lia МtlОЖ~t.:твах S1 И s'/, бу д~м и.м~ть 

(а1, а'/,)· ((Ь1, Ь'/,) · ((;1, (;'/,)) = (а1, а'/,)· (Ь1 · (;l , ь'/, · (;'/,) = 

= (а1 · (Ь1 · (;1), а'/,· (Ь'/, ·с'/,))= ((а1 · Ь1) · с1 , (а'/,· Ь'/,) · ci) = 

= ( ( а l, а'/,) · ( Ь1 , ь'/,)) · ( С1, С'!,). 

Et.:J1и. в каждой из yкaзaliliыx выше 110J1y1·py1111 t.:ущеr.:твуе1' 
V V 

1Iеитра.11ь1Iыи эдемеliт е1 и е'/, r.:оответt.:тве1Iно, то л~гко прове-

рить, 'iTO унорлдо'i~ннал нара ( е1, е'/,) лвдлетr.:л 1iеЙтра.11ыiым 

ЭдеМ~liТОМ 110 Оаераци.и. · tla Д~КарТОВОМ 11рОИ.3В~ДеliИ.И. S l Х S'/,. 
Et.:JlИ. ж~ МОliОИ.ДЫ S1 И s'/, t.:уть l'ру1111ы, то эдеМ~tlТ И.3 S1 Х S2, 

обратный к (а1, а2), paвeli (а1 1 , ai 1). 
2. Доказатедьt.:тво ддл нодукодьца и. кодьца ароводи.тr.:л 

аtlшюги. 'i.l:iO нредыдущему. 
3. 'Го'iно так же, t.:oвepшeli.l:iO аншю1·и.'iliО доказатеJrьt.:тву 

ддл 1'ру1111, нроводи.тr.:л доказатеJ1ьt.:тво ддл нодурешеток, реше

ток, t.:и.мм~три.'itlЫХ нодукодец и. булевых шп'ебр. 

4. llyr.:ть теаерь М1 = (М1, ~) и. М'/, = (М'/,, ~) - и.ндуктив
liьш у aopлдo'ietltlЬШ мtlожеt.:тва, '1-tа'uменьш-ие :J,f/,ем,енrпы которых 

t.:уть 01 и o'J, . 
ОнрtЩеJПIЯ OT.l:iOШetlи.e норлдка ~ lia декартовом нроизведе

liИИ М1 х М'/, 11оком11оtlентно, так же как это t.:деJл:1но в нримере 
4.9, ноду'iаем, 'iTO yнopл.дo'ielitlaR. пара (01 1 О'/,) я.вдл.етt.:л. lia yкa
зaliliOM нрои.зведеш:1.и. liаи.меtlьши.м эдемеliтом. 
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Дi:i.iiee, 11рОИ.3ВОJ1ЫiОЙ неубывi:tющей 110(.;JleДOBi:tTeдЬHOl:TИ. у 110 -

рлдо'iенных нi:tp 

t.:оответt.:твуют две неубывi:tющие п:0L:Ледовате.1rьноt.:ти 

в множеt.:твi:tх М1. и Mi 1 кажда.Л и.з кот'орых имеет пю·ч,'Н,ую 

t>F;рХ'Н,'Ю'Ю ~ра'Н,r:, - элементы с1 и. ci. Нетрудно 11ою::I . .зi:tть, 'iTO 

унорлдо'iеннi:tл lli:tpi:t ( с1, ci) еL:ть то'iнi:tл верхнлл 1 'рi:tнь 3i:tни.

L:i:tнной выше 11оt.:дедовi:tтедьноL:ти: у 11орядо'iенных lli:tp. • 
f->i:tt.:L:мoтpи.м тенерь КОНL:тру кци.ю' во MHOl 'OM 1::\,1:ii:i./Юl 'И. 'iHY ю 

11рлмому 11рои:зведеJ:-1и.ю i:i.lH 'eбpi:tи:'ieL:ки:x L:и:t.:тем. 

llyL:ть А = (А, Н, 11) - некоторi:tл i:i./Iгебраи'iеL:кал L:ИL:тема, 

i:t Х - 11рои.звоJ1ьное множеL:тво. f->i:tL:11poL;тpi:tни:м онерi:tци:и. и. 

отношения: i:i./Н'ебрс:\.и:'iе L:кой L:и:t.:темы А Нс:\. множеL;тво Ах вL:ех 
отобрс:\.жени:й и:з Х в А. 

Это ОL;ущеL:твдлетt.:.я: L;J~едующи.м обрс:\.3ом; 

1) дд.я: дюбо1'0 п ~ О, дюбой онерс:\.ци.и. w Е: ~! (п) и. дюбых 
отображени.Й !"1 1 ••• , f"п Е: Ах 11ода1 'аем 

(!"1 . .. f"пw) (х) = !"1 (х) ... f'п(x)w, 

1 'де х Е: Х; тем t.:амым 011редедено отображени.е !"1 ... f"пw Е: Ах 
кi:tк резудьl'i:tТ 11ри.менени.л онерi:tци.и. w к отобрi:tжени.лм f"1 1 • •• , 

f"п (в 'ia.L:TJ:tOt.:ти:, длл нудьарной онераци:и. а Е: А t.:оответt.:твую

Ща.Л J:tудьс:\.рнс:\.л оперо.,ци.л нс:\. Ах еL:ть отобро.,жени:е f"и, тс:\.кое, 'iTO 

f"и(х) = а дд.я: любо1'0 х Е: Х); 
2) ДJlЯ JlIOбOl'O п ~ 11 JlIOбOl'O отношени.л 7Г Е: а(п) и: JlЮбых 

отобрi:tжени:Й !"1, .. . , f'п Е: A .t'i: llOJlc:\.l'c:\.eм 

(!"1, .. . , f"п) Е: 7Г ~ (Vx Е: X)((f"1(x), ... , f"п (х)) Е: 7Г). 

l10L:1'роенну ю тi:tки.м обра,3ом i:i.lH 'eбpi:tи. 'ie t.:кy ю L:и.t.:тему t.: 

ноt.:и.тедем Ах , одноти.11ную t.: А, обо;зно.,'iИ.М Ах. Докажем, 'iTO 
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в t.:J1y 'icte IO>tle'i.1:iUl 'U м.1:iuжеt;тва Х = { l, ... , п} шн ·ебрсtи. 'tеt;ю:ш 
t;И.t;темсt Ах и.зоморф.1:iсt шп ·ебрсtи.'iеt;кой t;и.t;теме Ап. 

Дейt;тви.тедьн.о, в этом t;дy'icte ксtждому отобрсtже.1:iи.ю f' Е: 

с АХ МОЖ.1:iО 0Д.l:i03.l:ici'itl0 t;О11остс:1,ви.ть кортеж ( и1 1 ••• , И,п) Е: Ап 
тсtки.м обрёi3uм, 'iT0 Ui = f' ( i), i = l, п. Н то же время. ксtждый 
кортеж ( и1 , ... , u,J Е: Ап однознсt'iНО 011рtЩеJп1ет отобрсtже.1:iи.е 

f' Е: Ах, дд.н кuторо1·0 j'(i) = щ, i = l, п. Тем t;сtмым 11ot;·1·poe.1:ia. 
би.екци.я. <р М.1:iожеt;твсt Ах на. множеt;ТJ:Ю Ап. Дока.жем, 'iTU 

она. ,, t;Охра.нлет •· 011ерс:1,ции. и отношенил ( в том t;МЫt;де, ка.к это 

оп.редедено выше, GM. 4.4). Длл прои.зводьных отобрсtжени:й 

f'1, ... , f'm с АХ И нpUИ.3BUJlbHUЙ uш~рёiЦИ.И. W с п(rп) и.меем 

<p(f'1 ... f'rnw) = ((f'1 . . . f'тw) ( l), ... , (f'1 . .. j',пw)(n)) = 

= (f'1 (l) ... fт (l)w, ... , f'1(n) .. . f'rn(n)w) = 

= (f'1(l), ... , f'1 (n)) ... (f'т(l), ... , f'rn (n))w = 

= tp(f1) • • • <p(f'т)w, 

'!ТО и. требовшюGь докёi3сtть. 

" Сохрсtнени.е 1• отношени.й докёi3ывсtетGл ёiнсt.Jюги:'iно. Тем 
t;сtмым изоморфизм Ах ::::: A'i докёi3сtн нодноt;тью. 

Пример 4.11. а. Длл аdd'/J,т,:ивной ё-руппы дейсrrw·иrrн:л,ьных 

ч.:исел, нс\. множестве всех функци.й и.3 lR в lR 110 нри.веденной выше 

конструкции Gтроитсл сtддитивна.Л 1·ру1111ёi функци.й из lR в IR. Н 
этой l'рунне сумма. функци.й f и. g еt;ть функци.л f + g, тсtксtя. , 'iTU 

ддл дюбо1 'О х Е: lR выноднлетL:л ра.венствu (f' + g) ( х) = f ( х) + g ( х). 
Функцил, прuтивuп.uдuжнсtл к f', оп.редедю:~тсл тсtк: ( - f') ( х) = 
= - f' (x). Ней1·ра.11ь.1:iыЙ эдеме.1:iт еL:ть .l:iyдeвёtJ-J. фу.1:iкци.н О , т.е. 

ддя. дюбо1·0 х Е: lR и.меет меGто О(х) = О. 
A.l:ict.JIOl'И'itlO мож.1:iо ноt;троить кодьцо функци.й из lR в lR .l:iёi 

бёi3е кодьцёi действи.теJ1ьных 'iи.t;ед. НеL:мотря. нr;:1,, то 'iTO дей

t;тви.тедьные 'iИ.t.:Jlёi обрёi3уют ноде, кодьцо функци.й, кr;:1,,к можно 

де1·ко 11окёi3а.ть1 нодем .l:ie будет. Этот 1, отри.цr;:1,,тедь.1:iыЙ'" резудь
Та.'l' внuлне t;оuтветствует pa..1:iee дuкci3ёi.l:i.l:iUмy резудьтсtту , cu-

V 

l'дcil:.1:i0 которому нрлмuе нрои.зведени.е НОJШИ не лвдлетL:л 11UJШM. 
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б. Et.:Jн1 А = (А, ~) - yнup}!ДU'-H:\litlU~ мttuж~i..:твu, тu унu

рлдuч:~нttuе мttоже~..:твu в~..:ех функций из Х в А ~..:трuит~..:л та.к: 

llUJla.l'ct.eм f' ~ у TUl'Дa. .1:1 TUJlЬKU TUl'Дa., KUl'Дa. f' (x) ~ у(х) ДдЯ. J1IO

бu1 'О х Е: Х. Et.:J1.1:1 норлдок ttct. А иttду ктивеtt, то .1:1 нор.я.док ttct. Ах 
иttду ктивеtt, ч.тu доксt.зывсt.етt.:л та.к же, ка.к в 11. 4 теоремы 4.11. 

4.6. Конечные булевы алгебры 

lluкct.жeм 11p.1:1мettett.1:1e 11uttлт.1:1я. nр,Я,МИё-И при-изв еdен.:u,Я, а,1{,ё-е

бра-ич,ес:ких сис:тем к теории бу,1{,евых а,1{,ё-ебр. Мы доксt.жем 

зде~..:ь .1:1ttтepei..:ttыЙ фа.кт, ~..:о~..:толщий в том, L1то мuщnuc:rnr:, дю

бой киnеч,nий будевой а.11еебры е~..:ть некоторсt.л стенеttь двойки. 

От~..:юдсt. будет сдедовсt.ть, ttсt.пример, '!ТО в коне'!ной булевой 

а.11гебре может быть 1, 2, 8, 16, 32, 64 .1:1 т.д. элемеttтuв, ttu 

tte может быть, сксt.жем, ll)l) или 75 элемеttтов. Чтобы до

Ка.Зсt.ть сформулировсt.ttttое утверждеttие о кotteLittыx булевых 

а.111·ебрсt.х, ttеобходимо вве~..:т.1:1 ttекоторые вс11омо1·сt.тедьttые O11pe

ДeJiett.1:1л .1:1 дока.Зсt.ть ttекоторые утверждеttил. Hct.11oмtt.1:1м, LITO 

мы O11редеJ1.1:1д.1:1 булеву а.1п·ебру Iffin бу.11,евых F>ектирив paзмep

nuc:rn'u п (~..:м . нример 3.11). Эта. а.111·ебрсt. е~..:ть lie LITO .1:1ttoe1 

ка.к п-л dекарrпива c:rnenenr:, dвyx:J,l(,e.м,en·rnnuй бу,1{,евий а,1{,ё-ебры 

lffi = ( { l), 1 } , V, /\, l), 1) (см. 4. 5 ) . 
llу сть L = { L, V, 1\1 О, 1} - С:'uммеп1,ри·ч·1-юе nu,f{,yr,;u,f{,ьцu . t>сt.с

смотрим 11ро.1:1зводьttые эдемеttты а , Ь Е: L, та.кие, LITO а ~ Ь. 

Мliожество [а, Ь] = {х: а~ х ~ Ь} будем liа.Зывё:\.ть отрезко.м,, 
эдемеliт а - .аевы.м,, а. эдемекг Ь - правым концо.м, отпрезка. 

Замечание 4.5. Hct.11oмtt.1:1м 1 LITO в симметр.1:1 Littoм 11OJ1укоJ1ь

це ну,1{,ь nu,f{,yr,;u,f{,ьчa я.ВJ1я.ется. 'Н,аuменьшим, а. еdин'ица nu,f{,yr,;u,f{,r:,

'Цд - 'Н,,(1,'UбU,lf.,t,'Ш 'U.М, :J,l(,f:;.М,(:;'Н,'ffl,().М, В Дa.tltlOM llОдукодьце OTtlOC.l:1TeJ1Ь

tlO ес:rпес:твенниё-и nup,Я,dr,;a это1·O 'Udемпиrпентниё-и nu,f{,yr,;u,f{,ьчa. 

llоэтому для. любо1·0 элемеliтсt. х c.1:1ммeтp.1:1Litto1·O нолукольцё:\. 

спрсt.в1:щливо нерсt.венсгво О ~ х ~ 1, и: тем t;сt.мым Bt;e си:мме

тр.1:1 'ittoe нолу кольцо можttо рсt.t;t;мсt.тривсt.ть ка.к отрезок [О , 1] 
симметр.1:1 'itlOL 'O нолу кольца.. # 
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Любuй uтрезuк [ а, Ь] t.:и.мметри. 'itlUl 'U 11uду кuдьца. -;зи.м,кнут 

иu1,нис·иrпел1>ни иперu'l..1/ий V и. /\, tlU tle я.ВJп-1.етt.:я., вообще 1·оворя.1 
пиdпилукилt>'ЦОМ L, та.к ка.к tle t.:uдержи.т О ( еt.:.11.и. и i О) и. 
не t.:uдержи.т 1 ( 11ри Ь i 1). Hu пut.:кuльку элемент и будет 
tlа.и.меtlьши.м, а. элемеtlт Ь - tlа.и.больши.м элемеtlтом отрезка. 

[и, Ь] 1 а.1н·ебра. 
( [а,Ь], V, /\ 1 а, Ь) 

будет t.:имметри.'i!iЫМ 11uдукuдьцuм t.: нудем а и еди.!iи.цей Ь1 
которое мы будем обозliа.'iа.ть тоже 'iерез [ а, Ь]. 

Для. 11рои.зводь1iО фи.кt.:и.рова.!i!iОl'О эдеме!iта. и t.:и.мметри. 'i

liOl'O lJ.ОдукодЬЦа. [, 3а.Да.ДИ.М отобра.Же!iи.е C:\,i t.:OlJ.Ot.:'l'a.BJlЛIOЩee 

ксtждому х Е: L упорХ,диченную пиру ( х /\ и, х V а) Е: L'2 . Та.к ка.к 
О ~ х /\ а ~ а и. а ~ х V а ~ 1 длл J1юбо1·0 х Е: L (в t.:и.ду t.:войt.:тв 

t.:и.мметри. 'iliOl'O 11одукодьца.) 1 то тем ~:.;сtмым 3а.Да.1iО отобра.жеtlи.е 
0 а 1Iut.:и.тeJ1л 11uду кuдьца. L в дека.ртовu 11рои.зведе1iи.е отрезкuв 
[О, а] х [а, 1]: 

Ксtждый и.з отрезков еt.:ть t.:и.мметри.'iliОе нолукодьцо. Н 

t.:и.ду теоремы 4.11 и.х дексtртовu нрои.зведеtlи.е та.кже н.ВJ1я.етt.:л 

t.:и.мметри.'iиым нодукодьцом. 

Теорема 4.12. Пуt.:ть L - 1Iо~:.;и.теJ1ь t.:и.мметри.'iliОl'О нолу

кодьца. L = (L, V, /\ 1 О, 1). Для. дюбо1·0 а Е: L отобрсtжеии.е 0а 
еt.:ть мономорф'U-;зм нuду кодьца. L в ноду кuдьцо [О, а] х [ а, 1]. 

• Доксtжем, '!ТО 0а - 1·омомuрфи.зм. Имеем 0а(О) = ( О, а) 1 и. 
эта у норлдо'iен!iая. нара и. лвдлетt.:я. нсtи.ме!iьши.м эю~ме!iтом, т.е. 

нулем, нолукодьца. О, и] х [а, 1]. То'iно та.к же 0a(l) = (а, 1) 
!iа.и.бодьши.Й эдеме!iт, т .е. еди.1iи.ца. то1 ·u же 11оду кодьца.. 

Да.1ше1 

0(i(xVy) = ((xVy)/\a, (x Vy) Va) = 

= ((х/\а) V (у/\а), (xVa) V (yVa)) = 0а(х) V0a(y). 

Aнa.1I01'и.'iliO дока.Зывсtетt.:л, 'iTU 
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Итак, 0u - 1-uмuмuрфизм [, в [О,а] х [а,1]. 

Теш:~рь надu доказать, '-iTU 0u - инъекцил. Длл этого нуж.liо 

нuказать, '-iTU из равеш..:тва 0u(x) = 0u(Y) вытекает х = у. E(.;JtИ 

0u(x) = 0u(Y), то вер!iы равеш..:тва 

х /\ а = у /\ а и х V а = у V а, (4.2) 

так как равеш..:твu у нupя.дu'-ie.li.liЫX нар UЗ.lia'--!aeт paвe.lit.:твu их 

OД.liOИMe.liliЫX KOMllO.lieliT. 

Тенерь, иt.:нодьзуя paJJelit.:твa ( 4.2) и акt.:иомы t.:имметри'-iНОt'О 
ноду кодьца ( t.:м. 3. 4), 11оду'iим 

х = х /\ (х V а) = х /\ (у V а) = 

= ( х /\ у) V ( х /\ а) = (у /\ :с) V (у /\ а) = 

= (у Vy) /\ (у V а)/\ (х Vy) /\ (х V а)= 

=у/\ (у V а)/\ (х V у)/\ (х V а)= 

= у /\ ( х V у) /\ (у V а) = у /\ (у V а) = у. 

Таким uбразом, е(.;.11И 0u(x) = 0u(Y), Т'О х = у, и 0u - ИН'WК

цил. • 
Теорема 4.13. ~t.:J1и t..:имметри '-iliOe 11оду кодьцо 

L = (L, V, А, 0, 1) 

еt.:тъ будева о.Jrгебра, тu ддл дюбuгu а Е: L пuдукuдьца [О, а] и. 

[а, 1] тоже будевы шн·ебры. 

• llut.:кодьку [О, а] и [и,, 1] - t.:имметри'-iные 11одукодьца, то 

дot.:тaтO'iliO доказать, 'iTO в каждом из отрезков [О, а] и [ u,, 1] 
любuй эдемент имеет dunuJ/,Ht:'Н/Ue. 

Длл произвольного 'U Е [О, и.] определим эдемент 'Uu равен

t.:Т'ВUМ ·ии = ·и/\ и. Дuкажем, '-iTU этuт эдемент и еt..:тъ дuнuд!iение 
'U в пuлукuльце [О, а] . Длл этuгu, как t.:Ледует из t..:вuйt.:тва. 

eди.lit..:твe.liliOt..:ти донuд!iе.liил в бу девuй шн ·ебре, дot..:тa.TO'-iliO убе

дитьt.:я. JJ тuм, '-iTU 'Uu V 'U = а, а 'Uu /\ 'U = О. 
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Дейt.:твитедыiо, 

·ии V ·и = ('и 1\ и) V ·и = 11\ ( и V 'U) . 

Т'а.к ка.к ·и ~ и, то и V ·u = и, и 11\ (и V'U) = 11\и = и . Ита.к, 'Uu V ·u = 
= и. Ана.Jю1 'И'iНО ·ии 1\ ·и = ('и 1\ и) 1\ ·и = О. Та.ким обра.Зом, ·ии 

V 

деиt.:твитедьно лВJ1я.етt.:я. доноднением эдемента. ·и в нодукодьце 

[О, и]. 

Тенерь ддл 11роизвuдьнu1'0 ·и Е: [и, 1] uнредедим эдемент ·ии 

ра..13енt.:твuм ·ии = ·и V и. Ка.к и выше, a.Hc:\.JIOl'И'iHO дока.ЗЫ.13а.етt.:л, 

'iTU ·и и V ·и = 1, ·и и 1\ ·и = и. Сдедu.13а.те.J1ьнu, эдемент ·и и я.ВJ1я.етt.:я. 

доноднением ·и в ноду кольце и, 1]. • 
Теорема 4.14. ЕL:ди в уt;Jювилх теоремы 4.12 нолукольцо 

L лВJrлетt.:л буде.13uЙ а.Jrгеброй, то 0u - изоморфизм буш~вых 

а.11гебр L и [О, и] х [и, 1]. 

• Н t.:илу теоремы 4.12 дut.:та.то'iно дuка.Зать, 'iTU 0u - ;:nщ,мир

ф-и:зм, t.:охра.ня.ющий ДОНОJ!Нение, 'l' .е. 

1) ддл любой нары (у, z) 1 1'де у ~ и, z ~ и, t.:ущеt.:твует 

элемент х Е: L, тс:\.кой, 'iTO 0u(x) = (y1 z); 

2) 0u(x) = (х 1\ и, х V и)= 0u(:c). 
Дока.жем нервое утверждение. Убедимt.:я.1 'iTO у ка.За.нный 13 

нем элемент х может быть 011реде.;1ен равенt.:твом х = у V ( z 1\ и). 

Имеем 

х 1\ и = [у V ( z 1\ и)] 1\ и = (у V z) 1\ (у V и) 1\ и = 
= [ (у V z) 1\ и] 1\ (у V и). 

Поскодьку у ~ и ~ z, то 

(у V z) 1\ и = (у 1\ и) V ( z 1\ и) = у V и = и. 

Сдедовс:\.те.;1ьно1 х 1\ и = и 1\ (у V и) = и 1\ у = у (так кс:\.к у ~ и). 

Анё:tJЮl'И 'iHU докс:\.3Ы.13а.етоr, 'iTU х V и = z. Таким обра.Зuм, 

0u(x) = (у, z). 
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Нторое утверждение (;J1едует из то1'0, '-!ТО эдемент х /\ а еt;ть 
доноднение эдементсt 'U = :г /\ а в будевой а..JН'ебре [О, а], ct эдемент 
х V а - доноднение ЭJ~ементсt 'И= х V а в будевой а..JН'ебре [а, 1]. 

Дейt;твитедьно1 t;Ol.'дctt.:нo теореме 4.13, 

'Uu., = ( х /\ а) и = (х /\ а) /\ а = 
= ( х V а) /\ а = ( х /\ а) V (а/\ а) = ( х /\ а) V О = х /\ а. 

Со1·дсtt.:но прш-1,·и/иnу дFЗuйс:тrиз~н,н,uс:тrт1 vи = (х V а)и = х V а. 

Итсtк 
' 

Н t.:иду доксt3сtнных теорем имеем (;J1едующий рез удьтсtт. 

Следствие 4.2. Jlюбсtл будевсt ctJ11'eбpct изоморфнсt 11ря.мому 
прои.зведению некоторых двух будевых мгебр. # 

1 

а 

о 

0а 
а 1 

Ь= х =(а,а) 

О а 

(а, 1) 

(0, 1) = 

(0, а) 

Рис. 4.4 

0ь 
Ь 1 (Ь, 1) 

х = (Ь, Ь) (0, 1) 

о ь (0, Ь) 

Hct риt;. 4.4 нредt;тсtвдены вt.:е возможliые t;IIOt;Oбы 11ред

t.:тсtвденил 'iетырехэдемеliтliоЙ бу девой а..JН 'ебры ( ее эдементы 
обознсt'-iены О, 1, а, Ь) в виде 11рлмо1'О 11роизведенил двух двух
эдемеtlтliых будевых а..JН'ебр. Эти 11редt.:тсtВJШ1iИЛ 011редедлютt.:л 

изоморфизмсtми 0u и 0ь. Изоморфизм 0u еt.:ть изоморфизм 

иt.:ходной ч:етырехэдеменliоЙ будевой а..JП ·ебры нсt дексtртово 11ро

и.зведеиие ее отрезков [О, а] и [и,, 1], ксtждый из которых изо
морфеli двухэдемеliтной будевой сtJп·ебре !Вs. Нмеt.:те t.: тем 

дексtртово нроизведение yкct3ctliныx отрезков дсtет ( t.:м. 4.5) ч:е
тырехэдемеtl'l'ную будеву a..Jll'eбpy, эдементсtми которой t.:дужсtт 
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у11оµлдо'iе.1:i.1:iые Ш:tµы (О, а), (а, а), (а, 1) и. (О, 1), нµи.'iем ш:1,

µс1, ( О, а) будет нулем, с1, пс1,µс1, (а, 1) - единицей этой булевой 

ёl,JН 'ебµы, котоµо.JI и.зомоµф.1:iс1, и.L:ходной. Alicl,JIOL 'И. 'iHO µc1,L:L:Mcl,'l'I>И.

вc1,eтt.:л и.зомоµфизм 0ь, 

И.1:iтeµeL:.1:iO отмети.ть, 'iTO мо1·ут быть зс1,дс1,.1:iы и. и.зомоµфи.з
мы 00 И 01, .l:iO Кёl,ЖДЫЙ ИЗ .1:iИХ O11µеде.,1лет TI>ИBИcl,J1Ь.l:iOe !>ёl,ЗJЮ

Жение ю.:ходной будевой с1,J11·ебµы в виде ее 11µлмо1'0 11µоизведе

нил нс1, одноэлементную будеву с1,J11·ебµу, т.е. в виде [О, 1] х [О, О] 
иди в виде [О, 1] х [1, 1]. ИнтеµеL: 11µедL:тс1,ш1я.ю ·1·, L:Jtедовс1,·1·едь.1:iо , 

та.кие и.зомоµфизмы 0u, 1·де элемент а .l:ie .нш1я.етL:я. .1:iИ нулем, ни. 
еди.1:iицей иL:ходной булевой с1,J11·ебµы. 

Тенеµь, на.коtlец, мы дока.жем ОL:.1:iовной µезудьта.т. 

Теорема 4.15. Люба.л кotle'i.l:ia..Н будевс1, cl,JH'eбµa. изомоµф.1:iа. 
булевой cl,JH'eбµe Iffi'i длл .l:iекотоµо1·0 п. 

• Докс1,Зс1,те.,1ьL:тво нµоведем методом мс1,темс1,ти.'iеL:кой индук

ции 110 'iИL:ду элементов булевой ёl,JП'ебµы А= (А, V, f\ О, 1). 
(JcJ,n(KJ4f;Mf;'Н/fn'l--/,U,Я, бy4f;f>a а4ё,f;бра изомоµфнс1, нулевой L:тенени 

ёJ.,Jп·ебµы Iffi ( rм. зс1,ме'iс1,.l:iие 4.4). Длл rс1,мой ёJ.,Jп·ебµы Е, L:одеµ

жс1,щеи двс1, элеме.1:iтс1,, докс1,Зывс1,ть tle'iet'O. 

Пу L:ть у твеµждение теоµемы докс1,Зс1,но ддл вL:ех булевых 

cl,JH'eбµ L: 'iИGJIOM элементов, не большим tleкoтoµot'O k ~ 2. 
Рс1,r L:мотµим нµоизвольную будеву ёl,JП'ебµу А, L:одеµжс1,Щую k + 1 
эдемент, т.е. IAI = k + 1, и нуL:ть а Е: А. ПоL:кольку 'iИGJIO 

элементов в дс1,нной с1,Jп·ебµе не меньше тµех, то, во-неµвых1 
О 11 (.1:iудь L:овна.да.ет L: еди..1:iицей только в од.1:iоэдеме.1:iт.1:iоЙ 

бую:~вой ёl,JП'ебµе), а. во-втоµых, мож.1:iо выбµать эдеме.1:iт а та.к, 

'iTO О < а < 1 (т .е . а отди. 'i.l:iO и. от liY дл и. от tЩИ..1:iи.цы). 

То1·да. 110 теоµеме 4.14 А:::: [О, а] х [а, 1]. Та.к ка.к элемент а 
отди 'ie.l:i от еди.1:iи.цы с1,J11·ебµы А1 то отµезок [О , а] .l:ie L:одеµжи.т 
еди..1:iи.цы 1, а. та.к кс1,к а 1- О, то отµезок [и 1 1] tle L:одеµжи.т 
.1:iудя. с1,J11·ебµы А. Сдедоватедь.1:iо, 'iИ.GJIO элемеtlтов в кс1,ждом и.з 

отµезков tle нµевыша.ет k. 
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Н L:оответt.:тви.и. t.: 11ред110Jюже.l:iи.ем и..1:iдУ кци.и. .1:iаЙдутt.:л таки.е 

.1:iеотри.цатеJ1ь.1:iьш цедьш 'iи.t.:J1a ·г и. ::;1 '!ТО [01 и],,...., nw·, а [и, 1] ,...,_, !В1,. . 

llоэтому В ,...,_, ~вг х JВli ,...,_, iвг+li . • 
Следствие 4.3. Мощ.1:iоL:ть кo.l:ie'i.l:iOЙ буде.1:.·юЙ 1:t,J11'ебры еt.:ть 

.1:iекоторм t.:тене.1:iь двоики.. 

4.7. Многосортные алгебры 

Среди. вt.:ех uдё-ебр, paL:t;мoтpe.1:i.l:iЫX выше, .1:iеL:кодько оt.:обое 

110Jюжени.е занимает мидудь (и. 1 как 'iаt.:тный t.:J1y'iaЙ1 ди.нейное 
11роt.:транL:т.1::ю). Модудь быд онредеден как 1:t,JH 'eбpa1 в c:·uё-nurny

py которой входлт бш-1,ирних ипериц·и,}(, t.:Jюже.1:iи.Л и. беt.:коне'i.1:iОе 

(в общем L:дy'iae) м.1:iожеL:тво ynupnыx ипериций. От.1:iоt.:и.тедь

но 011ерации t.:Jюженил модудь .лВJrлетt;л uбF::дF::rзuй ё-руппий, а 

множеt.:тво унарных 011ераций имеет L:'l'руктуру кидьци. Ка

ждая. y.1:iap.1:iaл онераци.л раL:сматри.ваетt.:л как ум.1:iоже.1:iи.е (девое 

и.ди нравое) эдементов модудл на тот иди иной эдемент это1'0 

кольца. llpoщe было бы интерпретировать такое умножение 

как бинарную 011ераци.ю1 но это не в11и.сываетL:J-1 в онредедени.е 

би.1:iар.1:iОЙ 011ерации1 11оскодьку upё,yMF::nuiuм·u ум.1:iоже.1:iи.л оказы

.1:>аю·1тл элементы двух разных 1:t,JIL'eбp. Модудь 11редсташ1лет 

собой как бы "t;и.мби.оз ;• двух 1:t,JIL 'eбp; абеJ1е.1:>оЙ 1'ру1н1ы и. кодьца. 

Это обстолтедьст.1:>о на.1:>оди.т .l:ia мыL:ль вJJести. uдё-ебри·шчес:кие 

с:·истемы t.: .1:iе L:кодьки.ми. nuc:·umeд,}(,M'U. Так воз.1:iи.кает и.дел М.1:iО

l 'Осортной 1:t,JIL 'eбpы. 

Мно-госортпна,,я, а.л,-гебра - это упорлдоч:еннал пара 

t'Де эдеме.1:iты сr::.мейстпrзи мnижеств (AJ iE::i .1:iазывают сорта

ми, а м.1:iожеL:тво S! 1 .1:iазываемое мпо-госортпой си-гпатурой, 

соt.:тоит из мно-госортпных операций - отображений вида 
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Онеµацию w 1:ш,зывают 11µи этом n-арпой операцией типа 

(iu, i1, ... , iп)-
Задавая. коliкµетliую MliOI'OL:O!-)TliYIO i:t.lH'eбµy, уL:JювимL:я., 'iTO 

бу,цем за11иlъ1вать ее в ви,це коµтежа, в котоµом L:Ha'ii:t.lla неµе
'iИ(.;J1летL:л L:емеЙL:т.1::ю L:оµтов (как нµавиJю, коне'iное), а затем -
мноr'ос.;оµтliые 011еµации, обµазующие L:ИI'натуµу, 11µи'lем 110(.;Jre 
oбoзlia'ieliил каждой 011еµации нишетL:н ее тин (в виде коµте

жсt). Обµатим еще µаз BliИMctliиe lict то, 'iTO в тине 011еµсtции 
неµва.Л комноliента указывает на L:оµт µезудь'l'сtтсt онеµации, 

(.;Jiе,цующие KOMllOlieliTЫ L:уть liOмeµa L:O!-)TOB aµr'yмeliTOB онеµсt

ции. Заметим, 'iTO тин ну4r-.,арний unt:.pa'Ц'U'U в мноr'ОL:оµтной 

а.11гебµе еL:ть однокомпонентный коµтеж; нульаµнал оnеµацил 

тина. (i) - это фикс.;иµован:ный элемент, 11µиliсtДJШжсtщий с.;оµ

ту Ai. 
Н L:вете онµедедеliил MliOl'Oc.;oµтlioЙ i:t.!Н'ебµы 4t:.вый мudy4r-., 

lia.Д кодьцом R может быть онис.;аl! ка.к MliOI 'OL:O!-)Tlictл i:t.lH 'eбµa 

М = ((A1,Ai), + (1,1,1), 0(1) , 

®(2,2, 2), ·(2,2, 2) , 0 (2) , 1 (2) , v( l ,2, 1)), 

l'Де А1 = G - нос.;итедь абедевой 1'µу1111ы g = (G, +, О), Ai = R 
нос.;итедь кодьца R = (R , ®, ·, О, 1) , ct :.,; R х G • G - мно1'0-

с.;0µ'1'1iа.Л онеµацил JШBOI 'O у MliOЖeliИЛ эдемеl!ТОВ l'!-)Y 1111Ы g lia 

эдемен:ты кольца R . Ее тин указывает tla то, 'iTO пеµвым аргу
ментом лвдлетс.;л эдемеliт коJrьца, втоµым - эдемент абедевой 

r·µy 1111ы, а. µезуJ1ьтсt'1' 11µию1,1..1,дежит сtбедевой 1'µун11е. 

Правый миdу41::) 011иL:ывсtетL:л atli:t.lIOI'И 'iliO, liO тин 011еµации 
11!-)ctBOl 'O у MliOЖeliИH эдемеli'l'ёt l'!-)Y llllЫ lict эдеме!!'!' KOJlbЦct бу ,цет 

µавен: (1, 1,2). 
У(.;JювимL:я. о L:JН:\цующей теµмиliОJЮl'ИИ ,цдя. модуJпt. Эдемеli

ты 1'µу1111ы g бу,цем liазывать вектора.ми .мoдyJl...JI., (эдемен

тсtми ,, 11еµtю1'0 с.;оµтсt ;·), ct эдемеli'lЪl кодьца R - cкa.rt,.J1.,pa.м.,u 

данноr'о .мoдy.rt,.JI., (эдементами " втоµоr'о L:оµта ;·). 

Мш.>гос.;оµтliые алгебµы 
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t1а.зыва.ют одпотиnпь~ми, ~с.:ли с.:у щ~с.:тву~т би.~кцил с.:и1't1а.ту

ры п tia. С.:И.l'На.туру Е, L:UllUL:'l'a.ll.lIЛIOЩaJl n-a.ptiUЙ uн~ра.ЦИ.И. H~KU
тupuгu типа. п-а..рную uп~ра.ци:ю тuгu ж~ типа.. 

Сигна.т-уры uдt1uти.пных мt1uгuс.:uртных а..11г~бр и с.:uuтв~т

с.:твующи~ друг другу эд~М~lIТЬI этих с.:игна.,тур (т.~. мнuгuс.:uрг

tiЫ~ uн~ра.ции.) uбьг--rнu uбuзtia.'ia.IOT uди.на.,кuвu. 

Пример 4.12. Ад1'~6ра., 

И.М~~'l' В Ka.,'i~L:'l'B~ ll~pBUl'U L:Up'l'a., MtiUЖ~L:TBU V~ L:BU6UДtiЫX. L'~U

M~'l'pИ. '!ес.:ки.х. в~ктuрuв ( в ·1,рех.м~рt1uм 11рuс.:тра.t1с.:тве) [ lII], а. в 
u 

Ка.,'iес.:тве втuрu1 'U c.:up·r•a., - мt1uжеL:твu деиL:тви.тедьtiых. 'iи.с.:ед . 

Нерва.я. uнера.ци.л - би.tia.,ptia.Л uнера.ци.л + ( L:Jюжеt1и.я. вектu
рuв) . Рез у дьта.l'UМ u11ера.ци.и. н:вдн.ется. век1'uр, a.pl 'Y меt1·1•а.,ми. -
та.кже вектuры, ноэтому Otia. имеет ти.11 ( 1, 1, 1) . 

Нтuро.л онера.ци.л - би.tia.ptia.Л онера.ци.я. · (де.1:ю1'0 умt1ожеt1и.л 
вектuра., tia., 'iИ.(;JIO). Резудьта.т uнера.,ци.и. - в~ктuр, н~рвый 

u 

a.pl 'Y меtiт - 'iИ.(;JIO, втор о и а.р1 'У меtiт - вектор, ноэтому ти.11 

онера.ци.и. - (1,2, 1). 
Третьл 01шра.ци.л - би.tia.ptia.Я. 01шра.ци.л ( ·) ( L:ка..11лрt101 'О у мt10-

ж~t1и.н. векторов). Ее резудьта.,тuм я.ш1н:~тL:н. 'iИ.L:JIO, и. ее ти.11 ес.:ть 

(2, 1, 1). 
Четвертм u1шра.,ци.л - би.tia.ptiM онера.ци.л х (в~ктoptiOl'U 

умt1ожеt1и.л векторов), а. ее ти.11 - (1, 1, 1) . 
lluL:J1~дt1я.л, нлта.л uнера.,цил - тeptia.ptia.Л онера.ци.л c.:мeшa.ti-

tiUl 'U у мt1uжеt1и.н. вектuрuв. Рез у дьта.,тuм uнера.,ци.и. н.вJн1етс.:н: 

'iИ.(;JI0 1 И. L:UOTB~'l'(;TB~titiO L:OpT Оllера.ЦИ.И. - (2, 1, 1, 1). # 

Oбы'itii:J.J-1 П-а..111,~бра., ~с.:1-ь MtiUJ.'UL:Upl'tia.,Н: а..111-~бра., с.: uдt1и.м с.:uр

тuм. llока.,ж~м, 'iTU и JIЮба.,л а..1rг~бра.,и. 'i~с.:ка.л с.:иL:т~ма. мuж~т 

быть uни.L:a.,tia., Ка.,К MtiUL 'UL:upтtia.J-J. а..111 ·ебра.,. Си.1 'tia.,·1·y ра., а..111 'ебра.,и.-
u u 

'iес.:кои с.:и.L:темы кром~ он~ра.ци.и с.:од~ржи.т и. urrи--1,uшe ·1--1/uл. 

Ка.,ждому OTtiOШ~tiИ.IO 7Г Е: 11 а..111 -~бра.и. 'i~с.:кuй с.:и.L:т~мы А = 
= (А, П, 11) с.:0110L:та.ви.м характерш.:тич,ес;r,;ую фунr,;·и,:ию; urnu-
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браже'Нt'Uе r: · Ап • {О 1} l'cLкue 'i'l'U 
":, 7Г. ' ' ' 

Tu1 'ДсL cLJH ·ебµсLи. 'iеску ю L:и.стему мuжliu 31:LДсLТЬ ксLк MliUL ·u
cuµтliyю 1:LJ11'eбµy L: ДJ3.умя. сuµтсLми.; liОСи.т~шм А и. ,, JЮL'И.'iески.м 

( будеJ3.ым) ~- соµтом 1$ = { О, 1}, cL J3.место ксLЖДОL'О n-a,J->liOL'O от
liОШеliи.л J->1:LCCM1:LTJ->И.J3.a,TЬ eL'O ХёLJ->1:LКТеµи.сти. 'iеL:кую фуliКЦИ.Ю юtк 
MliOL'OCOJ->THYIO n-1:LJ->HYIO OILeJ->cLЦИ.IO TИ.lla., (2, 1, . .. 7 1) (lioмeµ 1 
11µи.11и.Са,li соµту А, а, номеµ 2 - L:оµту 1$) . 

РсLссмuтµи.м тенеµь, ксLк licL мнu1 'OCOJ-> l'liыe cLJH ·ебµы J->1:Lс11µ0-
стµ1:Lнлются. ноня.ти.л пuдал,ё-ебры и. ё-uмuмuрф-uзма. 

СемеЙL:ТJ3.О (Hi )icl на,3ывсtют подсемейством ceмeЙL:TJ3.cL 

(Ai)itl (ддл однОL'О и. TOL'O же мlioжeL:TJ3.cL и.liдексов I), е(.;J1и. 

(Vi Е= I) (Hi с Аi) -
СемеЙL:тJ3.о ( Ci)itl на,3ы1:.щю1· объедипепие.м,. ( пересе'Чеnи

е.м) семейств (Ai )icl и. (Hi)iE::L, e(.;JLИ. (Vi Е= 1) ( c i = Ai U Hi) 
(L:00 1'J3.eTL:TJ3.eннo (Vi Е= I) (Ci = Ai n Hi)) . 

Ilусть А= ((Ai )itl, П) - мнu1·осоµтн1:LЛ cLJH'eбµcL и. (Bi )iE::J -
пuдсемействu семействс:L (Ai)itl · 

lluдL:емействu (Hi )itl на,3ьша.,ют П-за.мкпуты.м (иди. 31:L
мкнутым ОТНОСИ.Т~lЬНО онеµа,ци.й MliOL'OL:OJ->THUЙ (.;И.L'lia,Tyµы !07 
есди. Ь - Ь - w с JJ - 11дя. вся.кой ·п-с:Lоной онеr)а.,ци.и. w с S! ти.нс:L i1 · · · ~п -= iu ,,_.., r r -= 
(iu, i1, ... , iп) (нµи. нµои.ЗJ3.Одьных п, iu, i1 1 ••• , iп) и. дюбых 

ьi1 Е= 1Ji1 , · · · 1 ьiп Е= нiп · 
Ддл П-з1:Lмкнуто1·0 нодсемеЙL:ТJ3.сL (Hi)itl можно TOL'ДcL 011µе

д~1и.ть одliоти.нную с А мно1·осоµтную сLJн·ебµу В= ( (Hi)iE::J , !!), 
котоµую liа,ЗЫВа,ЮТ .мпо~осортпой пода.л,~еброй 1:LJ11'ебµы А. 

Можно 11ока,Зс:L'1ъ, что нeµece'ieliи.e дюбо1·0 семействс:L !!-зс:Lмк

нутъrх нuдсемейt.:тв естъ Та.,кже ! !-за.,мкнутuе нuдt.:емейt.:твu. 

Следовсtтедьно, длл пµоизвольного подt.:емействсt ( Ci)itl семей
t.:ТВа, (Ai )iE::J t.:yщet.:T'llyeт На,И.Меньшее UT'liUL:ИTeдьнu llKJlIO'ieHИЛ 

П-зс:Lмкнутuе подсемействu (Bi )iE::L, t.:uдеµжа.,щее пuдL:емейt.:твu 

( Ci)icl и. на,3ыва.,емое то1•да, П-за.мь~капие.м этu1·0 подсе.мей

ства. Есди. П-за.,мыка.,ни.е 110,цL:емейства, ( Ci)iE=L совна.,.цает со 
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.1::н;~м t.:~м~Йt.:тtюм (Ai )icL, тu 11~р.1::ю~ 11uдt.:~м~Йt.:т.1::ю tlёLЗы.1::нtют си

стемой образующих мн.,о-г.осортн.,ой а.л,ёебры А. 

с~м~Йt.:твu uтuбr •а..ж~ний (h -) - ·1 1 ·де h -· А · • Н · i с I ддл L:' '/, '/. i:= , . '/, • '/, '/, , '- , 

UДHUTИllliЫX. MliUГUt.:upтныx. о..дг~бр 

нёLЗывс1..ют м'Нtоёосортпн.,ым -г.омоморфизмом а.111·~бры А в 

о..111'ебру В, еt.:.11и ддл ю:tждuй п-а..рной uнера..ции w Е: !! тина.. 

( il), i l, . .. , i,J ( LIIJИ lll)OИ3BUJIЬJ:iЫX. п, il), i l , ... , i,J И дюбых. 

:.Gi 1 С A i 11 · · · 1 Xi ,i С A i ,. 

Мно1'оt.:ортный l'Омоморфизм, вt.:е отuбрс1..женил кuторо1·0 

t.:уть биекции, на..зыва..ют мн.,о-г.осортн.,ым изоморфизмом о..11-

гебры А но.. а.11гебру В. Оч:евидно, ч:то еt.:ли t.:ущеt.:твует изомор

физм А на. В, тu t.:ущ~t.:тву~т и. изомuрфизм В нс;1., А. Ад1·~бры А 

и В нёLЗыва..ют в этом t.:.11y'ia..e изоморфн.,ыми мн.,о-г.осортн.,ыми 
а.л,-г.ебрами. 

Aш:1..1ю1'И'iliU uбы 'iliЫM ёLJП '~брс;1.,м в мнu1 ·ut.:uртных. шп '~брс;1.,х. 

ввuдлт llOliЛTИЛ MliOl'OL:Ol)TliOl'O MOliO- и эниморфизма... 
н Ka..'i~t.:TB~ LIIJOL:TOl'O нрим~ра, t.:OШJI~MCЛ lia, llOliЯ.TИ~ Л'UНей

'Н,(Jё,(J untpamupa (дш1 диtlеЙtlых. нроt.:тра..tit.:тв tla..Д ОДJ:iИМ и тем 

же нодем), извеt.:тного из курt.:с,1., динейной о..111·ебры [IV ]. Оно 

Ю:3длетсл не 'iем иным, ксLк мно1'оt.:ортным 1'омоморфизмом, I'де 

отобрсLж~ние носитедл одно1'0 ношr в ноt.:итеJ1ь дру1'Оl'О я.вш1етt.:л 

тождеt.:твенным отобрс1..жением. 

Бодее t.:.1южными. будут 1..:.дедующие нримеры. 

Пример 4.13. а. 1-'сLt.:t.:мотрим модудь ,С1 нсLд кодьцом 

~ ЦеJIЫХ. 'iИt.:eJI и. моду JIЬ ,C'l, J:iёtД KUJIЬЦUM вы 'iетов llU мuду JIIO 
k (ддл некоторо1'0 ЦeJIOl'O k ~ 2). Отобрс1..жени.е h1 онредеди.м 
Кс,1.,К LIIJUИ3BOJIЬliЫЙ l'ОМОморфи.зм а..ДДИ.ТИВliОЙ l'PYllllЫ векторuв 

llel)BUl'O модудл В ёLДДИ.ТИ.ВliУЮ l'py1111y вектuров .IП'Ol)Ul'O , т.е. 

ДJIЛ дюбых. вектuрuв х,у 11ерво1'0 мuдудл имеет меt.:то рс;1.,венt.:твu 
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Отображеtlю; h'2 задади.м как канuн·шч,ес:кпй сдмuмuрфпзм кодь
Ца. Z в фа.ктор-кодьцо Zk. Го1·да., ес.;ди. ддл дюбо1·0 вектора. х 

11ервОl'О модудл И. дюбОl'О ЦЕ;.1101'0 (Х BЫllOJlliЛe'lTЛ pa.вetl(.;TBO 

h 1 ( сх () х) = h'2 ( сх) Q h 1 ( х) , (4.3) 

с.;емеиLтво (h1, h'2) ес.; ·1ъ м1Iо1·ос.;орт1IыЙ 1·омоморфи.зм 11ерво1·0 
u 

моду дя. во второи. 

1:3 'iа.с.;тнuс.;ти. 1 11ус.;ть 1-ру1111а. вектuрuв MUJ.\Y дл .С1 ес.;·1ъ ·п-я. 

декартut>а сrпеrи::нь аддпrппt>нuй с,руппы ·це.11tых ·ч, ·11,се.11t ( т.е. груп

llа. цеJюч:и.с.;J1енных ари.фмети.'iес.;ки.х вектuров ра.Змер1Iос.;ти. ·п 110 

u11ера.ции. с.;Jюжени.л); 1 ·ру 1111у же векторов модудл ,С'2 за.дадим 

как п-ю декартову с.;те11ень add-urn·uf:>нuй с-руппы f>Ычernuf:> 110 
модудю k (т.е. ка.к 1·ру1111у 110 011ера.ци.и. с.;Jюжени.я. 110 моду
дю k ЦеJЮ'iи.с.;J~енных а.ри.фмети'iес.;ки.х векторов ра.Змернос.;т'и. 

п, каждм ком11uнентсt. кuторых 11ри.ни.мсt.ет зна'iени.я. U 'l ' О дu 

k - 1). Обозна'iёtЛ 'iерез [x]k ос.;тсt.ток от дедени.л х на k (х Е Z) 1 

1·омоморфи.зм h1 задади.м рсt.венс.;твом h1(x) = [x]k, 1·де х = 
= (:г1, ... , x,JE:Z'Ь, а. x]k= (x i]k , ... , [xп]k) E: {0,1, .. . , k-l}n. 
llo 011редЕ;.11ени.ю, h'2(cx) = [cx]k , сх Е: Z. Умнuжение вектоrа нсt. 

u 

с.;кш1нr в каждом и.з моду деи 011редеди.м с.;та.ндсt.ртнu 'iерез умно-

жени.е в с.;uuтветс.;твующем кодьце, т.е. ддн 11ерво1·u мuдушr 11u
дожи.м 

1·де сх Е: Z, х Е: Z'Ь, ct. ДJHI втuro1-u -

(X :.> X=CX 0 kx=(cx 0 kXl , ... , cx 0 kx,i), 

где сх Е: {О, 1, ... , k - 1}, х Е: {О, 1, . .. , k - l}n. Тогда 

и. f.)сt.венс.;тво ( 4.3) вы11однлетс.;л . 

1:3 то же время ес.;J1и. бы с-uмuмuрфпзм h1 мы задшш: как 
прuект:uрующ·ий, т.е. положи.ли бы 
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(ддн Ш:ЖО'l'Оро1·0 фию.:иpot:HLtiliOl'O i, 1 ~ i ~ п), 'l'0l'Дa. h1(ur:.>X) = 
= U1. X i , с!., 

Тс1.,ким обрсt.3ом, в этом t;.11y'ic1.,e с.:емейс.:тво ( h1 1 h2) tie будет Mti0-
1 ·oc.:opтtiым 1·омоморфизмом, нри том 'iT0 кс1.,ждое отобрс1.,же
liие с.:емейс.:твсt. будет 1·омоморфизмом с.:оответс.:твеtiliО 1·ру1111ы 

И КОJIЬЦа,. 

За.метим, 'i'l'0, еt;.11и 1 ·ру нны векторов pct.c.:c.:мoтpetiliЬIX моду-
V 

деи взя.ть с.:оответс.:твеliliО ка.к сt.ддитивtiую 1·ру1111у це.11ых 'iис.:ед 

и с1.,ддитивliую 1·ру1111у вы'iетов 110 модудю k, мliо1·ос.:ортliыЙ 

l'Омоморфизм нреврсt.щсt.етс.:л в обычliыЙ ксt.нони'iес.:кий гомомор

физм КОJIЬЦа, Z,. 

б. llус.:ть вектора.ми дево1·0 модудл М1 ЛВJIЯютс.:л векторы 
Ка.КО! 'О-ТО KOlie'iliOMeptiOl 'O JlИlieЙliOl 'O 11poc.:тpct..1:iGTBa, [,, Ю:LД 110-

JШМ дейс.:твитедьliых чис.:ед IV], ct. с.:ксt.Jrлрсt.ми модудл t;.11ужсt.т ди
liеЙные 011ерс1.,торы1 дейс.:твующие в этом 11рос.:трr1нс.:тве. llус.:ть 

ризмернис:rrм:, нpoc.:тpct.liGTBct. [,, pct.вlict. п. .1:3 ксt.'iес.:тве векторов 

модудл М2 рс1.,с.:с.:мотрим диlieЙlioe нpoc.:тpcLtiC.:'l'BO дейс.:твитедь

liЫХ миrпр·и·ц-с:тuдбцив rnunu п х 11 а. с.:ксt.Jrлров ~ квиdриrпные 

митр·шцы п-1·0 11орн.дкс1., (с.:м. нример 2.12.1·). Зr1фикс.:ировс1.,в в 

11рос.:трс1.,tiс.:тве [,, биз·ис:, зс1.,дс1.,дим отобрс1.,жеliие h1 тс1.,к 1 'iтобы Oli0 
кс1.,ждому вектору из [,, с.:011ос.:тс1.,вJ1я.Jю с.:тодбец е1·0 ·r,;uupd·uнurn в 

ДcL.l:ilI0M бсt.3ис.:е, ct. отобрсt.жеliие h2 нус.:тъ длл ксt.ждого ли1IеЙного 

онерс1.,торсt.1 дейс.:твующего в прос.:т·рс1.,.1Iс.:тве [,,, да.ет его мсt.т·рицу 
в том же бсt.3ис.:е. Ос.:tiовывс1.,нс.:ь lia. извес.:тtiых резудьтr1тс1.,х диliеЙ
liОЙ сt.Jн·ебры [IV], мож.1:iо утверждс1.,ть, 'iT0 тем с;с1.,мым онредеJШ.1:i 
мно1·ос.:ортный изоморфизм модудл М1 нсt. модуль М2. 

Замечание 4.6. Кс1.,к и ддл обы'iно1·0 ,,однос.:ортliо1·0 1• c.:дy

'iaJJ., в теории Mli0l'0C.:OpTliЬIX а,JН'ебр M0Жli0 ДОКсt.3сLТЬ теоремы, 
a,.l:ia.JIOl'И'iHЬie теоремсt.м 4.3 и 4.4 и с.:влзывс1.,ющие 110.1:iЛТИЛ MHOl'0-
c.:opтtiOl'0 1 ·омоморфизма. и .мnо-госортnой фактор-а.л,-гебры . 
.1:-ie рс1.,с.:с.:матривая. этот вонрос.: нодробliо, заметим, 'iT0 нереход 
от мtlo1 ·oc.:opтlioЙ сt.Jн ·ебры А = ( ( Ai) i c.1 , S ! ) к ее фс1.,к·1·ор-сt.J11 ·ебре 
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ot.:y щеt.:твдя.етt.:я. .1:ia, Ot.:.l:ioвe .мно-госортной кон-груэнции -
Ta..KOl'O t.:емеЙt.:ТВё\, ОТ.1:iОШе.1:iи.Й ЭКВИ.Ва.JШ.1:iТ.1:iОL:ТИ. (р- с A~) -"-'J 'iTO 

i - i i'- ' 

ДJIЛ любых llOllЩ).l:iO ЭКВИ.Ва.JШ.1:iТ.1:iЫХ. элеме.1:iТОВ Ui, ьi Е: Ai, i Е: I, 
т.е. 'l'а..ки.х, 'iTO щ Pi Ьi 1 и.меет меt.:то 'l'а..кже и. экви.ва.J1е.1:iт.l:iоt.:ть 

( Ui1 ••. Ui" w) Piu ( Ьi1 ••• Ьi" w), Ка,КОВа.. бы .1:iИ была. n-a..p.1:iaJI онера..
ци.л w Е: Н ти.на.. (i l> ,i1, .. ,,iп), То1'да.. J1юба..л та.ка.я. онера..ци.л 
может быть pa,t.:11pot.:тpa...1:ie.l:ia.. .1:ia, t.:емейt.:тво фактир-мнижf::-с:rnfЗ 

( ( Ai / Pi) i t 1 , ~ 2) t.:o L 'Jia..t.:.l:iO ра,ве.1:it.:т в у 

Онределе.1:i.1:iУЮ та..ким обрсl,,ЗОМ M.l:iOl'Ot.:opт.1:iyю а.Jп'ебру .1:iсl,,ЗЫВа..

ют фа..ктор-а.Jп'еброй и.t.:ход.1:iоЙ а.JП'ебры А = ((Ai)icL, П) от.1:iоt.:и
тедь.1:iо M.l:iOl'Ot.:OpT.1:iOЙ КО.1:il'РУЭ.1:iЦИ.И. (pJit l . # 

M.1:io1 'Ot.:op 1'.1:iые а.JП 'ебры ши.роко и.t.:нодьз у ютt.:я. в t.:oвpeмe.l:i

.1:iUM теuрети. 'iet.:кuм 11рu1-ра..мми.рuва...1:iи.и. *. 

Вопросы и 3адачи 

4.1. llоксl,,За.Ть , что отношение ~ ( t.:м. пример 4.1[6]) шt 

.1:iОt.:и.теJш ношi F нвдлетt.:я. от.1:iоше.1:iи.ем д·инf::-йниёи пир,)(,dка, т.е. 

длл любых двух эдеме.1:iтов и, Ь Е: F имеет меt.:то и ~ Ь иди Ь ~ и. 

4.2. Дока..За..ть L:дедующи.е изоморфизмы; lffin ,....., VЧl···Чн- ,....., Sл, 

1 'де Чl, . . . , Чп - 110110..p.1:iO рсl,,ЗдИ'i.1:iые нроt.:тые 'iИt.:Jia.., а.. 1 AJ = п 
(t.:м. нримеры 3.3.б, 3.9 и 3.11). 

4.3. Уt.:та...1:iовить, t.:охра...1:iлет J1и от.1:iоше.1:iие, введе.1:i.1:iОе в нри
мере 4.4д, .l:ia.. м.1:iожеt.:тве Z от.1:iоше.1:iие деJrимоt.:ти.: rn I п (rn 

ДеJlИТ n). 

4.4. На, мнuжеt.:тве вt.:ех отuбра.же.1:iиЙ м.1:iожеt.:тва. м· в t.:ебл 

онредеJШ.1:iО от.1:iоше.1:iи.е т ; I т g, et.:J1и. и только еt.:ди Н(/) = Н( d). 

"' Об иL:ш.>ль3uва.нии пuю1тю1 мнUl'UL:Upтнuй Мl'~бры в прu1'ра.ммирuва.нии 

L:м.; 1 'и ё-еп Дж.А . 1 Мезеё-ер Ж. 
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Дока,31;1..ть, 'iTO в общем (;J1y 'io.,e это от.1:iоше.1:iи.е, бу .цу 'iИ. экви.в1;1..
JШ.1:iТ.1:iОlтью 1 .l:ie Я.ВJlлетс.;л КО.1:iL'РУЭ.1:iЦИ.еИ OT.l:iO(.;И.TeJlЬ.l:iO КОМllОЗИ.

ци.и. ОТ.1:iОШе.1:iи.Й. llос.;трои.ть нри.мер. 

4.5. Имеет ди. мес.;то изоморфизм Z~:::::: Z1;;,/! 

4.6. Онредеди.ть 1·ру 1111ы дви.же.1:iи.Й ци.ди..1:iдрё:L и торёt, рёtс.;с.;у

ЖД1;1..Л т1;1..к же1 к1;1..к и. нри. реше.1:iи.и з1;1..д1;1..'iи. 2.20. ДокаЗ1;1..ть1 что 
11ерв1;1..Л и.зоморф.1:iо., L'py1111e IR:г/z) о., ВТОро.,Л - !R:г/z:г:::::: (IR/Z):г:::::: 
'"'-' ~ l ~l 
-vJ XvJ. 

4. 7. Дока31;1..ть1 'iTO 1юду кодьцо би.н1;1..рных отноше.1:iи.Й н1;1.. 

п-эдеме.1:iтном М.1:iОжес.;тве { а1 7 ••• 7 ап} и.зоморф.1:iо нолукольцу 

кв1;1..др1;1..тных мсtтри.ц 11орлдк1;1.. п нсtд нолукодьцом В ( с.;м. 3). 

4.8. Н1;1..йти. вс.;е раЗJюже.1:iи.л будевой а.111·ебры 1$~ в ви.де 

Рис. 4.5 

4.9. ДокаЗсtть1 'iTO любой L'Омоморфный 
обрсtз решетки.1 ци.1;1..1·рсtммсt Х1;1..с.;с.;е которой 

и.зобр1;1..женсt нсt рис.;. 4.51 изоморфен J1и.бо ей 

с.;сtмой 1 ди.бо одноэдементной решетке. 

4.10. Н1;1..Йти. вс.;е 1·омоморфньш обраЗы решетки., ди.а..1'ра..мма.. 
Х1;1..с.;с.;е которой и.зобра..же.1:iёt .l:iёt рис 3.51 которые .l:ie и.зоморф.1:iы 
ей с.;1;1..мой, а.. та..кже .l:ie и.зоморфны ОД.1:iОЭдеме.1:iТ.1:iОЙ решетке. 



5" ТЕОРИЯ ГРАФОВ 

Нефuрм1;1..11ьнu гр,::1,,ф мuжнu р,::1,,с.:с.:ма,грив,::1,,гь КёJ.,К мнuжес.:твu 

тu'iек и. с.:uеди.ш-1ющи.х эти. тu'iки. ди.ни.Й c.:u с.:тредка.ми. и.ди. без 
НИ.Х. 

llервой ра,ботой теор и.и. 1 'ра.фов Кёl.,К Ма,тема,ти. 'iес.:кой ди.с.:ци.-
11ди.ны t;'iи.та.ют с.:та.тью Эйш~ра. ( 1736 1'.), в кuтuрой ра.t;t;ма.три. -
в1;1..11,::1,,t,;ь 3а.Да.'iа. о К~ни.н1 тбер1 тки.х мuс.:та.х. Эйдер 11ока.31;1,.11, 'iTU 
Нt;/1Ь3}1 uбuйти. с.:емь l'U(-)UДC.:KИ.X MUC.:TUB И. вернутьс.:н В и.с.:хuдную 

TU'iKY, 11рuйдн llU ка.ждuму мut,;·1·y рuвнu uди.н ра.3. сш~дующи.Й 

и.мну дьt; теори.л 1 'ра.фов 11оду'iи.да. t;нуt;тл 11о'iти. lUU дет t; ра.Зви.
ти.ем и.с.:с.:.11едова.ни.й 110 эдектри.'iеt;ким t;етлм1 крис.:т1;1,.11Jю1'ра.фии 1 

V 

ор1'а.Ни'iес.:кои химии и дру1'им нс1,укс1,м. 

С !'(-)а.фа.ми., (;с:\.МИ. TOl'O не 3а.Ме'iа.Л, мы (;Та.JlКИ.Ва.емсл llUC.:TO

Я.llH0. На.11ример, l'ра.фом я.вдя.етt;я. t;хема. диний метроноди.тена.. 

То'iка.ми. на. ней 11редt;·1·с1,вдены t,; ·1·с1,нци.и., а. ди.ни.н.ми. - 11ути. дви.

жени.я. 11uездuв. Ис.:t;дедуя. с.:вою родоt;JЮвную и. возвuдя. ее к 

д1;1,.11екuму 11редку, мы t;трuи.м та.к На.ЗЫВёJ.,емuе 1'ене1;1..1юJ.'И'iес.:кuе 

древu. И эт·u древu - гра,ф. 

1 'ра.фы t;дужа.т у.цобным t;редt;твом 011и.t,;с1,нил t;влзей меж

ду объекта.МИ. l:'a.IO:~e мы уже Иt;llOJIЬ30Ba,JlИ. l'ра.фы Ка.К (;110-

с.:об lia.l'дЯ.Дli0J.'0 11редt;тс1,вдени.л коне'iных бш-1,арных иrпнишен·ий 

(t;м. 1.3). Но l'ра.ф И.(;110JlЬ3уют ОТliЮДЬ lle T0JlЬK0 Ка.К И.JlдЮ
С.:Т(-)а.ЦИ.Ю. На.11ри.мер, рс1,с.:t;мс1,три.вс1,л 1'ра.ф, и.зобра.жа.ющи.й с.:еть 

ДU(-)01' между На.t;едеliНЫМИ. 11ункта.МИ.1 MOЖliO uнредедИ.l'Ь Мёl.,(-)Ш

рут 11рuезд,::1,, uт 11уllкт,::1,, А дu 11унк1·а. D. Еt;ди. т,::1,,ки.х ма.ршру

тов ою:t.жетс.:л llес.:кодько, хотеJЮt;Ь бы выбра.ть в 011peдeJШHli0M 

с.:мысде 011ти.м1;1,.11ьный1 на.11ример с.:а.мый короткий и.ди. t;ёl.,МЫЙ бе
зона.t;liЫЙ. Ддл решеllи.л 3а.Да.'iи. выбора. требуетt;л 11рuводить 

011peдeдelillыe вы 'iИ.t;Jшнил на.д 1·рс1,фс1,ми. llpи решении нодоб

ных 3а.Да.'i у добllо и.t,;11uдьзuвс1,ть 1;1,.111,ебр,::1,,и. 'iес.:ку ю техliи.ку, да. и. 

C.:a.MU llOliЛTИ.e 1'(-)а.фа. liеuбхuди.мо фuрм1;1..11и.3UВа.ТЬ. 
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Методы теории. 1'рс1.,фо1> широко нри.меl:iлютсл 1> д,и.скрет-

1:iОЙ мс1.,темс1.,ти.ке. .оез 1:iи.х 1:iевозможl:iо обойтись нри. cl.,J:ic1.,J1и.зe 

и. си.1:iтезе рс1,3J1и. '-il:iыx ди.t.жретl:iых 11реобрс1,3овс1.,тедеЙ; фу l:iкци.o

J:icl.,JlЬJ:iЫX бдОКОl> ком11ьютерОВ7 КОМllдексов 11рОl'рс1.,мм И. т.д. 

Н J:icl.,C'l'oлщee времл теория. 1 ·рс1.,фов охвс1.,ты1>с1.,ет бодьшой мс1.,

тери.щ1 и. с1.,кти.вl:iо рс1,3ви.вс1.,етсл. llpи. ее и.зJюжеl:iи.и. 01'рс1.,1:iи. '-iи.м

ся. TOJIЬKO '-iё:LСТЬЮ резудЬ'l'сl.,ТОВ и. OCJ:iOBJ:iOИ ё:LКЦl:ШТ сдедсLем J:icL 

011исс1.,l:iии. и oбOt,;J:iOBcl.,J:iИ.И ю:~которых широко pc1.,t,;11pocтpct.1:iel:il:iЫX 

сl.,Jll'Оритмов cl.,J:icl.,JlИ.3cl., l'рё1,фОВ7 которые нри.меJ:iЛЮТСЛ В теории. 

форМЩlЬJ:iЫХ Л3ЫКОВ. 

5.1. Основные определения 

l 'рс1.,фы, кс1.,к уже отме'-iщюсь в 11римерс1.,х1 еt,;ть с11оt,;об 1, ви
зущ1и.зс1.,ции1· свлзей между онредеденными объекта.ми. Свлзи 

эти мо1 ·у т быть J:icLll' \о.,Вдеl:il:iыми. 1• кс1.,к J:icLll' \и.мет\ в 1 'еl:iещю-
1, 1:-" ' ' 1:-" 1:-" ' 

ги'-iеском древе, и.ли 1·нeJ:ict.11µct.ВJШHJ:iЫMИ ;. ( сеть доµо1' с двycтo-

l-)OJ:iJ:iИ.M движеl:iием). В соотве·1't,;тви.и t.: эти.м в теоµи.и. 1·µс1.,фов 

выдедлют два. OCJ:iOBJ:iЫX тина. l'рсt.фов; оµиеl:iти.µовсt.нl:iые (или. 

J:ict.Пpct.вдel:il:iЫe) и l:ieopиel:iтиµoвc1.,1:iJ:iЫe. 

llocтpoel:iиe мс1.,темс1.,ти. 'iеско1 ·о 011редедеl:iия. 1 ·µс1.,фс1., ot.:y щеt.:т-

ilдлетсл 11у тем фо• \мщ1изс1.,ц-ии и объектов 1• и. t.:ilлзей 1• кс1.,к 
1:-" " ' 1, 

Эдемеl:iТОВ 1:iекоторых ( Ка.К lll-)a.BИJIO, KOJ:ie'iJ:iЫX) MJ:iOЖeCTl>. 

Оt.:новные llОНЛТИЛ длл неоµиеНТ'И.l-)ОВсLННЫХ и. oµиellT'И.l-)OBcLH

J:iЫX 1 'рсt.фов удобl:iо вводить " 11с1.,рщ1дедьl:iо ;. . 'l'с1.,кое изложеl:iие 

1103BOJIИT J:ia.l'JПIДJ:iO t.:OllOt.:Ta.BИTЬ t.:оответt,;тilующие 1101:iЛТИ.Л. 

Неориентированные 

графы 

Н еuр·иеп1п·ирu(jан,н,ый -граф G 
3а-1.\а-еТ(;Я. 1.\ВУ МЯ. МН()Ж~И'Ва,М.1:1 

г ч~ V - Kl>H~'iH()~ МНОЖе(;l'В(), 

элем~нты Kl>Tl>I-IOГ() На,ЗЫВа-ЮТ 

(j ер·ш·и·па.1vf.:и или узли.м.:и; l:!J -

Ориентированные 

l'рафы 

Op·uenm:upu(ja·n·nыu -граф G 
3а-1.\а,(;Т(;Я. .ЦВУ МЯ. МН()Ж~И'Ва,МИ. 

ГД,(; V - Kl>H(;'-11-!0(; МНОЖ~(;ТВО, 

ЭЛ(;М(;НТЫ Kl>Tl>J-)l>Г() На,3ЬШа-ЮТ 

В(;ршина-ми и.ли. узла-ми; l:!J -
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мнl>же<.:т1:ю меупvряdvченных пар 

ш1., V , т .е. 1юп,мнl>жеl:т1:ю мнl>

же<.:тва п,вухэлементных. 1ю11,мнl>

же<.:1'в V, элементы Kl>Tl>[IOГl> на
зывают ребри.м:и. Длн кажп,l>гl> 

ребµа {'и , 'V} Е l!J <.:'-ilП'аем1 '-il'l> 'U 

и 'V - разл11 '-iные веµш11ны. 

J::;.<.:Jiи ребрl> е = {'и, 'V}, Tl> Гl>Вl>
рят, '-iTl> ребрl> е <.:l>еп,11ннет вер

ш11ны 'U 11 V, 11 l>бl>ЗHa'-ii;l.,IOT Эl'l) 

'U 1-i v; е<.:л11 неl>бхl>д;11Мl>, указы

вают имя графi;J., G; 'U f-----t; 'V. 

Нерш11ны 'U 11 'V , <.:l>е11,11неные µе

бµl>м ('и 1-i 'V), называют смеж
пым·и, а Тi;J.,кже ·ко·п·цам·и ре

бра {'и, 'V }. J::;.<.:Jш 'U 1-i 'V, 1 ·l)1:ю

рнт, '-il'l> веµш11ны ·и 11 'V <.:B}i

Зi;J.,HЫ 01ппо·ше·п·ием 'nепосред

сrпв е·п·пой дост:иж·имосn1,·и. 

t'eбpl> е называют ·ипч·иде·птп

пым верш11не v, е<.:Jш l>на ЯВJШ

ет<.:н l>.Д,НИМ из егl> Kl>HЦl>B. 

Си~епе·пью f3ер·ш·ипы ·и назы

вают '111<.:JIO dg'V в<.:ех 11нц11п,ент
ных ей ребеµ. 

мнl>же<.:1'Вl> упvряdv'Ч,енных пар 

ю:1., V, т.е. 1юп,мнl>же<.:твl> м1:-юже

<.:тва V х V, элементы Kl>Tl>pl>Гl> 
называют ду-ги.м,·и. 

J::;.<.:ли п,у га е = ('и, v), Tl> Гl>Bl>pnт, 
ч:тl> д;у га е веп,ет 113 вершины 'U 

в верш11ну v, 11 l>бl>Зlii:t'-iёt.ЮT Эl'l> 

'U • 'V; е<.:л11 неl>бх.l>д;11Мl> , указы

вают 11мл графа G; 'U ➔и 'V . 

Нерш11ны 'U 11 'V, l'i;J.,K11e, '-iTl> 113 

веµш11ны 'U в веµш11ну 'V веп,ет 

.д,уга ('и ➔ 'V), называют смеж
·пы,м'и, 11р11 'iем 'U ШJ.,3ы.1:щ.ют ·пи

·чu,1J,о.м,, а 'V - ко·п-цом ду-г·и 

('и, 'V), Дугу, Юt'-iaдl> 11 кl>нец Kl>

Tl>pl>И е<.:ть l>n,нa 11 та же вер

ш11ш:1.,, называют nen1,,1J,eU. Е<.:

л11 'U • 'V, l'l) Гl>Bl>[>HT , '-il'l) вер

шины ·и и 'V <.:в}iзаны отт~по·ше

п·ием ·пепосредсп1,веп·пой до

сrп·иж·и.м,остп·и. 

1.1,yr у ('u,u) называют зиход.я,-щей 

в верш11ну 'V 11 ·исход.я,:щей 113 

веµшины 'U, Дугу называют ·ип

·ц·идепn1,пой вершине 'V, e<.:JI11 l>IO.t 

~i;J.,Xl>.LJ,И:Т В 'V 11JI11 И<.:Хl>.Д,ИТ 11~ 'V. 

П о,1J,усп1,епепью заходи вер

ш11ны 'V назывi;J.,ЮТ '-i11<.:JIO dg- ('и) 

захl>.д,ящ11х в нее .д,уг , а no
,lf,ycrnenenыu ·исходи верш11ны 

'V - ч:11<.:Jil> dg +('и) 11<.:х.l>.д,}iщ11х 11~ 

нее 11,у г. Стпепепь в ер·шипы 

'V, l>бl>знаLшемс1,,}i dg(u), - Эl'l> 

<.:умма аl>лу<.:теаенеи 3axl>.д,i;I., 1111<.:

x.l>n,a. 
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Для: веµшины ·v множеL:тво 

l'('v) = {х: хг--, •v} 

lii:t3bШaIOT MliOЖe(.;Tl::IOM (.;Межных 

L; ·v веµши.н. Саравеп,ливо µавен
(.;l'ВО 

dg(-v) = ll \и) 1-

Ц enr:, в l:ieopи.el:iTИ(.IOBal:il:iOM 1 ·ра
фе G - это 1юсJ1еп,оватедь1:iость 

верши.1:i ( кoJ:ieL11:iaн: и.ли. беL;коне'i

на.я.) ·vu, ·v1, ... , ·vп, ... , такая:, 

'!ТО щ f---, 'Иi+ 1 L\JШ любого i, если. 
'Иi+1 существует. (llol\ кol:ie'il:iOЙ 
1юслеп;овательностью 1ю1:iи.мает

сн: ·кuрт,еж веµши.1:i . ) 

Длн: KOl:ie'il:iOЙ цени. ·vu, ·v1, ... , ·vп 

'iисло ·п (п ~ О) 1:ii:t3ывают iJ.л·и

·пий чеп:и. Таким обµа.3ом, дли

на цени. есть 'iисло ее µебеµ, т.е. 

всех ребер , L;Ое1J,инн:ющи.х вер

шиl:iы щ и 'Vi+1 (i = О, п-1). Цtшь 
L\ди.ны О - э·1·0 аµои.3вольюt.н 

верши.1:iа 1 ·рафа. 

l 'овоµн:1·, '!ТО вер·ш·и·па ·v 1:iеоµи
ентиµованного гµафа G iJuc.m:u
ж·uмa и.3 веµши..1:iы ·и этого гµа

фа 11 обО31:iа'!ают ·и 1=1"' 'V' e(.;JIИ 

сущеL;твует цеаь ·vu, ·v1, ... , ·v,н 

такан, 'iTO ·и = 'Ио, 'Ип = ·v (11µ.и. 
этом 1 ·овоµн:т также, '!ТО 1J,ан

нан: цеаь соеп,и.~ше1' веµши.1:iы ·и и. 

'V' которые 1:ii:t3ЫВают 'NQ'Н,'ЦUM'U 

чеп:и,). Таким обµа:Jом, 3аn,ано 

Для: веµшины ·v множеL;тво 

Г('v) = {х: ·v • :t:} 

нi:t3ьшают множеL;твом npeeм

n·u,·r;uв веµши.1:iы ·v, а мl:iожество 

l'- 1 ('v) = {х: х • -v} -

мl:iожест.1:Юм пре(J-шес.rпв еп·н,-и,

кив JJеµши.1:iы ·v. Саµавеп,ди.вы 

µaвel:ic 1'ва 

Пут,~:, в opи.el:iти.poJJal:il:iOM гра

фе G - это 110L;J1е1J,оватедь1:iость 

веµши.1:i ( кol:ie'il:iaн: и.ли. бескоl:iе'i
ная:) ·vu, ·v1, .. . , ·vп, ... , такая:, '!ТО 
щ • 'Иi+ 1 11,1ш любого i, если. ·ui+ 1 
сущеL;твует . 

Длн: ко l:ie 'il:il>l 'О аут и. ·vu, ·v1 , ... , 
·vп '!И.(.;JЮ п 1:iа.Зьшают iJ.л·u,nuй 

пут,-и, ( п ~ О). Тем L;амым .цл11-
на нут.и. есть 'iисло его п,уг, т.е. 

вL;ех 11,уг 1 которые веп,ут и3 веµ

ши.1:iы щ в веµшиl:iу -v1+ 1 (i = 
= О, п-1). llуть п,лиl:iы О - это 

нрои3водь1:iан: JJepшиl:ia 1 ·ра.фа. 

l 'овоµн:т, '!ТО вер·ш·ипа и оµи

ентиµованного гµафа G iJос.т:и
ж·има и.3 веµшины ·и этого гµа

фа и обо3Шt'!ают ·и =?-"' ·v, eL;Jrи. 

сущеL;твует нуть ·vu, ·v1 1 ••• , ·vni 
такои, 'iTO ·и = ·v0 , ·v = -v,i (аµи 

ЭТОМ l 'OBOl>Kl' 1 '!ТО 1J,al:il:iЫИ ну ТЬ 

веп,ет 113 веµшиl:iы ·и в верши

ну ·v , 1:ii:t3ьшан нервую вершиl:iу 

па·ч.а.лuм, а втоµую - "Nип·цим 
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итт1,пu·ше·п·ие дuстт1,·иж·и.м,исrп·и 

1=1'1< в 1нюри~н:ти:ровс1..шюм грс1..

Ф~- О1ю нвл:н~l'(;}I peф11,er,;r;·u(jnu

mpanзnrrm(jnым замыr,;иn·ием от

н.ош~н.ип 1----1 н.~1ю1_;реп,1_;1'в~н.н.ои 

1J,0(;Tl1Жl1MOИ'l1. 

О1'н.ошеt111е п,ои'11ж11мос:1'11 в н.е

ор11~1iт11ровс1.,lit1Ом гра.ф~ peф11,er,;

c·u(jnu1 r;·имметР'ич,nu 11 mpanз·u

m ·u(jnu1 т .е. я:вля:етс:я: urrmuшen·u
eм эr,;(j·ив a11,enmnu r;m,·u. 

.l:.}(;Jrи с у ществ у ет цеаь t1et1y де.1:юЙ 
11,Jll1Н.Ы, 1_;оеп,11н.nЮЩсl.,}1 'U l1 'И I то 

1111шут 

.f::.(;Jrи liеобхоl\и:мо }ШliO укс1.,3,ать 

n,J111t1y це1111, l'O 1111шу т 

11 говорн:1', '-П'О 1_;ущ~с:тву~т цень 

n,ли:н:ы п, 1_;оед;11t1я:ющШl ·и 11 ·и. 

llpucrna.я, ч-еrн, - это цщ1ь, в1_;е 

верш11t1ы которои, кроме, быть 
V V 

может, нервои и. 1ю1_;де1.\н.еи 1 110-
11apt10 pa3JШ 'iliЫ 11 в1_;е ребра 1ю-

1шрн:о рi:t3д11 ч.н.ы. 

llpoc1'yю ц~аь ненуд~вой L\дl1liЫ 
1_; 1_;ов11ап,ающи.ми. концами 1ii:t3Ы
вс1.,ют ·ц.·и,к.tl,u.м,. 

n,сшн.ого nyrn·u). Тс1..к11м обрс1..

зом1 зc1..n,a.liO иrппо·ше·н:ие до

сrп·иж·и.мисrп·и =?- 'i< в ор11~н.т11-

ровс1.,t1t1ом 1 ·рс1.,фе . Ot10 щ~JIJieT(;Ji 

peф11,er,;c·u(jН,U-'mpaН,З'U'Гn;U(jН,ЫM за

мь~r,;аn·ием отt1ошешш • lie1ю-

1_;pen,1_;тв~t1t1oи д;ОС:Тl1ЖИ:МОU'И:. 

О1'н.ошен.11е 11,ос:т11ж11мос:1'11 в op11-
eliт11poвat1liOM грс1.,фе р~фл~кс:11в

н.о 11 тра1iз11тюшо, н.о в общем 

с:луLше не ашп·иr;·иммет,р·ичн,u; е1_;

ли цв~ верш11н:ы ори:ен:тировс1.,н:

t1ого графа. 11,ос1·11ж11мы 011,lii:t 
и:з п;ру гои, то и:з этого вовсе 

н:е (;Jien,yeт, 'iTO Olil1 (;UJ:Шi:t1.J,aI01'. 

Тс1.,к11м обра.зом1 01'н.ошеt111е 11,о

ст11жи:мои·11 в opиet1т11poвaliliOM 

грс1..фе е1_;1ъ uumuшenш:. npednu
pя,dr,;u . 

V V 

.1:ЮИ 1.\Лl1Н.Ы1 веп,у щи.и 113 ·и в 'И' l'O 

аи.шут 

·и=?-+ ·и . 

.f::.1_;ли. lieoбxon,11мo }ШliO укс1.,3,а1ъ 

п,д11t1у ау ти., то аи.шут 

и. говор>iт, Lпо 1_;ущ~ствуе1· нуть 

n,ли:н:ы п, веп;у щи:и 113 ·и в ·и. 

llpucrnuй пуrти, - это ау 1ъ, 

в1_;е верши.н.ы которого, кроме, 

быть может, нервой и: 1101_;деп,

н~и1 lIOLШpliO pi:t3JШ'iliЫ. 

llростой ау 1ъ н~ну д~вой n,д11t1ы, 

нa'iaJIO и коt1~ц которого 1_;ов1ш

п,ают, t1i:t3ьшс1.,ют кипrпури.м. 
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llрои.31юJ1ьну ю 
u 

llpOИ.31IOJibHЫЙ 
u 

Цl;llb lil;liY Jl[;lIOИ 11у1ъ Hl;liY Jll;lIOИ 

11,ЛИ.liЫ (; (;()Вllё:\.11,ё:\.ЮЩИ.МИ. К()liЦё:\.- 11,ли.ны, Нё:\.'-1.ШЮ И К()Нl;Ц К()Т().()()-

МИ. 1 В(;[; l)l;бl)c:\. K()l'()l)()Й lIOlШ.()li() l '() (;()Bllc:\.11,c:\.IOT, бy.LJ,l;M liс:\.3ЫВс:\.1Ъ 

.()c:\.3JlИ. ч.ны, бy.LJ,l;M lic:\.3ЫBc:\.Tb за- за.м,·к·пут,ы.м, путпе.м,. 

.м,кпуrпuй ·цеп~ю. 

Нl;О[>Иl;НТИ.()ОВсt.ННЫЙ Гра,фl Hl; Ори.l;Н ТИ.l)()Вс:\.ННЫЙ грсt.ф , Hl; (;()-

u u 

(;()11,l;l)Жо..ЩИ.И циклов, Нс:\.3ЫВс:\.Ю ! ' .LJ,l;l)Жс:\.ЩИ.И кон1·у µов, licJ..3ЫBcJ..Юl' 

U'Ц'U'KJl,'U'ЧeGK'U.М, ~рафu.м,. бес·кu·пrпур·пы.м, ~рафи.м,. 

Замечание 5 .1. '1 'ребо13аню~, чтобы 13<..;е ребра нро<..;той цени 

неориентиро13анно1 'О 1 'рафа быди нонарно разди чными, <..;уще-

а ь 

d е 

Рю;. 5.1 

<..;т13енно. Е<..;ди е1'О <..;нлть, то цень 13ида ·и 1 ·и, 

·и, l'Де ·и н ·и, будет цикJюм, 13 котором одно 

и то же ребро {·и, ·и } нроходит<..;л д13ажды 13 

нpUTИl3UHUJIOЖHЬIX Шtнра13JШния.х, хотя. та

кую цепь е<..;ге<..;твеннu циююм lle <..;ч:игатъ. 

н~ будет эта цень 13 <..;оuт13ет<..;1•13ии <..; нринл-
V V V 

тои терминодо1'иеи и замкнутои ценью. 

1:3 неориентиро13анном 1 'рафе на ри<..;. 5.1 
цень анЬнс;нdн~нс;на ЛJJJ1лет<..;л нри

мером замкнутои цени. 

Замечание 5.2. 1:3 общем <..;ду'iае в ориентированном t'рафе 
нере<..;ечение множе<..;т13а нреемнико13 I'('u ) 13ершины ·и и множе

<..;тва i ' - 1('u) ее нредше<..;твенников будет не ну<..;го, е<..;ли е<..;ть 
нетдл ('и, ·и) : Г ('и) n i ' - l ('и) f=. 0. 

Пример 5.1. Раt.:мотрим неuриентирова1Iный граф, изо

браженный на ри<..;. 5.2. Он задает<..;л множе<..;твом 13ершин 

и множе<..;т13uм неу норлдо'iенных нар 

1:3 этом l'рафе 110 (..;J1едоватедьно<..;·1ъ вершин ·и1, ·u3 , ·u4 е<..;ть нро<..;тая. 

цень, а 110(..;JШДО13атедьti0 (..;ТЬ ·и1, 'U3, 'V'l,, 'U1, 'U3, 'U4 - цень, lШ Л13JlЯ:Ю-
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V V 

щ1JЯ.с.;я. нрос.;тои, нос.;кольку в .1:н~и ес.;ть с.;о-

в11ад/::t.Ющ11е ребра. llос.;ледоватедыiос.;ть 

вершин 'И3, 'И1, ·u2, 'U4 не лВJrяетс.;л цепью, 
нос.;кольку в 1·рафе нет ребра {'u2 , ·u4}. 
ilOc;JleДOBctTeдЬHO(.;TЬ 'Иl 7 'U3, 'U'l,, 'Ul ес.;ть 

Цl1Кд, а, 110L:дед,ОВсtТедЬН0(.;'1Ъ 'U4 7 'U3 1 'Ul 7 'U'l, 1 

·u3 , 'И4 - цень t.: с.;ов11адающ11м11 концами., 

281 

V2 '05 'Vв 

lZ 
о--о 

Рис. 5.2 

но не цикл, нос.;кольку эта цень не лВJ1летс.;л нрос.;той. Эта цень 

не будет и. замкнутой, так как в ш~й еt.:ть повторлющеесл ребро 

{'U3, 'U4}. 
Стенен11 верш11н 1·рафа t.:ледующи.е: dg('u1) = dg('u2) = 2, 

dg('u3) = 3, dg('u4) = dg ('u5) = dg('u0) = 1, dg (uт) = U. 
Нерш11ны ·и1, 'V'l, 7 'И3, 'И4 11011арно доt.:ти.жи.мы (щ 1==1* 'Иj, ij Е: 

Е: {l, 21 3, 4}) и. обра.3уют клас.;с.; экви.в,1..11ентнос.;ти но отношению 

дос.;т11жи.моt.:ти.. Для. !3ершин 'И5 11 ·u0 11меет меt.:то ·u5 l==l'i< 'Ио , 11 он11 
также обра.3уют кдас.;с.; ЭК!3И.!3сtJ1ентнос.;ти. . Заметим, '-!ТО !3ерши.на 

'Ит , 110 онреде.11ен11ю, обра.3ует цень длины U 11 экви.!3ёt.Jtентна но 
отношению дос.;тижи.моt.:ти. только с.;амой с.;ебе. 

Пример 5.2. Обрати.мt.:л к ори.енти.ро!3сtнному 1'рафу, изо

браженному на рис; . 5.3. Он задаетt.:л множеt.:т!3ОМ !3ершин 

V = { ·и~ , 'И'/. , ·u3, ·u4 , 'И5, ·u0} и. множес.;твом ду1' 

Е = { ('и1, и2) , ('u1 , 'И3), ('u2, ·u1) , ('u2 , ·u3), ('И2 1 'И4), 

('u3, 'И1) 1 ('u3, u4), ('u5, 'Ио), ('ио, 'И4) }. 

Н этом ор11енти.ро13анном 1'рсt

фе нос.;ледовательнос.;ть верши.н ·u1, 
V 

·u2, 'И3, ·u4 еt.:ть нрос.;тои нуть, а 

110(.;JШДО!3аТеJ!ЬН0(.;1Ъ вершин 'И1 7 'U'l, 7 
V 

'U3 , ·u1, 'И3, 'U4 - нуть, не ЛtlJlЛЮЩИИ-

(.;Л нрос.;тым, нос.;кольку 13 нем, на
нри.мер, Д!3сt pa.3ct вt.:тре'-!сtетt.:л вер-

Рис. 5.3 

шина 'И3 , не с.;дужащая. нa'-ictJIOM и концом нути.. 

llос.;ледовательнос.;ть !3ерши.н ·u3, ·u1, ·u2, 'И3 ес.;ть контур, а 
V 

110(.;JШДО!3а'l'е.l!ЬН0(.;'1Ъ 'И3, ·и~ , 'И'/,, 'И1, 'U3 - замкнутыи нуть, но не 
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КОJ:П'УР, HOlЖOJlЬKY верши.1:нt 'V1, l:ie Л:ВJlЛ:ЮЩсtя:(;Л: J:ic:\.'-lctJIOM нути., 

B(;'l'pe'icteтcя. двсt pct3ct. llot.:JШДOBctTl::~дЬJ:iO (;TЬ верши.1:i 'V1, 'V3, 'V4 , 'Vfj 

J:ie зсtдсtет ну ть, тсtк как в рсtt.:t.:мсtтри.всt~мом opи.~l:iти.poвctl:il:iOM 

l'pctфe l:ieT дУl'И. ('v4, 'Vfj). 
llодуетенеl:iи. зсtх.о дсt, ноду t.:тенеl:iи. и.t.:хо дсt и. t.:тенеl:iи. у вер

ши.1:i t.:.1шдующи.~; у 'V1 и. 'V3 - dg- ('v1) = dg- ('v3) = 2, dg+ ('v1) -
= dg+('u3) = 2, dg ('v1) = dg('u3) = 4; у 'V'l - dg-('v'l) = 1, dg+('v'l) = 
= 3, dg ('V'l) = 4; у 'И4 - dg- ('v4) = 31 dg+ ('u4) = U, dg('v4) = 3; у 
'V5 - dg- ('u5) = U, dg+ ('v5) = 1, dg('v5) = 1; у 'Vfj - dg- ('vfj) = 1, 

dg+('vf)) = 1, dg('vt>) = 2. # 

01'1:iOШeJ:iИ.~ ДОL:l'И.ЖИ.М(JL:ти. в J:il::Юpи.el:iти.poвctl:iJ:iЫX и. upи.~l:iTИ.

poвctl:il:iЫX l'pctфctx обдсtдсtет L:дедующи.м щtжl:iым t.:вUЙ(;твом. 

Теорема 5.1. Ддя. дюбой цени., t.:оеди.1:iлющей две верши.1:iы 

l:i~opи.el:iти.poвctl:il:iOl 'O 1 'pctфct, t.:y щеt.:тв у ет нроt.:тсtл цень, t.:uеди.1:iл:

ющсtл те же в~рши.1:iы. Ддл дюбо1 'О 11ути., ведущего из верши.1:iы 
V 

'U В в~рШИ.1:iУ 'И upИ.~J:iTИ.!-)OBcttltlOl'U l'ра.фа., t.:ущ~ству~т 11!-)ОL:ТОИ 

нуть, в~дущи.и и.з 'U в ·v. 

• llров~д~м ДUKc:\3ё.tT~JlЬL:TBO ДJ!Я. J:i~UpИ.~J:iTИ.!-)OBё.tl:iJ:iOl'U l'ра.фа. 

(ддл opи.etlTИ.!-)OBcttltlOl'O l'pctфct ДОКс:\3сtТеJ1Ы.:тво нроtЮДИ.ТL:Я. cttlct

JIOl 'И'iНО). 

и 

и 

U V 

CYVVV\..r-0 

Рис. 5.4 

w 

Рис. 5.5 

w 

Рис. 5.о 

V 

V 

llyt.:ть верши.1:iы ·и и. 'V l:i~opи.el:iти.po

BcttlHOl'O l'рафа таковы, '!ТО 'U 1=1'1' 'V. Еt.:.11и 

эти в~рШИ.JiЫ Л:ВJlЛЮТСЛ конца.ми. ц~ни. tly

Jl~BOИ дди!:iы, то утвержд1::шие теоремы 

три.ви.сtJlЬl:iО. lly t.:ть 'U 1=1+ 'V, т.е. t.:уще-
V 

t.:тв у ет цень l:i~l:iY девои дди.1:iы, t.:о~ди.1:iн-

юща.л 'U и. 'V. ~а.t.:t.:мотри.м ка.ку ю-ди.бо и.з 

тсtких ценей (ри.(;. 5.4). Обозl:iсt'iим ее С. 

Et.:.1rи ц~нь С нроt.:та.Л, то докс:\3ыва.ть tl~

'iel'O. llyt.:'l'Ь t.:y щ~t.:твует вl:iyтpe!:il:iHЯ ( J:ie 

t.:овнсtдсtющсtл tlИ t.: одним из концов) вер

шиl:iсt 'Ш цени С, которсtл новторлетt.:л: в 

этой цени, т .е. 'U 1=1 * 'Ш 1=1 + 'Ш 1=1"' 'И. Это 
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Зlia'iИ'1' 1 'iTU вершина 'W t.:uдержитt.:л в некuтuрuй цени С' не

нудевой длины (подцепи цепи С) t.: 1_;овпадающими концами 

(риt;. 5.5). У да.11и.м вt;е вершины и. ребра цени. С' 1 кроме вершины 

·ш ( 1_;дужащей ее на'iаJЮм и. концом одновременно). llol:Jre этоr'О 
ноду'iи.м новую цень С1 1 1_;оеди.нлющую верши.ы ·и и. ·и (риt;. 5.6) 1 

в которой '--lИl:JIO новторений вершины 'W будет 110 крайней мере 
ю1 еди.аицу меньше, '-!ем в цени. С. Е1_;ди цень С1 11ро1_;тм, то 

утверждение доко..Заtlо. В 11ротив1iом l:Jiy'iae ноt.:тунаем t.: lieЙ 
т·ак же, как и t; ценью С. В 1_;и.ду кuнe'--ll!Ut;т•и Mliuжet.:твa веµши.li 

и. µебеµ 1 'I->а.Фа HUl:Jle KOlie'iliUl 'О 'iИ.L:Jla. Ша.1 'UВ нuду 'iИ.М нµut.:ту ю 

ц~:шь, 1_;01::щи.шiющую верши.ы ·и и. ·и. • 
Следствие 5.1. Е1_;ди. верши.на неориенти.µованно1'О 1'рафа 

V V 

1_;одержи.т1_;л в liекотоµои замкнутои цени, то Olia t.:одержитt.:л 
и в ю:жотором ци.кде. Е1_;ди веµшиliо.. оµиеl!тиµованliого графа 

t.:uдеµжи.тt.:л в tleкuтuµuм замкtlутuм нути, тu Utlc.t t.:uдеµжитt.:л и 

в lieкuтuµuм K01i'1·ype. 

Замечание 5.3. Сш::щt.:тви.е 5.1 нереt.:тает быть веµliым для. 

нµои.зводЬliОЙ цени. t; t;Овнадающи.м.1:1 КО!!Цам.1:1 . На11р.1:1мер, ДJIЯ. 

1ieop.1:1e1iтиpoвalil!Ol 'U 1 'рс.tфа, t;Оt.:толще1 'О из двух верши!! ·u1, 'И'2 

и. eди.lit;TBeliliOI 'O µебµа ('u11 'И'l,) цепь 'И11 'U'l, 1 'И1 (; t.:овнадающи.ми. 
концам.1:1 не 1_;одержит ц.1:1кда. # 

llеµейдем тенеµь к нонлтию нод1'µафа. ФоµмуJ1.1:1µует1_;л это 

нонлтие одliовремеliно ,цдл неори.енти.рованtlых и ори.енти.ро

ваtlliых l'рафов ( t,; у'iетом ро..Зди.'--lи.Й в термиliОJЮ1'и..1:1). 

Определение 5 .1. НеориентирuваliliЫЙ ( оµиеliт·ироваli
ный) граф G 1 = ( V1, l:!J1) но..Зывают под-графом неоµиентиµо
ваliliОI 'О (oµи.eliти.poвaliliOl'O) 1'µафа G= (V, l:!J) , et.:Jrи. V1 С V .1:1 
Е1 С Е. 

Будем и1_;нuльзuвать uбuзlic.t'ieниe G1 С G, ана..,шги'iliUе uбu
Зlio..'ieliи.ю вкдю'iенил ддл множеt.:·гв. 

Замечание 5 .4. Так как в oнpe.цeJreliи..1:15.1 наµа G1 = ( V1 1 Ь'1) 
е1_;·1ъ 1ieoµ.1:1e1iт.1:1µoвaliliЬIЙ ( oµш~liти.µoвaliliЬIЙ) 1'µаф, то для. дю-
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бо1·u µебµсL {'и, ·и} Е: Е1 (ду1·и. ('и, ·и) Е: Е1) 11µед11uдсLl'сLеп.:н. , кuн.е't

н.u, '!ТО ·и, ·и Е: V1, ноt.:кодьку ин.сL'-!е 111:Lµy (V1, Е1) недьзJI будет 
t.:'iИ.ТсLть н.еоµи.ен.ти.µовсLн.н.ым ( оµи.ен.ти.µовсLн.н.ым) l'IJcLфoм. # 

Ес..:ди. хотя. бы одн.о из укёL3сLн.н.ых двух вкдю'tен.и.Й в онµеде

Jшн.и.и. 5.1 с..:тµо1·ое, то G1 н.а,3ывсLют собствеккым под-графом 
t'IJcLфcL G; ес..:ди. V1 = V 1 то G1 н.ёL3ывсLют остовкым под-графом 
ГIJcLфcL G. 

lluдгµcLф G 1 неоµиентиµuвсLннuгu ( оµиентиµuвсLннuгu) гµсL
фсL G н.сLзывсLют под-графом, nорождеккым мкожестпв ом 
вершип V1 С V, et.:J1и. ксLждuе µебµu (ду1'1:L) тu1'дсL и. тuдькu тu

l'ДcL нµи.нсLдлежи.т Е1 С Е, ко1-д;сL t;1'0 (ее) концы нµи.нсLДдt;жсLт Vi_. 

ЧсLс..:то в с..:ду 'icLe, et.:J1и. множt;t.:тво веµши.н V1 11одµа,3у мeвcLeтt.:JI, l'O
вuµJiт нµuс..;тu u nорождекпом под-графе. 

Отмети.м1 что 11од1'µ1:Lф l'IJcLфcL G, ноµожден.н.ый мн.ожес..:твом 

веµши.н. V1, в отJ1и.'iи.е от 11µои.звоJ1ьн.01·0 11од1'µ1:LфсL l'IJcLфcL G с..: 

множеством веµши.н V1, должен включсLть вс..:е µебµсL (ду1·и.), 

концы котоµых нµи.нсLдлежсLт множес..:тву V1. 
lloд1'µ1:Lф G1 С G н.ёL3ывсLют максима.r~ькым nодzрафом, 

обдсLДсLЮщи.м дсLн.н.ым свойс..:твом Р, ес..:ди. он. н.е Jiвдя.етс..:я соб

t.:'1•венным нод1'µ1:Lфом никсLко1·0 дµу 1·01·0 11од1·µ1:LфсL l'IJcLфcL G, 
обдсLДсLюще1 'О t.:войством Р. 

Нёtнµи.меµ, н.сL µи.с. 5.7 11од1'µёtфы G1 , G2, G3 ЯВJ1Jiютс..:я. мёtк

си.мёtJ1ьн.ыми. сLЦИ.КJlИ.'tески.ми. 11од1•µёtфёtми. l'IJёtфёt G. Отметим, 

'!ТО он.и. Тё:LКЖ~ ЯВJlЯЮТt.:Я с..:обс..:тв~н.н.ыми. и. Оt.:ТUВН.ЫМИ. llOДl'IJcL

фa,MИ уксL3ёLННОГО гµсLфа,. 

с~п□ 
G 

Рис. 5.7 

Сд~дующ~~ вёtжн.о~ нон.я.ти.~ с..:н.овёt вв~д~м HёtIJёtJlJШдьн.o ДдJI 

IJcLL:t.:McLTIJИ.Bёt~MЫX двух видов l'IJёtфoв. 



5 .1. Иснинные и11ре,4еленин 285 

Неориентированные Ориентированные 

графы графы 

Неорие1п-ироваliliЫЙ граф liIOЫ- Opиeli1'иpoвaliliЫЙ граф liюьша-

вают связ·пым, есJш JJ.юбые п,ве ют связ·пым, еСJш JJ, JJ.}\. Jrюбых. 

его вершииы ·и и ·и соед,ииеиы це- д,вух ~ГО вершии ·и, 'V вершииа 

аью ('и 1==1'1' ·и). и 11,ос1'ижима 113 вершииы ·и ИJIИ 

в~ршиliа ·и п,остижима и.3 в~рши.-

liЫ 'V ('и • '1' 'V ИJП1 'V • '1' ·и). 

К омпопе·пrтtа связ·посrп·и ( и.Jrи К омпо·пептпа связ·посrп·и (или 
ЩJОСТО ·кимпu·пепrпа) шюриеli- просто ·компипе·пrпа) ориеити-

l'ИpOBatltlOГO графа - ЭТО его poвaliliOГO графа - ЭТО макси-

максимсt.11.ьliыЙ свR31iыЙ ноп,граф. MctJJ.bliЫЙ (.;ВН.31iЫЙ нод,граф. 

Н ш~ориеrп'ировсt.1:i.1:iОМ 1 'рсtфе две верши.1:iы, с.;оеди.1:iе.1:i.1:iЫе 

цеаью, с.;вн:зсt.1:iы от.1:iоше.1:iием дос.;тижимос.;ти, которое НВ.11нетс.;н 

ЭKBИBctJle.l:iTJ:iO(.;'l'ЬIO. llоэтому KOMllO.l:ietlтct TёtKOl'O l'pctфct - это 

llOДl'pctф, аорожде.1:i.1:iЫЙ .1:iекоторым KJlёtt.:t.:OM ЭКВИВёiJШ.1:iТ.1:iОL:ТИ 

вершин по отношению дос.;тижимос.;ти. 

llос.;кодьку КёtЖДёtН KOMllOJ:ie.l:iTёt J:ieopиe.l:iTИJ-)OJ:,Щ.1:i.1:iOl 'O l 'J-)ёiфct 

llOJ-)OЖДcteтt.:л Ю:ЖОТОJ-)ЫМ KJlёtt.:(.;OM ЭKBИ.BctJle.l:iTtlO(.;TИ веrши.1:i, то 

две J->ёtЗди '-1.1:iые комао.1:iекгы .l:ie 11еrес.;екёtю'1'с.;л, ·1' .е . .l:ie имеют .1:iи. 

общих ВеJ->ШИ.1:i, ни общих reбer. 

Тсtк ксtк отtlоше.1:iие доt.:ти.жимоt.:ти в orи.e.l:iти.poвct.l:itlOM l'J->ёt

фe J:ie лвдлетt.:л ЭКВИВёiJШ.1:iТ.1:iОL:ТЬЮ, то KOMllOJ:ie.l:iTЫ оrие.1:iти.ро

ВёiН.llОГО грсtфёi могут пеrес.;екёLТЬt.:Л. 

Пример 5.3. l 'J->ёtф, и.зобрёtже.1:i.1:iЫЙ .l:ict rи.с.; . 5.2, .l:ie ЛВ.11летс.;л 

с.;влзным. Он t.:оt.:тоит из трех компонент. Эти компонеаты 

норожде.1:iЫ тремя. KJlёtt.:t.:ёtMИ. ЭKBИ.BctJieHTtlOL:TИ 

доt.:ти.жимоt.:ти, укёtЗсt.1:iными в 11rимеrе 5.1. 
Свлзными. лВ.11лютс.;л вt.:е l'J->ёtфы , и.зобrсt

же.1:i.1:iые .l:ict rи.с.;. 5.7. 
OpиetlтиpoвcttltlЫЙ 1'ра.ф tlёt риt.:. 5.8 с.;влз

.1:iыЙ, ёt OJ-)И.e.l:iTИJ-)OBёi.l:ilible l'J-)ёiфы .l:iёt J-)И(.;. 5.3 
и. 5.9 tle ЛВJIЛЮ'l't.:Л t.:ВЛ3НЫМИ.. в OJ->И.e.l:iTИ.J-)0-

Bcitl.1:iOM l'J-)ctфe tlёt ри.t.: . 5.3 верШИ.tlЫ 'И'l, и. 'И5 
u 

не ДОL:ТИ.ЖИ.МЫ OД.1:ici И3 дJ->У l 'ОИ, а. В ориенти-

110 OT.l:iOШetlИ.IO 

Риt;. 5.8 
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рованном 1'рафе на риl:. 5.9 взаимно не доl:тижимы1 нанример, 

вершины 'И'l, и 'Иt)• Н ориентированном 1'рафе1 изображенном на 
риl: . 5.91 имеютl:л две комноненты l:вя:зноl:ти; С1 и С'2 1 которые 
11ере<.;ека1<Уl'l:Я. . # 

Ддл ориентированно1'О 1'рафа можно онредедить также 110-
нлтюr L:идьной и (;.11абой L:влзноL:ти. 

Определение 5.2. Ориентированный l'раф называют си.rи,
по св.язпым1 еl:ди ддя: J1юбых двух е1'О вершин 'U и 'И вершина 'И 

доL:тижима из вершины 'U и вершина 'U доL:тижима из вершины и 

('U =? >1< 'И и ·и =?>1< 'U). Б·икомnопепта ориентированно1'О 1'рафа

это e l'O макL:ИМаJlЬНЫЙ (;ИJIЬНО (;ВЯ.ЗНЫЙ 110..Цl'раф . 

E(;JlИ 'U =? >1< 'И И 'И =? >1< 'U ТО l'OBOBЛ'l' 'iTO 'U И 'И L:ВЯ.Заны от-
' .t' ' 

пошепием взаимпой достижимости. Это бинарное отно-

шение рефдекl:ивно, l:имметри'iнО и транзити.вно, т.е. лвдя:е1'L:Л 

отношением эквиваJ1ентноL:ти. Сдедоватедьно, две разди'iные 

бикомноненты не нереL:екаютL:л , т .е. не имеют ни общих вер

шин1 ни общих ребер. 

Пример 5.4. а. Н ориентиро1:>анном 1'рафе1 изображенном 
на ри<.;. 5.31 бикомнонентой лвдлет<.;л 11од1'раф G1 , норожденный 
множе<.;гвом вершин {'u1 , ·и2, ·u3} . Дей<.;гвитедьно, эти вершины 

1:>заимно до<.;тижимы, ноэтому ориентиро1:>анный 1 'раф G 1 <.;идь

но <.;1:>лзный. Так как из 1:>ерши.н 'И4, ·u5, щ) ни одна из 1:>ершин ·u1 , 
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'U'l,, 'U3 .l:ie ДО(;ТИ.ЖИ.Ма,1 ТО ВЫДе.lШ.1:i.1:iЫИ (;И.JlЬ.l:iO (;ВЛ3.1:iЫИ 110Дl'ра,ф 

G 1 лв.т1ле·1,с.;л ма,кс.;и.ма.11ь.1:iым. 

б. Н ори.е.1:iти.рова,.1:i.1:iОМ 1 'ра,фе, нредс.;та,ВJШ.1:i.1:iОМ .l:ia, ри.с.;. 5.9, 
и.меютс.;л 'iетыре би.комно.1:iе.1:i'l'Ы Н1 1 H'l, Н-.; и. 84. Это 11од1'ра,
фы1 норожде.1:i.1:iые <.;оответ<.;тве.1:i.1:iО м.1:iожес.;тва,ми. верши..1:i {'u1}, 

{'u'l, ·u3}1 {·u4, 'И&} и. { ·u5, ·u7 }. Отмети.м, '!ТО 1шд1'ра,ф1 норожден
.1:iЫЙ: м.1:iоже<.;твом {·и~}, ю~ <.;одержи.т .1:iИ. ОД.1:iОЙ: ду1'и.. Тем .l:ie ме.1:iее 
этот 11од1'ра,ф - би.комно.1:iе.1:i'l'а., ноLжодьку ка.жда.Л верши..1:iа. до

L:ти.жи.ма. L:a.Ma. и.3 <.;ебл ( но нути. дди.ны U). 

Определение 5.3. Неори.е.1:iти.рова..1:i.1:iы:Й: 1'ра.ф Gi = (Vi, Е1) 
.1:iё:\,3ЫJ:щют ассоц·широв апным L: upи.e.l:iти.puвa,.1:i.1:iUM 1 •ра,фuм G = 
= ( V, Е), ес.;ди. е1 'О м.1:iоже<.;тво верши..1:i <.;ОВНа,Да,ет L: м.1:iоже<.;твом 

верши..1:i opи.e.l:iти.puвa..l:i.l:iOl'U 1'ра,фа. G, а. на.рс:1., {'U, 'И} обра,3ует 

ребро ТОl'Да, И. ТОдЬКО ТОl'До.,, КОl'Дё:1., 'U -f ·u И. И.3 'U В 'И И.дИ. И.3 'И 

в ·и ведет ду1'с:1.,, т.е. Vi = V и. 

Та,ки.м uбра,3uм, нерехuд uт ори.енти.рuвс:1.,нно1 'u 1 ·рс:1.,фс:1., к с:1.,<.;

L:оци.и.рова..1:i.1:iому L: .1:iИ.М ш:~ори.е.1:iти.рова..1:i.1:iОМУ 1 'ра.фу L:ОL:тои.т в 

"(;ТИ.ра..1:iИ.И. '" ори.е.1:iТа.ЦИ.И. ду l' opи.e.l:iTИ.pOBa,.1:i.1:iOl 'O 1 'ро.,фа, (; у 'iетом 

TOl'O, 'iTO BL:e нетди. И.L:'ie30.,IOT7 о., дУ1'И. ('ul 'И) и. ('и, ·и) нри. 'U -f 'U 

нереходлт в одно и. то же ребро {'U1 'И}. 

Дшr ори.е.1:iти.ровс:1.,.1:i.1:iОl'О 1'рс:1.,фс:1.,1 и.3обрс:1.,же.1:i.1:iО1'0 .1:ia, ри.<.;. 5.lU, а, 
а,(;(;ОЦИ.И.рОВа,.1:i.1:iЫЙ: (; .1:iИ.М .l:ieopи.e.l:i'l'И.POBa,.l:i.l:iЫЙ: 1 'ро.,ф нри.веде.1:i 

.1:ia, ри.<.;. 5.lU, б. Отмети.м, 'iTO ду1'и. (и~, 'И'l.) и. ('u'l , ·u1) нереходлт 

в ребро {·u1, 'И'l}, с:1., нетдл ('u5, 'И5) и.<.;'iе3с:1.,ет . 

V2 V4 V2 V4 V5 V7 

о и 
V1 V3 V5 Vв V1 V3 V5 Vg 

а б 

Рис. 5.10 
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Определение 5.4. Ори.е!:iти.рова.!:i!:iЫЙ l'ра.ф !:iс1..3Ыва.ют cJl.a
бo связпым1 еQ1и. с1,1.,;1.,;оци.и.ровс1..!:iный 1.,; ни.м неори.ен·1'и.ровс1..нный 

1'ра.ф 1.,;влзный. К омnопептой сJl.абой связности ( сJl.абой 
комnопептпой) ори.е!:iти.рова.!:i!:iОl 'О 1 ·рс1фс1.. !:iсl..3ывс1..ют е1 ·о мс1,к1.,;и.

мш1ыiыЙ Qiёtбo 1.,;влзный 11од1 ·рс1ф. 

Ори.е!:iти.µова.!:i!:iЬШ 1·рс1..фы1 11µед1.,;тс1..вJШ!:i!:iЬШ J:ia. ри.1.,;. 5.3, 5.9 
и. 5.~, лвJrлют1.,;л Qla.бo 1.,;влзными.. Ори.енти.ровс1..нный грс:1.,ф 1 изо

бµс:1.,же!:i!:iЫЙ J:ia. µи.1.,; . 5.10, !:ie лвдлет1.,;л Q1с:1.,бо 1.,;влз!:iым, 110 1.,;кодьку 
V 

lle лвдлет1.,;л (.;ВЛ3НЫМ ё:1.,(.;(.;ОЦИ.И.рОВё:1..J:iJ:iЬIИ (.; llИ.M !:ieoµиe!:iTИ.pOBa.tl-

J:iЫЙ гра.ф. Ори.енти.рова.!:i!:iЫЙ гра.ф J:ia. ри.1.,;. 5.10, а имеет две 
комно!:iе!:iты 1.,;дс:1.,бой 1.,;вя.31::iОt;ти.. Соответ1.,;·1,ве!:iJ:iО с:1.,1.,;1.,;оци.и.ровс11:i

ный 1.,; ним неориентировс:1.,нный грс:1.,ф на. ри1.,; . 5.10, б имеет две 
комноненты 1.,;вяз!:iо1.,;ти.. 

5.2. Способы представления 

До (.;И.Х нор мы 3а.Дё:1..ВёLJ1И. Up'Ut;'Н,'{fl,'UPИfЗU'Н.,'Н.,/Jie И. 'Нtеир·ие'Нtm'U

рива'НtНЫе с:,рафы, изобра.жаJI и.х 1.,; номощью ри.1.,;унков. Можно 

зс:1.,.цс:1.,тъ L'l)a.ф ка.к нс:1.,µу множе1.,;тв1 QН~дуя 011ределени.ю1 одна.ко 
этот (.;110 (.;Об ДОВОJlЬНО l'l)ОМО3ДКИЙ И. нµед(.; 'l'ё:l.,ВJlЯ.ет, 1.,;коµее, те

орети 'iе1.,;ки.й интерес. Рс1..3ви.ти.е шн·ори.тми. 'iе1.,;ки.х нодходов к 

с:1.,нш1изу 1.,;вой1.,; 1'в L'ра.фов требует иных 1.,;1101.,;обов 011и1.,; с:1.,ни.л l'рё:t.

фов, бодее 11µи.1·од!:iых ддл нµа.кти. 'iе1.,;ки.х вы 'iи.1.,;де!:iи.Й 1 в том 
'iИ.t;де 1.,; и1.,;11одьзова.1:iи.ем Э НМ. Рс1,1.,;1.,;мотри.м три. !:iа.и.бодее рс1..1.,;-

11ро 1.,;тµа.не!:i!:iЫХ с1101.,;обс:1., нµед 1.,;та.ы1ения. 1 ·ра.фов. 
llµеднодожи.м, 'iTO в1.,;е вершины и в1.,;е ребра неир·иент.:ири

ва·н.'Нtис:,и с:,рафа иди в1.,;е верши!:iы и. в1.,;е дус:,п (вкдю'-iаJI n e;nJ1,n) 

ирпентприваннис:,и с:,рафа нро!:iумеµова.!:iы J:ia.'iИ.J:ia.Я 1.,; еди.1:iи.цы . 

1 'ра.ф ( !:iеори.енти.рова.!:iный иди. ори.еитирова!:i!:iыЙ) может быть 
11µед 1.,;тс1ы1е!:i в ви.де мс1..тµи.цы тина. п х rn, l'де п - 'iИ.l:JIO веµши.!:i, 

а. rn - 'iИ.QIO ребер (иди ду1·). Дшr !:ieopи.e!:iти.poвa.!:i!:iOI'O 1·рс1..фс1.. 

ЭJП:~ментъ1 эт·ой мс1тµицы зс1дс1ют1.,;л 1.,;дедующим обµа,3ом: 

и .. ~ { 1, 
i J -

о, 

ДJHl i-й верши.!:iы j -e ребри ·ин·ц·иdентние; 

И.J:ia.'ie . 
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Ддл ир·ие'Н,т:ирива'Н, 'Ндё,И ё,рафа ЭJшмеliты матри.цы задаютL:л так; 

l 1 дш1 i-й верши.liы j-Jl r}уё,а выхиd.я,-щаJ/,; 

Uij = -11 ДJIЛ i-й верши.liы j-л ду1'а захud,Я,Ща,Я,; 

01 и.lict'ie. 

Матри.цу ( Uij) ти.ш.t п х ·rn1 011ptщeдeli1iYIO у кaзctliliЫM обра
зом1 liёtЗывают .матрицей иицидеиций. 

Пример 5.5. Длл ори.ентированного графа, пpeдL:тaвлell
liOl'O lict ри.L:. 5.~1 liумераци.л верши.!! уже задаliа. Зададим 

liY мераци.ю ду 1' L:деду ющи.м образом; ду 1 'е ('и~ 7 ·и'2) 11ри.(.;вои.м liO
мep 1, дуге ('и~, ·u3) - 21 дуге ('и'2 1 ·u3) - 3 и дуге ('v3 1 ·и'2) - 4. 

Матри.цу и.liци.деliци.й удобliо за110J11iлть 110 (.;ТОдбцам, зани.
L:ЫВё\Ji ДJIJI k-й ду1 ·и. ('щ 1 'Uj) 1 в i-й и. -1 в j-й L:троках k-1'0 (.;Тодбца 
и О во В(.;ех O(.;TaJIЬliЫЙ (.;Троках k-1'0 L:Тодбца. В резудьтате 110-
ду 'iи.м матри.цу 

(-i 1 
о 

- 1 

о 

1 
- 1 -о. # 

Не(.;мотрJI lia то '!ТО нред (.;тавдеliие 1'рафа в ви.де матрицы 

и.liци.деliци.й и.1 'рает ве(.;ьма бодьшу ю родь в теорети. '--lе(.;ки.х и.(.;

L:J1едоваliилх1 нракти'iеL:ки этот (.;НОL:об веL:ьма liеэффекти.веli. 

llрежде вL:el'0 7 в матри.це в каждом L:тодбце тодько два lieliy
дeвыx эдемеli'l'а, '!ТО дедает этот (.;llOL:oб нрtщL:тавдеliи.JI 1 'рафа 
неэкономllьrм при большом коли"ШL:гве верши.ll. Кроме того , 

V 

решеliие 11ракти'--iе(.;КИ.Х зада'--1 L: llОМОЩЬЮ матрицы ИliЦИДеliЦИИ 

веL:ьма трудоемко. 

Оценим, например, временные затраты на решение L: помо-
v V V 

щью матрицы ИliЦИДеliЦИИ ТёLКОИ 11рОL:ТОИ 3ёLДёt'iИ В opи.eliTИ.-

poвaliliOM l'рафе; ДJIJl дaliliOЙ верши.liы 'Vk- liаЙти. ее " окруже

иие'~ - МliОжеL:тво преем,'Н, ·икив и. МliОЖеL:тво преdш,еr;тпве'Н,'Н,'UКив 

верши.ны u1r;, т.е. множе(.;тво В(.;ех верши.и, не110L:редL:твен1iо до

L:тижи.мых из 'Vk-, и. множе(.;тво вL:ех верши.н1 из которых она 

liellO(.;peд(.;TBeliliO ДОL:ти.жи.ма. 
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Ддн. µешения. этой: зада'iи на матµице инциденций: оµиен

тиµованно1'О 1'µафа нужно идти 110 t;тµоке t; номеµом k до 
ноя.вJшнил нену дево1 'О эдемента ( + 1 иди -1). 1:3 Qty 'iae еQ1и об
наµу жена + 11 в t;Оответt;твующем t;тодбце надо найти t;тµоку, 

в котоµой: заниt;ано 'iИQIO - 1. Номеµ t;1•µоки, в котоµой: t;1•оит 
u 

это 'iИt;JI0 1 дает номеµ веµшины, .1ш11оt;µедt;твенно доt;тижимои 

из данной: веµшины. Еt;ди обнаµужена -1, в t;'l'Одбце надо най
ти L:тµоку, в котоµой: за11и.L:ана 1, и ноду'iить номеµ веµшины, 
и.з котоµой: непоt;µедt;твен:но доt;тижи.ма да.1нiМ веµшина. Ддл 

11оду '-iенил вL:его ,, окµу женил" надо нµодедать указанный: ноиt;к 
ддн. вt;ех нену девых эдементов k-й: t;·1·µоки.. Наибодее тµу до емкой: 

нроцедуµой лвллетL:л ноиL:к ненулево1·0 элемен'1·а в L:толбце. Чи

QЮ таких нроцедур ноиt;ка равно t;тенени вершины 'Uf,,;. D у дем в 
этом t;ду '-Iae 1'овоµить1 '-ITO с.ложпостt> а.л-горит.ма анс\,J1иза 
окруженил веµши.ны 'Uk L:Оt;ТаВJ1лет O(dg 'uk) (норлдка dg·uk), 

Можно увидеть, "!ТО поиt;к " окруженил" вt;ех вершин займет 

времл норлдка нроизведенил 'iИt;Jict вершин ориентированно~ ·о 

1·рафа на t;умму L:тененей вt;ех вершин, которм, кu.к можно 

ною::\Зать, 11ро11орционс\,J1ьна '-IИQ1y ду 1 · ориентированно~ 'О 1 'ра.
фа. Таким обра.3ом, Qюжноt;ть c\,JH ·оритмu. нои.t;ксt " окруженил" 

t;Оt;'1'аВJ1я.ет O(n:rn), т.е. ноиt;к занимает времл норлдка нроизве
денил '!Иt;дсt вершин на 'iИQIO ду1'. 

Нолее эффективной матри '-!ной: t;'1•руктурой1 нредL:тавдя.ю
щей 1'ра.ф, Q1ужит .матрица с.межпости верш·ип1 или бу
.лева .матрица l'pu.фu.. Это квадратнал матµица Н норлдка п, 

эдементы которой онредедлют t;дедующим обµазом; 

ддя. неориентировu.нно1'О t'ра.фа 

. . 
~-я. и J-л вершины с:межные; 

ИHct'ie, 

ддл ориентировu.нно1 'О 1 'рафu. 

из ~-и вершины в J-ю ведет ду1'а, 

ИHct'ie. 
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Зс1метим, 'iTO в k-й (.;Троке мс1трицы ориентировс1.1:нiОl'О 1'рсL

фс1 коди'iе(.;·1'1:ю единиц рс1вно rю.л,уст,еrи:н/u ·исхиди dg+ щ" верши
ны ·ик 1 а. коли':Ш(.;ГВО единиц в k-м (.;Толбце - пи.л,уеrпеnе'Н:и ;зuхиди 

dg- 'Uf,;. 

Дшr неори.енти.ровс1нно1·0 1·рс1фс1 митр·и-ци (.;Межно(.;ти вершин 

симмеrпр·ич,,ескиJ(,. 

Ддя: ори.енти.ровсt.нно1'0 1'рс1фс11 изобрс1женного нс1 ри(.;. 5.8, 
мс1·1'ри.цс1 (.;МежнО(.;'l'И. вершин и.меет ви.д 

Рсt.(.;(.;МОтрим решение За.Дсt'iи llOИ(.;Kct 
11 
окруженил" (.; И(.;llОдь

зовсtни.ем мсt.три.цы (.;межно(.;ти вершин. Ддл 011редt',,дения: ,, окру

женил ;• вершины ·ик нужно (.;Ha.'11;\,,ila. и.дти 110 k-й (.;Троке мсt.три.цы 

и. и.<..жсt.ть ненулевые эдементы. Е(.;J1и. эдемент aki = 1, то верши.на. 
'Иi ДО(.;'l'и.жимсt из вершины 'Иk· 110(.;JШ 11ро(.;мотрсt. k-й (.;'l'роки на.до 

нро(.;мотреть k-й (.;ТОдбtщ. Е(.;J1и элемент Ujk = 11 то верши.на. 'Иk 

ДО(.;'l'и.жи.мсt. и.з вершины 'Иj . 

Можно ПОКёtЗёLГЬ, '-ITO (.; И(.;ПОJlЬЗОВёLНИем мсtгрицы (.;Межно
(.;ТИ верши.и решение ЗсLДёt'iИ 11ои.(.;ксt. ,, окруженил ;, В(.;ех вершин 

ориентировсt.нно1'0 l'pct.фct будет и.меть (.;JЮЖНО(.;'l'Ь 11оря.дксt. т~"· 1 

'iTO эффективнее 11редыдущей оценки ·птп, е(.;J1и 'iИ(.;JIO ду1' ори

ентировсtнного грс1фс1 превы:шсtет Ч:И(.;JЮ его вершин, ct это Ч:сt(.;ГО 

бывсtет в 11рсt.кти'iе(.;ких За.Да.'iа.Х. 

Мсt.три.цсt. (.;МеЖНО(.;ТИ вершин ЛВJlЯ:еТ(.;Л ДО(.;ТёLТО'iНО эффек

тивным (.;110(.;Обом нрсЩ(.;'l'а.ВJШния. 1 'рсtфов . О дна.ко эту мсt.три.цу 

удобно (.;Троить 110 1'рс1фу1 уже зс1дс1нному кс1ким-либо (.;110(.;О

бом, нс111ример ри(.;унком. Но мно1'и.х ЗcLДct'ict.X l'ра.ф (.;ОЗДсt.еТ(.;Л 

ди.нсt.ми'iе(.;ки., т.е. в ходе решения. зс1дс1'iи меня.е·1'(.;Я: множе(.;'l'ВО 

вершин и множе(.;·1·во ребер (и.J1и. ду1·). Н этом (.;JlY'icte эффек

тивным (.;П:0(.;Обом Ма.ШИНJ:-IОГО п:реД(.;ТёLВJiения: грсt.фа. ЛВдЛЮТ(.;Л 

списки смежпости (или списки ипцидептпости) . 
.i->сt.(.;(.;МОтрим ориентировсtнный 1'рсt.ф. Для: зсt.дсt.нил множе

(.;ТВа. вершин, не110(.;ред(.;твенно ДО(.;Ти.жи.мых и.з вершины ·и, И(.;-
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нодьзуют ди.1:н~йный однош::1,1чяtшшнный снисок*. Каждый ЭJШ

мент тако1 'О сниска вкдю'-lает данные ( нанример, иекоторое 
'-iИСJю) и указатедь на СJШдующий элемент сниска. Снисок в це

JЮМ задаетсл указателем на е1'О нервый элемент ( ~oJtoвy спис
ка). llосдедний эдемент сниLжа содержит "нустой;~ указатеJrь 

(µис. 5.11). 

[Е----{Е-- • • • ~11 

Рис. 5.11 

Задать ддн. веµшины 'U ее снисок смежности озна'-!ает в 

нроизводьиом норя.дке номестить в даииые ЭJШМе.1:iтов сниска 

.1:iОмеµа веµши.1:i -и, длл котоµых в оµиентиµован.1:iом 1'µафе есть 

дуга из -и в п ('и ➔ п). Список смежпости вершипы ·и 

обоз.1:iа'-iают L ('и). 
Отметим, '-!ТО снисок смежиости веµшииы может нµи ие

обходимости донолилтьсл. Длл этого в 11OСJ11:щш~м эдеме.1:iте 

сниска "11устой 1~ указатеJ1ь заменлетсл указатеJшм .l:ia. добавдле-
V V 

мыи эдеме.1:i'l', котоµыи СТа..1:iОВИТСЛ llOCJШД.l:iИM эдеме.1:iТОМ сниска 

с " ну стым " у казатедем. 

Если коди'-iество веµши.1:i ориеитиµоваиио1 'О 1 'рафа известно 
заµаш~е, то оµие.1:iтиµова.1:i.1:iЫЙ 1 'µаф у доб.1:iо задавать в виде 
структуры, .1:iа3ываемой масс'ивом Jtuдepoв. 

lloд массивом мы 11O.l:iимаем матµицу-столбец, эдемеитами 

котоµой мо1'ут быть .1:iекоторые объекты (.1:iа11µимеµ, элеме.1:iты 

сниска смеж.1:iости). Их .1:iазывают ;эJtе.мен"~а.ми .массива. 

Чиt.:Jю элемеитов массива лидеров рав.1:iо '-iИCJry вершии 1'рафа. 

ЭJшме.1:iтами массива лидеµов лш1я.ются: неµвые элеме.1:iты 

снисков смеж.1:iости веµшии оµиеитиµова.1:i.1:iОl'О 1'µафа. llµимеµ 

нредставде.1:iил орие.1:iтиµоваиио1 'О 1 'рафа снисками смеж.1:iости, 
собµа.1:i.1:iыми в массив лидеµов, нµедставJШ.1:i .l:ia. µис. 5.12. 

1' lll>l.\I:>l>бнo~ (.)ПИ(.;о.,НИ~ обrо.,богки (.;ПИ(.;КL)В И В(.;~Й ,,ПI:>Оl'I:>о.,ММИ(.;Г(.;К(.)Й;1 

1'~/?MИlIOJIOL 'ИИ:, И:(.;1IOJ.Lb3(.)~o.,liHl>Й ~ :ЭГ(.)М а.б3о.,Ц~, (.;М.; J:J-upтn Н . 
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V 3 V4 

V1 Vz 

V z Vz 11 

V 3 V1 

V4 11 

V5 Vz 11 

Ри(;. 5.12 

С И(.;110JlЬ30Ва.tlИем (.;НИ(.;КОВ GMeЖtlO(.;TИ (;ОВGем 111-->0GTO µeшct.-
v 

етGЛ 3cLДcL'i.cL llOИGKcL npeeMH'UK(J(j ДcLliliOИ веµшиtlы: ДJ!Л ЭТОl'О 

ДOGTcLTO'i.tlO 111-->0GMO'l'l-->el'Ь (;НИ(.;ОК t;MeЖtlO(;TИ. веµши.tlы) 3сt.тµсt.ти.в 

tlct. это вµем}i1 11µ011oµциotlct.J1ьtloe ее nQ.riyr.:meneн·u ·ur.;xQдu. '1'01·дсt 

нсt µешеиие этой зсt.дсt.ч:и длл вGего оµиентиµовсt.нного гµсt.фсt. по

требуетGл времл норлдксt. ч.и.Gда. его дут. 

Metlee эффекти.вtlо µешсt.етt;л зсt.дсt.ч.сt нои.<..жсt. преdшеr.:твен

н·uкQв веµшиtlы1 та.к ксtк в этом t;J1y ч.сt.е tlеобходи.мо, вообще 

1 ·овоµя.1 нµоGмотреть t;ниt;ки t;межtlоt;ти вGех веµши.tl <..: цедью 
V 

llOИ.t;KcL в tlИX ДёttltlOИ веµшиtlы. 

1аким обµаЗОМ1 3cLДcL'i.cL llOИGKcL 1, окµужеtlИЛ;' (; ИGll0JlЬ30BёttlИ

eм t;ниGков GмежtlОt;ти лвдлетGл бОJше тµу доемкой1 ч.ем в <..:.t1y ч.сt.е 
И(.;110JlЬ30ВёitlИЛ мсt.тµи.ц. 0 Дtla.KO у добt;'l'ВО ДИtlа.МИ ч.et;KOl '0 фоµ

миµовсt.tlИЛ ониGсt.tlил oµиetlти.µoвct.tltlOl 'O 1 ·µct.фct. в д a.tltlOM <..:.t1y ч.сtе 
неµевеши.всt.ет. Е<..:.t1и зсtдсt.ч.сt. ноиGксt. нµедшеt;твеtltlиков возtlиксt.

ет 'i.ёt(;T01 MOЖtlO И(.;110JlЬ30ВсLТЬ двyt;TOI-->OtltlИe (.;НИ(.;КИ (.;МеЖtlО(;ТИ.1 
V 

(.;011()(.;'l'cLBJl}i)-.[ КёtЖДОИ веµшиtlе у же два. (.;НИ(.;Ка, - нµеемtlИКОВ И. 

предшеt;твеtiииков. 

Ониt;ШitlЬШ t;НОt;обы нµедt;тсt.вJШtlи.л 1·µct.фct. t;ниt;ксt.ми. tle и.t;

ч.еµнывсt.ют вt;ех возможtlых всtµи.сt.tlтов 1 и в дитеµсt.туµе но 
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11ро1 'рс:1,мми.рОВс\,liИ.Ю MOЖliO liс\,ЙТИ. ра31iООбра31iЫе вс1,ри.с1,1iтЫ ор

l 'с\,1iИ.3с1,ЦИ.И. с11и1..жоll. Поскодьку эти особенности. относJп·сл к 

техноJЮL'И.И. 11ро1'рс1,ммироllс1,нил, мы lie буд,ем ll них у1'дубдлтьсл 
и. ll дш1ьнеишем ддл нростоты нри. 011исс1,нии ра3ди'iных ШП'О
ри.тмоll будем С'iИ.Тс\,ТЬ, 'iTO (oдliOCTOpO!iliИ.e) СllИ.СКИ. смежliОlТИ. 
собрс:1,ны в мс:1,ссиll ди.деров, тс:1,к кс:1,к в рс:1,ссмс:1,три.вс:1,емых ниже 

с\JП 'Ори.тмс:1,х c\,lic\JLИ.3cl, l 'pc:1,фoll имeliliO cl,lic\,JlИ.3 MliOЖeCTllc\, нреем

liИ.КОВ верши.liы liс\,Ибодее вс:1,жеli . 

Неори.еliти.ровс1,1i1iЫЙ l'рс:1,ф 3с1,Дс\,'l'Ь С llОМОЩЬЮ CllИ.CKOB смеж

ности можно тс:1,к же, кс:1,к и. ориентировс:1,нный. Здесь в сни.сок 
V V 

смежliости. веµши.liы 'И воидут llCe верши.liы, смежliые t,; lieи, с1, 

t,;ни.t,;ки. t,;межliоt,;ти. MOL'Y'l' быть t;Обрс1,1iы в мс:1,t,;t,;и.в ди.деров. Ддл 
lieoµи.eliти.poвc:1,liOL'O l 'рс:1,фс:1, 3с1,Дс\,'iс\, 110И.(.;Кс\, ,, окр у жeliIOl \, ОДliОЙ 

вершины требует однокрс1,тно1'0 11µоt,;мотрс1, ее t,;11и.1..жс1, t,;меж

liОt;ти., и. зс:1,трс:1,ты вµемеliи. licl, это 11ро11орци.оliщ1ь1iы с:тепен'и 

(jершш--1,ь~. Нс:1, решеliи.е зс:1,дс:1,'iи. 11ои.t,;кс1, ,, окру жеliи.л ~- ддл вt;eL'O 
lieopи.eliти.poвc:1,liliOL 'O 1 •рс:1,фс:1, нотребуетt,;я времн, 11ро11орци.оliщ1ь
ное нроизведени.ю 'iи.сдс:1, веµшин 1'рс1,фс1, нс:1, 'iИ.CJIO е1·0 ребеµ. 

Н зс1,кJ1Ю'iе1iи.е µс:1,t,;t,;мотри.м еще OДliY мс:1,три.цу , хс:1,рс:1,ктери.з у

ющую грс:1,ф, - тс:1,к на3ывс1,емую .матпр·ичу достпиж·и.мостпи. 

Это квс:1,дµс:1,тная: мс:1,т•µицс:1, С порл,цкс:1, 1 VI, кс:1,ждый эдемент Cij 

которой µс:1,вен 1, еt;ди j-я (jt:P'Ш'UHa дuс:тпижима и.з i-й веµши

liы, и. pc:1,вeli U еСJ1и. и.lic:1,'ie. Отмети.м, 'iTO, t;Ot'J1c1,t,;1iO 011.reдeJШliИ.IO 
,ЦОL:ТИЖИМОt;ТИ, элементы Cii = 1. 

Метод llЫ 'iИ.CJleliи.н мс:1,три.цы до1..:ти.жи.моt,;'1•и. opи.eliти.poвc:1,li

liOL'O 1'µс1,фс1, но е1'0 мс:1,тµи.це смежноt,;ти будет pc:1,ct;мO'l'l>eн в 5.6. 
Мс:1,три.цс:1, доt;ти.жи.моt,;'1·и. tlet;eт O'ieliь вс:1,жliую и.1iформс1,ци.ю 

об оµи.еliти.ровс:1,нном L'рс:1,фе. Ее с1,нщ1из нозводлет, нс1,11ример, 

tiс:1,Йги его б·икuмпuненrпы и. кuмпuненты. 

llo 011редедеli11ю, в б11ком1101iенту входят взс:1,и.мно доt;ти.

жи.мьш верши.liы. Ддл двух '1•с1,ки.х верши.!! t,; liОмерс:1,ми. i и. j 
,ЦOJlЖffO BЫllOJlffЛTbL:Л ра.венt;ГВО Cij = Cji = 1. Поэтому, 'iТО

бы на.Йти би.ком11оне1iту, в которую входи.т i-л вершина. оµи.

ент11рова.НliОl'О 1'рс1,фс1,, liужно нроt,;мотµеть i-ю t;троку 11 i-й 

(.;ТОдбец Мс\,'l'.l>И.ЦЫ ДО(.;ТИ.ЖИ.МО(.;'l'И. с и. t;фоµми.ровс:1,'l'Ь MliOЖeL:TBO 
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P i = {р; Cip = c;pi = 1} liUмepuв верши.li, 11uрuждающи.х. и.<..:кuмую 

би.комноненгу. Из u11реде.1rени.л магри.цы до<..:тижи.мu<..:ги. выте

кает, 'i.TO в JJi <..:одержат<..:я. tloмepa в<..:ех. верши.li ДcLliliOЙ би.ком-

11онеliты. llо<..:кодьку две р1:L3ди. 'i.liыe би.ком11оненты не 11ере<..:ека

ютсл1 верши.liы r.; liUмерами. и.з мtluже<..:тва Pi 11ри. 11uи.r..:ке дру 1-и.х. 

би.ком11оliеliт и.з рсt<..:<..:мотреliи.я. можliо и.с.ждю'i.и.ть. llpoцer..:<..: 110-

и.r..:ка цедеr..:ообрёL31iО licL'i.aть r.; 11ервой верши.liы. Oli зctкoli 'i.и.тr..:л, 

ко1'да длл каждой верши.liы буд,ет liaЙдelia r..:одержащм ее би.

ком11онеliтсt. llpи. этом может оксtзсtтьr..:я., 'i.TO liекоторые ( ct 

может быть, и. вr..:е) би.ком11онеliты r..:одержсtт только 110 одной 

верши.не, 11оr..:кольку ксtждм верши.юt, 110 011реде.11ени.ю, до<..:ти.

жимс\. l:c\.Mc\. и.з <.;ебл. 

lluи.<..:к комнонент uри.енти.рОВс\.ННОl 'О 1 'ра,фа, (.;JIOЖliee, Тс\.К 
. . 

ксtк в кuм1101iенту вх.uдя.т верши.liы <.; liUмерами. i и. J 7 ддя. 

которых. Ci j = 1 и.ди. Cji = 1. Кроме то1'0, OДlict и. тсt же верши.liсt 

может вх.uди.ть в tlеr..:кодько р1:L3ди. 'i.liЫX. комноtlеtlт. Отмети.м, 

'i.TO любм би.ком11оliентсt и.ли не нереr..:ексtетr..:я. r.; liекоторой 
V 

KOMllOHeliTOИ, иди Це,/lИ.КОМ в нее входит. 

Мы не будем приводить общий сtJrгоритм поиr..:ксt компон:ен:г, 

ct pctL:t;MOTpим el'O Hct 11римере. 

Пример 5.6. Ддл ориентировс\.нно1-о 1'рс\.фс\., изобрс\.женно1'О 

на ри<..: . 5.9, и.меем матри.цу доr..:ти.жимо<..:ти 

1 1 1 1 1 l) l) 

l) 1 1 1 1 l) l) 

l) 1 1 1 1 l) l) 

С= l) l) l) 1 1 l) l) 

l) l) l) 1 1 l) l) 

l) l) l) 1 1 1 1 
l) l) l) 1 1 1 1 

Нс\.'!Нем <.; пuи<.;Кс\. бикuмпuнент. Длл первой вершины мнuже

r..:тво Р1 = { 1} вкдю'i.сtет тодько ее r..:ctмy. Ддл вторuй вершиliы 

имеем Р',!, = { 2, 3}, ддл 'i.етвертой - Р4 = { 4, 5} и ДJIЛ шеr..:тuй -
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Р0 = { б 1 7}. Cuuтвe·1't.:твetltlU нuду '-ietltlыe мtluжet.:т.1::нt верши.li нu

рождсtют бикомпоненты В1 1 Bi 1 В3 и В4 1 изобрсtжеиные lla. 
ри.t.: . 5.9. 

llерейдем к нои.t.:ку KUMllOlieliT. Иt.:нодьзуя матри.цу с) ВЫllИ.

шем ддя. каждuй верши.liы 'Uii i = 11 71 MliUжet.:твu K i , t.:ut.:тuя.щee 
• V 

из тех верши.н1 которые доt.:ти.жимы из ~-и верши.ньr и.ли и.з ко-

торых доt.:тижи.ма Olia.. 

Н раt.:t.:матри.всtемом opиeliтиpoвct.liliOM 1 'рафе ддл верши.liы ·и1 
в Мliожеt.:тво К 1 входят верши.liы, для. которых G1j = 1 иди Gjl = 

= 11 т.е. К1 = { ·и1 1 ·ui 1 ·u3 1 ·u4 1 ·u5}. Длл верши.li ·и~ и. ·u3 МliОЖеt.:т'ва 
Ki и. К 3 t.:овнсtдсtют t.: мliожеt.:твом К 1 · llоt.:кш1ьку вt.:е элемеliты 

четверто1 'О и 11я.то1 'О t.:толбцов матрицы С равliы едиliице, то 

длл вершиli ·u4 и ·и5 и.меем К4 = К5 = { ·и1 1 ·ui1 ·и3 1 ·u4, ·u5 1 ·uo, ·u7 }. 

Длл верши.li 'Ио и. ·u7 нолучи.м К0 = К1 = {·u4 1 ·u5 1 ·и0 , ·и7 }. 

Мliожеt.:тва K i обдадсtют ~.;дедующи.м t.:войt.:твом; дюбал кoм

llOtletlтct Ср , t.:одержащм верши.liу ·ui, может t.:одержсtть вер

ши.liы только и.з MliOжet.:твct K i . Отt.:юда. вытексtе·1· 1 что et.:.r1и 

tlекоторм комноtlеtlта Ср t.:одержи.т верши.liы 'Иi и. 'Иj, то Ср t.:о

держи.т верши.liы только и.з мliожеt.:твсt K i П Kj . 

llyt.:ть тенерь верши.liы 'Иj Е: Ki и. ·ит Е: K i n Kj. То1'да нод-

гра.ф 11орожд-еш1ый верши.tlа.МИ •и - ·и - и ·и лвллет·t.:л t.:вя:зным i . i, J rn, · 

Но ксtждый t.:влзliыЙ 11од1·рсtф t.:о.цержитL:л в liекотором мсtкL:и.-

ма,11ьtlом L:влзliом 11од1·рафе. llоэтому L:ущеt.:твует кoмнolieliтct, 

t.:o II ержсtщсtя. верши.liа ·и - ·и - и. ·и ,-,,, i i J rn · 

И1·сtк, lii:L'-ilieM t.:трuи.ть KUMllUtletlTЫ ДJHI l'pctфct) и.меющеl'О 

мсtтрицу дut.:тижимut.:ти С. Оt.:тсtнuвимt.:л нсt кuмпuнентс1,х1 t.:u

держсtщих верши.liу ·u1. 

f->сtt.:t.:мотри.м мtluжеt.:тво К 1 · Так ксtк верши.шt ·и~ нри.liсtдде

жит MlIUЖet.:твy К1 , НсtЙдетt.:л пu крайаей мере UДHct KUMП.OllelITct, 

в которую входя:т· обе эти верши.liы. Обuзна.чи.м ее через С,\. 

Нершиl!а ·u3 будет 11ри.1iа.Ддежсtть этой ком1101iеliте в том и тоJ1ь
ко в тuм L:дучсtе, еL:ди. ·u3 Е: К1 П K i. HeнoL:peдL:твetltla.л нроверюt 

110Ка.3ЫВа.ет, 'iTO llOt.:JШДtlee уt.:.rювие BЬlllOJltlЯ.e1·L:л. 



Можно замети.ть 'iTO 
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ноэтому комнош:~нта С1 ( с;м. рис;. 5.9) ес;1ъ 11од1'раф1 норо

жденный множес;тllОМ К1 7 и llершинсt 'V1 не может llходить ll 
какую-либо другую компоllенту, отли'Iную от С1. Поt..:кольку в 

комноненту С 1 llОшди llc;e llерши.ны и.з множеt..:тll К i и К 3 , то 

llерши.ны 'V'l, и. 'V3 также не llход.нт ни. ll каки.е дру 1'и.е комно
ненты. 

llерейдем к нои.t..:ку комнонент, отди'iных от С1 , ll которые 
llходи.т llершинсt 'V4. Н множеt..:тве К4 с;одержитt..:л вершина 'V5. 

llepet..:eL1eнию множеt..:тв К4 и. К5 нринадлежат вершины 'Ио и 

'V7 , не llошедши.е ll llЫД~rенную комноненту С1. l-'аt..:с;у ждсtЯ. 

ана.1ю1'и. 'iHO и. У'iИ'l'ЫВсtя: , 'iTO 'V4 и. 'V5 нринаддежат би.комноненте 

83, а ·v0 и 'V7 - би.комноненте 841 ноду'iаем, 'iTO комнонента C'l. 
норождаетс;я: множес;тllом llершин 

К4 П К5 П Кь П К7 = К7 7 

и. дру1'их комнонент ll рас;с;матриllаемом ориенти.роllанном 1'ра

фе нет. 

5.3. Деревья: 

Определение 5.5. НеорuеН,muрова'Нt'Н,ЫМ деревом на

зыllают связный и. U 'U/uкл·и,ч,ес:r,;'ий неириенrn'ириванный ё,раф. 

Определение 5.6. ОрuеН,muроваН,'Н,ЫМ деревом назыllа
ют бес:кинтпурный ириентпириванный ё,рuф1 у которо1'O пилус:тпе
пень захида дюбой llершины не больше l и t..:yщet..:тllyeт pollнo 

одна llершина, назыJJаемм корНtем opueНtmupoв аНtНtо-го де

ре в а, пилус:тети::Н,ь захида которой равна О. 

ОнирсtЯ.с;ь на данное онределение, можно доказать1 'iTO JJ 
ориентироJJанном дepeJJe дюбсtЯ. JJерши.на dис:тпижима из корнл. 
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Отмети.м, '-!ТО и.3 онредедени.л 5.о не

дь3я. убрi:1,·1ъ требовi:1,ние беlжuн·1'урнu~.;·1'и. 

ори.енти.рОВi;!..ННОl 'О 1 'pi:1,фi:1,, но~;кодьку бе~;

конту рно~;ть не вытею1ет и.3 дРУ 1 'И.Х уt;JЮ

вий. Нi;!,пример, Hi;I.. ри~;. 5.13 и3обрi;!,жен 
ори.енти.ровшпtыЙ 1 'рi:1,ф, не лвдлющи.й~;л 

Ри(;. 5.13 ори.енти.ровi:1,нным деревом, хотя. ноду

~;тепени. 3i;!..XOДi;!.. Bt;ex вершин не 6UJ1ьше 1 и. ровно uдю1 верши.liа. 

Определение 5. 7. Нерши.tlу ·и uри.енти.ровi;1..ннu1·u дерева. 

на.3ывсt.ют потомком ( под.л,иnnым по"~.омком) верши.ны ·и, 
еt.:ли. t;уще~;твует нуть и3 ·и в ·и (нуть ненудевой длины и3 ·и в ·и). 

Н этом же t;ду '-ict.e верши.ну ·и на.3ывс1ют предком ( под.л,иnпым 
предком) вершины ·и, а. e!;JlИ длина. нути. И3 ·и в ·и pct.BHi;J, 1, 
то верши.ну ·и на.3ывсt.ют сыnом вершины ·и, которi;!..Л нри этом 

в110J1tle еt;теt;твенtlо и.меtlуетt;я. отцом .13ерши.ны ·и . Нерши.tlу, не 

имеющую нотомков, на,3ывс1ют .л,истом. 

На. ри.с 5.14 верШИ.tlЫ 'U4 и. 'U5 е~;ть (;ЫНОВЬЛ .13ерши.ны 'U'l,' кото

рi;!..Л, в t;BOIO О'-iередъ, лвюшт~;л ~;ыном вершины ·иu - корня. дepe

Bi;J,. Нерши.ны 'U4 И 'U5 ЛВдЛЮГ(.;Л ПUДJIИ..li.liЬIMИ ПUГUМКа.МИ вершин 

Уровень 3 

Уровень 2 

Уровень 1 

Уровень О 
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'Ul) И 'И'l,7 которые соответствеliliО будут их llOДJIИliliЫMИ нредксJ..

ми. Нершиliы ·u1 1 ·u4 1 ·u5 1 'Иf:;, ·u9 1 ·и~ - листыr деревсJ... НзсJ..имliо 

Ю:ЩО<.;тижимые вершиliы opиeliти.poвa-liliOl'O дерева- (1iа-11ример1 
Т'а,КИ!;1 Ю::1,,К 'U'l, и 'U9) lil; ЛВJIЛЮТ'(.;Я ни нредком, ни llOTOMKOM oд

lia, дру1 'ОЙ. Ка-ждс1.,л вершиliсJ.. будет L:cJ..мcJ.. длл <.;ебя нредком и 

110ТОМКОМ1 liO lie llOДJIИliliЫM. 

Определение 5.8. llроизвольный сJ..цикличеL:кий 1'рсJ..ф нс1.,

зывс1.,ют пеориеп"~ироваппым .л.есом. Если кctждi::I.JI с:.11,абал 

кuмnu'Нtr::'Нtrna opиeliтиpoвctliliOl'O l'pctфct лы1лет<.;л ориеliтировсtн

ным деревом, то Т'а-кой грсtф Ш:L3ЫВсtют ориепrп·иров аппым 

.л.есом. 

HcJ.. ри<.;. 5.15, (1, дш1ы примеры неориентировёLнного леt.:с1.,, ёL НёL 

ри<.; . 5.15, б - нри.меры opeliти.poвa-liHOl'O JШL:ёL. 

о 

V9 

Vl 

Vll 

V14 V 13 V4 V5 Vб V3 

а 

V7 V3 

V9 Vll 

V10 

V12 Vг 

V14 V73 V4 V5 Vв V3 

б 

Рис. 5.15 
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Определение 5.9. Пuд1·раф ш:~upи.ett1·и.puвattttu1·u (upи.ett

ти.puвatttto1 ·о) дерева1 я.вдя.ющи.Йt,;я. tteopи.ettти.poвattttым ( ори.еtt
ти.роваttttым) деревом1 1tаЗываю'1' nоддерево.м и.t,;xoдtto1·0 де

рева. 

Из uнредедеttи.я. L::.!н:щует1 'i.TO tteopи.ettти.poвattttыЙ JШt; -
это ttеори.енти.рованный 1·раф1 каждаJI ком11оне1tта которо1·0 

лВJ1Я.е'1•t,;я. tteopи.ettти.poвattttым деревом. 

На ри.t;. 5.14 пudё-риф, пuрuжdr::·н/ный мnuжr:с:тtюм f>r::pшun 

{'u3 1 'U01 'U7 1 'Иts, 'UfJ}, .я.вдя.етt,;я. ноддеревом и.зображе1t1tо1·0 на ри.

t;у ttкe opи.ettти.poвatttto1·0 дерева. 

Определение 5.10. Opи.ettти.poвattttoe дерево, у кuторо1·0 

каждаJI вершина, отли. 'ittaJI от корнл, еt,;ть диt;т, ttаЗывают 

кусто.м. 

На риt; . 5.13 1·раф, и.зображеttный L::.!шва, я.ВJ1я:етt,;я куt;том. 

J:->аt,;t,;мотри.м те11ерь ttекоторые 'i.И.t;Jювые нараметры, кото

рыми. характеризуетt,;л uри:ентирuваню.>е деревu. 

Определение 5.11. Высота ориептироваппо-г.о дере
ва - это ttаибодьшал ДJ1и.на нути и.з корнл в ди.t,;·1·; -г..лубипа 

d('u) вершипы ориептироваппо-г.о дерева ·и - это дди.

ttа 11ути и.з кupttя. в эту верши.ttу; вь~сотпа h('V) вершипы 
ориептироваппо-г.о дерева ·и - это наибодьшаJI дди.на ну-

V 

ти и.з дсtннои: вершины в ди.t;т и. 1 на.конец, уровепь вершипы 

ориепrпиров аппо-г.о дере в а - этu раЗнut,;ть между выt,;uтuй 

ори.енти.ровс1нно1·0 дерева. и. 1·дубиной дсtнной верши.ны. 

Уровень корнл рсtвен выt,;оте ориентировс1нно1·0 дерева1 но 
урuвни раЗди. 'i.НЫХ ди.t;тьев1 так же как и. и.х 1·дуби.ны1 мо

гут быть раЗдич:ными; вькuта дюбuгu ли:t,;та равна нулю (t;м. 

риt; . 5.14). 

Определение 5.12. Ори.ентированное дерево наЗывают 

бипарпы.м, еt;ди. 11оду t;тене1tь и.t,;хода дюбой е1 ·о верши.ны не 

бодьше 2; бинарное ори.еtlти.рованное дерево наЗывают nо.л
пым еt;ди. из дюбой е1·0 веr}шины не лвдлющеЙt,;л диt;том иt,;хо-

1 .t' ' ' 

длт рuвно две ду1·и., а уровни. вt,;ех ди.t,;·1·ьев t,;овнадают. 
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llри.меры рсtЗди. 'i.l:iЫX би.юtрных opи.e.l:i'l'и.poвc1...l:i.l:iЫX деревьев 

нри.веде.1:iы .l:ia. ри.t.:. 5.16: ори.е.1:iти.рова..1:i.1:iые деревы1 .l:ia. ри.t.:. 5.16, и 
и. б .1:iенод.1:iые, а. ор.и.е.1:iти.рова..1:i.1:iОе дерево .l:ia. ри.t.: . 5 .1 о 7 6 нод.1:iое. 

и б 

Рис. 5.16 

Иt.:нодьз ул и..1:iдУ кци.ю 110 выt.:оте ор.и.е.1:iти.рова..1:i.1:iОl 'О дерева.1 
МОЖ.1:iО 110Ка.3а.ть, '!ТО В llOJI.l:iOM бИ..1:iа,р.1:iОМ ори.енти.рОВа,.1:i.1:iОМ де

реве выt.:оты h ровно 2h ди.t.:тьев. Дей:t.:тви.тедь.1:iо, ори.енти.ро
Ва.fп1ое дерево выt.:оты U имеет 2u = 1 лисг. Полное би.на.рное 
ори.е.l:iти.ровс1..н.l:iое дерево выс.;оты 1 имеет 21 = 2 дис.;тс1... 

llуеть нолное бина.рное орие.l:iти.ровс1..н.l:iое дерево имеет выс.;о

ту k и t.:оответt.:тве.1:i.1:iО 2k диt.:тьев. t>сt.t.:t.:мотри.м нод.1:iое би..1:iа.р.1:iое 
ориентирова..1:i.1:iОе дерево выt.:оты k + 1. llоt.:кодьку в нод.1:iом 

бинс1..рном ориенти.ровс1..нном дереве уровни вt.:ех лис.;тьев с.;овш:t

дсt.ют, JШl'KO ви.деть7 '!ТО opШ~.l:iTИ.pOBa..l:i.l:iOe дерево ВЫL:ОТЫ k + 1 
МОЖ.1:iО llOJlY'iИTЬ И.3 llOJl.l:iOl'O би..1:ia.p.1:iOl'O ори.е.1:iти.рова..1:i.1:iОl'О де

рева. выt.:отъr k 1 et.:Jrи из ксt.ждого диt.:та. поt.:леднего провеt.:ти по 

две ду1'и. 'l'Ol'J\a. коди'iес.;тво лис.;тьев в ориентировс1..нном дереве 
выt.:Оl'Ы k + 1 будет в 2 рсtЗа. больше, '!ем в орие.1:i1'и.рова..1:i.1:iОМ 

дереве выt.:оты k 1 т.е. 2k • 2 = 2k+l. 
Отt.:юдс1.. L:Jшдует1 '!ТО в нроизводьном бинс1..рном дереве вы

с.;оты h не более 2h лиt.:тьев. Тс1..ким обр1Ыом1 мы ноду'iа.ем 
V V V 

L:Jшдующии нроt.:тои, .l:iO ва.Ж.1:iЫИ результа.т. 
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Теорема 5.2 ( теорема о высоте бинарного ориенти
рованного дерева с 3аданным числом листьев). .oи.lictp

liOe opи.eliти.poвctliliOe дерево t; п ли.L:тьлми. и.меет выL:оту, lie 

меliьшу ю lo!!;2 п. # 

Эта. теорема. и.меет OДliO веt;ьмсt И.li'l'epeL:liOe нри.ложеliи:е. 

llред110Jюжи:м1 '-ITO liеобходи.мо рсtt;llОJюжи.ть t;тро1'0 110 вoзpct

t;Tctliи.ю эдемеliты кolie'iliOl'O Jl,'U'Н,t;U'Н,U упuр,}(,duче'Н,'Н,Оё,О М'Н,ОЖе

с:rпви {а1 , ... , ап}· Эту 3a.Дct'iy liсtзывсtют зада'Чей сортиров
ки, а. любой сtJН'ори.тм, е~ р~шсtющи.й, - а.л,-г.орит.мо.м сорти

ровки. С мсtтема.ти.'iеt;кой ТО'iки. зрения: сtJН'Ори.тм L:орти.ров

ки. доджеи liсtЙти: та.кую перестпи'Н,uвку { щ1 , ..• , щ,,,} элементов 

мliожеL:тва., которая: была. бы L:Ol 'Jictl:OBa.lia. t; 3a.Дa.liliЫM lia. lieм 
отliошени:~м ~ ли.иейно1 'О 11оря:дка., т .е. ддя: любых k, l и:з L:11ра.
ведди.воL:ти. нерсtвенt;тва. ik < ir доджliо L:дедова.ть Uik ~ Uii . 

ll~pBOlia.'ictJlЬliO L:Орти.ру~мые элементы мо1'ут быть ра.L:110-

JЮЖ~иы в 11роизвольном норя:дке, т.е. и:t;ходной мож~т быть 

дюбая: нepeL:TёtliOBKёt эдеМ~liТОВ t;Орти.руемОl'О MliOЖet;твct, и. мы 

lie и.меем liи.ксtкой сtнри.орliоЙ и.liформсtци.и. об этой 11~peL:тct

lioвкe. Еди.lit;твенliыЙ t;ПОL:об 11олу'iить т·а.кую информа.цию -

11роводи.ть нош:tрliые t;ра.внения: эдемеliтов a i ( отноL:и.тедьliО ра.t;

t;мсtтри:всtемо1'0 ди.liеЙноt'О норя:дка.) в ка.кой-либо llOt;JШДOBct

тeдьliOt;ти:. За.мети.м, '-ITO 11ри. этом L:oвepшeliliO lie облзсtтедьliо 
11роводи:ть BL:e В03МОЖJ:iЫе t;pa,BlieJ:iИЛ, т.е. L:pёtBJ:iИ:BёtTЬ Ui t; Uj ДдЛ 

вt;ех i -1: j. Нсtнри.мер, можliо и.L:11одьзова.ть трсt1i3и.ти.вliОt;1ъ oт
liOШeliи.Jl 11орндксt. 

Ht;e L:pctвlieliи.л, которые в 11ри.1iци.11е мot'Y'l' быть 11роведе

liЫ в нроцеt;L:е рсtботы 1iекоторо1 'О сtJН 'ори.тмсt, и.зобрсtжсtютt;н 

liёtl'JIЛДliO в ви.де opи.eliTИ.pOBa,liliOl'O деревсt, lia.ЗЫBcteMOl'O дере

вом решеп·ий. Hct ри.L:. 5.17 нри.ведеliо дерево решеliи.Й дд.н: 

треХЭJШМ~liТНОГО множеL:Т'Вёt {а' ь' с;}. Нершины opИ~li'I'И.pUBёtH
liOl 'O J.\ерева., ие я.вдя.ющиеL:н диt;·1ъя.ми, 11oмe'-Ieliы нроверлемы

ми liepa.вelit;твc:tми, а. множеt;тво JIИL:тьев на.ходи.тL:я: во взи·им,'Н,u 

оd'Н,ОЗ'Н,U'Ч/Н,О,М, COO'fГW(:;'ffl,(;'fnfj 'U'U t; MliOЖet;TBOM BL:ex 11epet;'l'ёtliOBOK 

И.t;XOДliOI'O MliOЖeL:TBёt. 
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Да Нет 

а<с<Ь с<а<Ь Ь<с<а с<Ь<а 

РиL:. 5.17 

110(.;KOJlЬKY в рез у JlЬTo..Te (.;Ортировки может llOдy 'iИТЬ(.;Л JlIO
б<LЯ. Ш:~ре(.;тановю:t И(.;Х.ОДН.01'0 МНОЖе(.;'l'Ва И каждой То..КОЙ нере

(.;Таliовке (.;Оотве1·(.;твует дИ(.;'1' дерева решеliиЙ, в общем Qty 'iae 
KOJlИ '!e(.;'l'BO JlИ(.;'lЪев будет равно п! - KOJlИ '!е(.;ТВУ нере(.;'l'ановок 

'f 1,-эдементно1 'О МНОЖ!;(.;ТВа. 

СдедоватедьюJ, (.;Ортиру л входную 110Qrедовате.1rьно(.;ть, а,JI-

1 ·оритм обя.затедьliо нройдет ю:tкой-то нуть от корliя. дерева 
решений к одному из дИ(.;тьев, и, таким обрсtЗом, 'iИ(.;JIO онераций 

(.;равненил ( '-IИL:JIO шаt'ОВ а,JП'Оритма t.:ортировки) будет ве.11и'-lи-
V V V V 

нои, 11ро11орциона,J1ьнои вы(.;оте дерева решении, не меньшеи 'iем 

logi п! , в t.:иду теоремы 5.2. 
И(.;нодьзуя ддл оценки факториа,J1а нри бодьших. п фvрмулу 

Crn'Upл·uн,~a 

п! ~ ~ с:) п ' 
ноду'-lаем, '-iTO дерево решении имеет выt.:оту норлдка п logi п. 

Таким образом, в общем Qty '-iae зада'--lу (.;Ортировки (.; но

мощью нонарных. (.;равнений недьзл решить бы(.;трее, 'iем за 

уксtЗанное '-iИL:JIO ша1·ов. НезуQювно, конкретный нуть в дере-
V V 

ве решеliИИ из корliЯ. К OДliOMY из JlИL:TOB завиt.:ит от И(.;Х.ОДliОИ 

нере(.;тановки. Нанример, в дереве решений, нриведенном на 
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!)И(;. 5.17, ес;ть два 17 КО!)ОТКИХ ;1- нути ДJlИJ:iЫ 27 OДJ:ictKO 0(.;Tc:\.JlЬJ:iЫe 
нути. имеют ддиl:iу 3. 

Замети.м, '-!ТО в общем (;Jly'-lae orи.eliTИ!)OBa.J:iJ:iOe деrево -
это J:ie t;ВЛ3J:iЫЙ O!)И.eJ:iTИ.!)OBctJ:iJ:iЫЙ l'!)ctф . KoмllOJ:ieJ:iTctMИ. O!)И

eJ:iTИ.!)OBctJ:iJ:iOl'O деrева ЯВJlН.ЮТt;Я el 'O 110Дl '!)сtфы7 llO!)OЖДeJ:iJ:iЫe 

MJ:iOЖet;'l'BOM ве!)ШИ.J:i7 !)ctt;llOJIOЖeJ:iJ:iЫX J:ict J:ieKOTO!)OM нути. И3 KO!)

J:iЛ В JlИ.(;T . 

Остовпы.м 4есо.м ( деревом) l:ieorи.eJ:iти.roвaJ:iJ:iOl'O ( orиeJ:i
тиroвctJ:iJ:iOl'O) l'!)aфct J:ia3ЫBa.IOT дюбой el'O Ot;TOBJ:iЫЙ llOДl'!)ctф) 

я:ВJ1я.ющи.Йс;я. дес;ом (деrевом). 

Теорема 5.3. У Вt;ЛКОГО аеоrиеllГИ!)ОВсtННОГО гrафа с;уще-
V V 

с;твуе1· MctKt;ИMc:\.JlЬJ:iЫИ Ot;TOBJ:iЫИ деt,;. 

• Поt;кодьку J:ieorи.eJ:iти.roвa..J:iJ:iЫЙ деt,; - это нrои.зводьliыЙ аци.

кди.'-lеt,;ки.й l'!)ctф 1 то дoc.;·1'aтo'-lJ:iO 11оказать1 '-!ТО 1:>t;я.ки.й l:iеоrи.еl:i

тиrованный l'!)а.ф t,;о,цеrжи.т макt,;и.маJ1ьный ос;товный аци.кди.

'-lе t,;ки.й 11од1'!)а.ф. 

Раt;с;мотrи.м 11rои.з1:>одьный неоrи.енти.rованный l'!)ctф Gu = 
= ( v7 Е), Ес;ди. OJ:i с\,ЦИ.КJlИ.'-lе(;КИ.Й, то утвеrждеl:iи.е O'-leBИДJ:iO. н 

11rоти.1:>J:iом t;ду '-la..e в l:ieм еt,;·1ъ хотл бы один ци.кд. Ныбеrем 

один и.з ци.кдов l'!)а.фа и. обозна'-lи.м е1'0 С1 . У ДаJ1и.м и.з ци.кда 

С1 какое-J:iи.будь reбro. Обозl:iа.'-lи.м е1'0 е1. Так как ци.кд -

это ll!)Ot;Ta,Я це11ь7 то у Дс:\.Jlени.е reбra t:1 ll!)И.ВОДИТ к 110Дl'!)а.

фу Gi = (V, Е\ {е1}) l'!)а..фа Gu 1 в котоrом будет 110 кrайней 

меrе одl:iи.м цикJюм меl:iьше1 '-lем в 1·rафе Gu. Н то же 1:>!)е

мя: дюбые дне 1:>еrши.ны, t,;оединенные ценью в и.с;ходном l'!)а..фе , 

будут c;oeди.l:iel:iы ценью и. в 11од1'!)сtфе Gi. Е(;J1и. l'!)ctф Gi аци.
кди. '-lеt;КИ.Й7 то OJ:i И. будет И.t;КОМЫМ Ma..Kt;И.Mc:\.JlbJ:iЫM Ot;TOBJ:iЫM 

дес;ом И.(;ХОДНОl'О l'!)а..фа, так как ВО3В!)а..ЩеJ:iие у Дc:\.JleHHOl'O re

бra е1 нrи.ведет к 11оя:вJШJ:iИЮ ци.кда. Еt,;ди же 1·rаф G 1 имеет 

цикды, то 11ос;ту11и.м с; J:iИ.M то'-lно так же, как t,; l'!)а..фом Gu 1 а 

имеJ:iНО, выбrав какоЙ-J:iи.бу дъ el'O ЦИ.КJl c'l,, у Дс:\.JlИ.М И.3 J:iel'O од

но reбro - обозна'!им его е2. В с;илу коне'!нос;ги множес;тв 

!)ебе!) И.(;XOДJ:iOl 'О l '!)а..фа '-le!)e3 KOJ:ie'-iJ:iOe '-!И.(;JЮ n ;?: 1 Ша..1 'ОВ, J:ia.. 

Ка..ЖДОМ И.3 КОТО!)ЫХ у Дс:\.JlЯ:еТt;Я: !)ОВНО OДJ:iO !)еб!)О HeKOTO!)Ol 'О 
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цикда, 1 'µа,фа, G, ноду 'iИМ ш~котоµый е1 'о а,цикди 'iеt.жий нод1 'µаф 
Gn = ( V, '1'), 1 'Де '1' = Е \ { е1, .. . , еп}, lll-)И'ieM llOДl 'µаф G п-1 = 
= (V, Е\ {е1, ... , еп-1}) t.;Одеµжит цикд, 11µоходящий 110 µебру 
еп. llока,жем, 'iTO добавде1tие к м1tожеt,;тву ребер '1' хотя. бы oд

liOl'O ребра из paliee yдo..1Шliliыx, т.е. дюбо1'О ребра из МliОжеt,;тва 

{ е1 , ... , еп}, 11µиведет к нолвJШliИЮ цикда. 

ДeЙt.:'l'BИTeJlЬ!iO, lia Ка,ЖДОМ ша1'е OllИ(.;aliliOЙ выше 11роцедуры 
нроиt,;ходит удо..1ш1tие 1tово1·0 цикда 1·рафа Gu, т.е. вt.:е цикды С1 , 

С'2, ... , Сп нонарliО раздИ'iliЫ. Ддл каждо1'О i = 1, п раt,;с;мотрим 

два с;ду 'iая.; 1) ЦИКJl Ci t.;ОДерЖИТ TOJlbKO OДliO И3 у Дo..lШliliЫX 

ребер, а, имeliliO ребро ei ; 2) ЦИКJl ci с;одержит lie меш~е двух 
yдo..11eliliыx µебер, т .е. вмеt.:те t.: ребром ei Oli t.:одеµжит 110 
краЙtшЙ мере еще OДliO ребро ej Е: { е1, .. . , еп}. 

О'iевидно, ч:то в первом <..:Jry<Jae доба,вдеиие ребра ei к мн:о
жеt,;тву ребер '.1' нµиведет к 11олВJ1еliию цикда, а, имeliliO цикда 

Ci. _L-}аt,;t,;мотрим второй t.:ду 'iа,Й. Ддя. нрос;тоты будем t;<J.итать, 

'iTO ес;ть тодько oдtlo ребµо ej, отJ1ич1tое от µебµа ei, котоµое 

с;одержитс;л В ЦИКJШ ci (t.:J1y'ia,Й 1tеt.:кодьких 'l'а,КИХ ребер а1tо..11изи

руетс;я. alio..1101 ·и 'iliO). Так как µебро ej t.;одеµжитt,;я. в liекотором 

ЦИКJШ Cj' OTJlИ 'itlOM от ci' то, добавдя.н ребро ei к М!iОжес;тв у 

ребеµ '1', вt.:е paвlio 11оду'iим цикJ1 (µис; . 5.18). Дейt,;твитедьliо, ес;

ди ребµо ei 1te t.;одержитt,;л в цикде Cj, то, как видliо !ia, µиt.: . 5.18, 
ко1tцы ребра ei с;оеди1tе1tы ценью, 1te с;одержа,щей это1·0 ребра,. 
То1'Да,, c.;01•дa,t.;liO теореме 5.1, с;ущеt,;твует нроt,;та,.н цень (lie t.:о

держа,ща,л µебра ei ), с;оедиliлюща,.н е1'0 ко1tцы. Доба,ВJIЯЯ к lieЙ 

Рис. 5.18 
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ребро ei, аодучи.м ци.кд. Еl:ди. же ребро ei l:одержи.тl:л в ци.кде 

Cj, то у да..11ение это~ 'О ребра 11ри.веде'1' к и.l:чезновени.ю вмеl:те l: 
ЦИКJlОМ ci И цикда Cj 7 что невозможно, так как ci И Cj - ци-

V 

клы, уДа.,JIЛемьн:~ на разных шагах оаиl:аннои выше процедуры 

( на l:амом деде можно но казать, что в раl:l:матриваемой l:иту а

ции. ребро ej 7 а вмеl:те l: ним и цикд Cj, у .ца..rшетl:л нозже ребра 
ei ). Таким образом, вl:егда найдетt;л цепь, l:оедиliлющал кои

цы ребра ei ( и. не l:одержащал это1·0 ребра) . Сдедоватедьно, 

l:ущеl:твует и цикл, l:одержащи.й ребро ei (но не t;Одержащий 

ребра ej). 

Итак, добавю~я к 11од1 -рафу G п = ( V, '1 ') нроизводьное ребро 
из множеl:тва { е1, ... , еп}, ноду чи.м ци.кд. Сдедоватедьно, этот 

110Дl'(-)а.,ф И. будет И(;КОМЫМ Ма.,К(;ИМа.JlЬНЫМ Оt;ТОВНЫМ деt;ОМ l'(-)cl.,

фct G. • 
Утверждение теоремы l:Охрсtнлет l:иду и ддя. ориентировсtн

liЫХ l'(-)а.,фОв. Доказ,::1.:ге.JlЬ(;ТВО в этом t;дучае будет нet;KOJlbKO 

бодее (;JЮЖНЫМ, И мы el'O не 11(-)ИВОДИМ. 

Да..rше в этой 1·даве мы онишем некоторые l:llOl:oбы нахожде

liИЛ МliОЖеl:тва ЦИКJЮВ l!eopиeliTИ(-)OBa.liliOl 'O L '(-)а.фа и l:llOt;Oбы 

110 (.:Т(-)Оенил Ma.Kt;ИMa.JlbHЫX Оl:ТОВНЫХ JШt;OB. Эти задачи реша

Ю'l'(;Л на Оt;нове 11(-)ИВ(::Щt:ШНЫХ ниже а..111'(-)И'l'МОВ 110И(;Ко, В l'дубину . 

5.4. Остовное дерево наименьшего веса 

Сдедующсtл задача и.звеl:тна в теории 1·рафов 11од названи

ем задач,и Штейпера: на ШЮlЖОl:ти задаliы п точек; нужно 

l:оедини.ть их отрезками 11ря:мых таким образом, чтобы l:y м
Mi:L(-)liaл ддинi:L отрезков быда наименьшей. 

Н 11poцet;t;e 11оиt;ка решеliин разрешеliо вводи.ть новые точки.; 

,, ддииi:L " отрезкi:L, l:оедиилюще1 'О две зaдaliliыe точки, lie обл
затедьно 11оliимаетt;л бу ква..r1ьliо 1 ·еометри. чеl:ки - это может 

быть некотора..л коди чеt;твенна..л оценкi:L " цены '" нрохождеliил из 
V V 

ТОЧКИ. В ТОЧКУ 110 Ki:LKOИ-TO JIOMi:LHOИ JlИliИ.И . 
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Можно да.ть l:JН:Щующую l'рсtфовую интер11рета.цию за.дсt'iи 

Ш·гейнера.. Дан неuр·иенrn'Uрuванный ё,раф Gu = ( ~ 1 0 ) без 
ребер. 'l'ребуетl:я. найти неориентированый 1·раф G = (V, 'Г) l:O 

V 

(;Ш:ЩИ.а,JlЬНЬIМИ. t.:ВОИt.:твами. 

Мы 11ред11ода,1'аем, 'iTO каждому ребру дюбо1'0 неориентиро

ва.нно1'0 1'рсtфа1 ноду'iаемо1'О в 11poцet.:l:e решени.л задсt'iи1 можно 
L:0110(.:'l'с\.ВИТЬ неотри.ца.тедьное 'iИl:JIO, Нс\.3Ывсtемое веl:ОМ ЭТОl 'О 

ребра.. llpи этом1 во-11ервых, иl:комый 1 'рсtф G должен быть 
неuр'UеНm'Uрuванным dеревuм, во-вторых, е1'О множеl:тво вер

ш·ин должно вю1ю'iать множеt.:тво вершин иt.:ходно1'О 1'рсtфа, т.е. 

Vu С V, и, в-третьих, l:умма веt.:ов е1'0 ребер должна быть на.и-
V 

меньшеи. 

Требование, 'iТОбы иt.:комый 1'раф G бы.11 неориентирован
ным деревом, вызвано тем1 '!ТО в нем любую 11ару вершин 

должна t.:оtщинлть единt.:'l'веннал -цепи, так как в 11ротивном 

t;J1y'iae граф не будет иметь наименьшую t.:умму веl:ов. Дей

t.:твитедьно, et;J1и. t.:ущеt.:твуют хотл бы две це11и, t.:оединя.ющие 

какую-то пару вершин, то выбираетt.:л та.1 t.:умма веt.:ов ребер 

которой меньше. Еt.:ли же 11ред11одожить, 'iTO в рсtt.:(;Мсtтри.ва.е

мой t.:и·1'уации имеются. хотл бы две це11и с одинаковым веl:ом , 

то вl:е равно ддл 011'l'ИМG1,J1ьно1 'О решенил выбира.етl:л ка.ка.л-то 

одна цепь (и то1'Да онтимс1,J1ьное решение не единt.:твенно). 

Эффективных а,JН'Оритмов*, дающих тоL1ное решение зада

'iИ Штейнера, не t.:ущеl:'l'вует. Однако известны эффективные 

а,JП'Оритмы, находлщие некоторые 11риближенил TO'iHOl'O реше
нил. Одно из та.ких решени.й да.ет а.л,-гор·итм Краска.л,а. 

Неориентирова.нный ( ориентирова.нный) l'pctф, у которо1'0 

каждому ребру ( дуё,е) t.:011оt.:·1·авдено некоторое дейt.:твительное 

'iИt;JI0 7 называют взвешеппым иди размеч,еппым 1'рафом. 

Это 'iИt.:JIO называют весом и.ли меrпкой ребра (ду1'и) . Как 

"' A JI1 ' О1н1тм L:'i.И.Тi:Ы<>т ~ффr::,·кт:иfн1,ы.м,, ~l:Jrи. C✓ИJЖnvcm1> ал:с.vршпма выµа

ж<t~Тl:д функци1;Й:, ()1 'l-)U.HИ'i~HH()Й: (.;B(;l-)X Y Н(;К()Т()l)ЫМ П()JIИ:Ю)М()М ()Т П<Ll-)ct.M(;

тµa, хар<tкг1;µи3ующ1;1'l> ,, объ1;м " И:l:Xl>l.\HЫX 1.\<Lнных. 11,Jiд 3ct.1.\ct.'iи: Шг1;Й:н~ра 
Э1.'И.М 1шрам1;:гµом nвJ.ш1;1.'l:д 'i.И.l:JIO в1;µшии 1 ·µ<tф<t G IJ . 
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11равюю, мы ра(.;(.;Матриваем t'раф (.; натуро..11ьными метками 

ребер (ду1'). 

Адt'Оритм Кра(.;ко..11а вы'iШ.:Jtлет ддл 3аданно1'О в3вешенноt'О 

неориентированнОt'О t'рафа G ucntuf>'Н,Ur; dt:pr;f>u (.; наименьшей 

(.;уммой ве(.;ов ребер - остповное дерево наименьшеzо веса. 

Су ще(.;1·венное отди. 'iи.е тодько 'iTO (.;форму ди.ровёtнной 3ёtДа'iи. 

от 3ада'iи Штейнера (в ее 1 'рафовой 110(.;тановке) (.;О(.;тоит в том, 
V 

'iTO В новои 3ё:LДа'iе МНОЖе(.;ТВО вершин нри. 110И(.;Ке 0(.;TOBHOl'O 

деревёt наи.меньшеt'О веr.;а не менлетсн. llоэтому о..111'ори.тм 

Кра(.;ко..11а и. дает ди.шь некоторое 11ри.бди.жени.е решения. 3ёtДа'iи. 

Штейнера. 

llpи ОIIИ(.;ании. о..11гори.тма будем И.(.;НОдЬ3ОВёtТЪ L:IIO(.;Oб хрёt

нени.л. данных, нёt3ываемый О'Чередью. Эдементы данных в 

О'iереди унорлдоL1и.вают(.;л 110 времени 11оr.;туш1енил. Эдементы 
можно добёt&1ппъ в 0L1ередь и и3вдекать и.3 О'iереди.. l3 каждый 

момент времени. до(.;·1·у нен тоJ1ько оди.н эдемент, который быд 

11омещен в О'iередь раньше дру 1 ·и.х , - ,, t'OJIOBёt " О'iереди.. llpи. 

добавдении новый эдемент 11омещаетсл в ,,хвоr.;т·" О'iерtщи, т.е. 

работа ведетr.;л 110 обы 'iному ддл О'iереди нрави.ду - ,, 11ервым 
11ри.шед - 11ервым BЬIШeJl ;1,. qтобы И.3ВJШ'iЬ И.3 О'iереди. Н(~КОТО-

V V V 

рыи эдемент, не ДО(.;'1'у11ныи в текущи.и момент, Нё:LДО и.3вде'iь 

В(.;е рёtнее 11(.)(.;l'УНИВШИе Эдементы, Нёt'iИ.На.Н (.; ,, l'OJIOBЫ" О'iереди. 

~а,(.;(;МО'l'ри.м о..lН'Ори.тм Нёtхождени.л OL:TOBHOl'O деревёt Нё:LИ.

меньшеl'О неL:ёt (о..111·ори.тм Крёtr.;ко..11ёt). llyr.;ть дё:Lн (.;НЛ3ный неори.

ентировёtнный t 'рёtф G = ( V, Е) (.; 'iИ.(.;JЮВыми неотрицёtтеJ1ьными 

веL:ёtми ребер. l3er.; ребра е обо3нёt'iи.м 'Р(е). 

В ре3ультёtте рёtботы о..111·ори.тмёt IIолу'iим О(.;Товное дерево 

Т = (V, Н) l'рёtфёt G 1 тёtкое, 'iTO (.;у ммёt z:=. 'Р(е) л&11летr.;л нёtи.-

V 

меньшеи. 

От(.;орти.руем В(.;е ребрёt И.(.;ходного грёtфёt 110 во3рёt(.;Тёtни.ю 
веr.;ов и. r.;форми.руем и.3 ни.х О'iередь тёtк, 'iтобы в ,, 1'0Jюве ;' 

О'iереди нёtходюю(.;ь ребро (.; нёtименьшим веr.;ом, ёt в "хво(.;те ;' -
r.; наибодьшим и. ве(.;ёt ребер не убыво..11и от " t 'ОJювы ;1, О'iереди к 

" XBO(.;'l'Y 
1
\ 



5.4. И<:тинние 4ерени нс~.именъшеги не<:а 

Метод (.;0(.;ТОИТ В ]? (.;ШИВсЬl:iИИ"' И(.;КОМОl'О дерева И3 r,;uмnuнeнrn 

Ot;TOBJ:iOl'O JШt;a.. ПepвoJ:ia.'ia.JIЬJ:iO uс·rпuвный 4fX нредt.:та.вд.нет t.:о
бой MJ:iOЖe(.;TBO И30дИрОВё\.J:iJ:iЫХ. верШИJ:i Иt.:X.OДJ:iOl 'O 1 ·ра.фа.1 Т .е. 

е1·0 м!:iожеt;тво ребер нуt.:то. На нервом ша1'е И3 0L1ереди И3-

вдекаетt,;л ребро !:iаиме!:iьше1'О веL:а и добавдлетL:л к м!:iожеt,;тву 

ребер иt.:х.одllого дерева.. 

H<t 11оt.:.11еду ющих. ша.1 ·ах. a.JH ·оритма. и3 О'--lереди и3вдекаетt.:я. 
110 одному ребру. Еt.:.11и это ребро t.:оедиtlя:ет вершины, нри

надJшжащие ра3ным комнонеtlтам текуще1'О оt.:товно1'О JШL:a, то 

оно доба.вJiлетt;л к текущему множеt;тву ребер иt;комого дере

ва, а у ка3анные комно!:iенты t.:диваютt;я. в одну. Ина'--lе ребро 

отбраL:ываетL:л. llpoцet.:L: новторлетL:л до тех. 11ор 1 нока '-iиt.:.110 

комнонент ot.:тoвJ:iOi 'О деL:а J:ie окажетt.:л равным 1. Moжtlo 11оюt-
3ать1 ч:то эта комп:онентсt и будет· иt,;комым Оt,;товным деревом 

tlctИMetlЬШel 'О веt,;а. 

llерех.одим к форма.Jiьtlому 011иt;аtlию а.JП'Оритма. 

Алгоритм Краскала 

1. Мtiожеt.:тво ребер Н иt,;комо1 ·о OL:TOBtlOl 'O деревсt ноюы ·аем 
п:уt.:тым (Н = 0"). 

2. Формируем MtlOЖeL:'l'BO Vs = { {'v1} 1 ... , {'vп} }1 ЭJ1емеtlтсtми 

которо1·0 лв;1я:ютt.:л МJ:iОжеt.:тва вершин, t,;Оответt.:твующих. ком

понентам иt;ходногu оt;товного леt.:а.. Ка.ждсtя: тсtксtя: компонента 
V 

(.;0(.;l'ОИТ И3 eдИJ:i(.;TBeJ:iHUИ верШИJ:iЫ. 

3. Сортируем мtlожеt;тво ребер Е иt.:х.одно1'0 t'paфct 110 во3-
раt.:танию веL:ов и формируем О'--lеµедь Q, эдементами которой 
лвJ1я:ютt.:л ребра. i 'рафа G. 

4. Еt.:.11и Мllожеt;тво Vs t.:одержит более одного элемента ( т.е. 
0(.;'l'OBtlЫЙ деL: (.;0(.;ТОИТ И3 J:ie L:KOJIЬKИX. KOMllOtletl'l') И О'-iередь Q не 
нуt.:та, Ш:~рех.одим юt ша1' 5 , еt,;ди ИJ:ict'--le - нсt Шctl' 7. 

5. И3влекаем и3 О'-iереди Q ребро ~. Еt,;ди кuни,ы ребра ~ 

нринаддежат ра3дИ'--1J:iЫМ мtlожеt;твам вершин ½ и V;- И3 Vs, то 
нерех.одим tlct ша1' 6 1 еt,;ди ина'--lе 1 то отбµаLъ1ваем и3вдe'--letltlOe 
ребро и во3вращаемt,;л на ша1· 4. 
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6. Объеди.tlя.ем мtluжеL:тва. верши.!! ¼: и. Vy- (нuда.l'сtя. W = 
= Vi U Vy-) 1 удсtJrлем множеL:тва. ¼: и Vy- из множеL:тва. Vs и 
дuба.вшrем в Vs MJ:iuжeL:твu W. Дuба.вдлем ребрu е в MtluжeL:твu 
Н . .Возвра.ща.емL:л J:ia. ша.1' 4. 

7. llрекра.ща.ем ра.боту. М!:iожеL:тво Н еL:ть мtlожеL:тво 

ребер llOдy 'ietltlOl 'O OL:TOBtlOl 'O дерева.. 

Дuкa.Зa.Te.llb(.;TBU кoppeКl'tlOL:TИ. а.JН'Ори.тма. Kpa.L:Ka.Jla., т.е . дo

Ka.Зa.TeJibL:TBO того фа.КТа.7 'iTO ВЫДа.Ва.емuе ёLJIГUритмом OL:TOB
tlOe дерево дeиL:TBИ.Te,/lbtlO ЛВJ!ЛеТL:Л O(.;TOBtlЫM деревом tla.И.Metlь

шe1 'О веL:а.1 мы tle нри.води.м. 

На. ри.L: . 5.19, a- d длл !:ieopи.e!:iтиpoвa.J:iJ:iUl'O 1'ра.фа. 11ока.За.tlа. 

llOL:JieДOBa.Te.llbtlOL:Tb llOL:TpOetlИ.Л OCTOBtlOl 'O дерева. J:ia.И.MetlьШel 'О 
веса.. За.метим, 'iTO результат ра.боты сt.JП'ори.тма в общем 

(_;ду'iае За.ВИ.(.;ИТ от 11оря.дка. (.;JШДОВо..J:iИЯ. ребер OДИtlo..KOBOl'O ве<.;сt 

в О'iереди. llредноложи.м, 'iTO 11O(..;.IIe L:ортировки нервым в 
О'iереди tlа.ходи.тсл ребро {'иu 1 'И1} L: весом 2. 

V1 2 V 2 'D1 V2 V1 2 V2 

\v, 
о 

~ 4 Vo 4 

3 5 
о о о о 

V4 4 V3 V4 V 3 V4 V3 

а б 

V1 2 Vz VI V2 

2 

Vo Vo 

3 
о 

V4 V 3 V4 4 V 3 

~ d 

Рис. 5.1!;} 



•
1 11 5.5. МетИАЫ uбxUAct нершин ._, 

И(.;ХОДliЫЙ: 1·раф изображеli lict рис 5.19, и. На ри(.;. 5.19, б 
нроиддЮ(.;'I'риро.ваli рез у дьтат .вынодliеliия 11ер.во1 'О ша.1 'сt а.111 'О

ритма. На ри(.;. 5.19, в ноказан результат доба.вдеliия Q1едующе-
1·0 ребра {'и1 , 'ui } (.; .ве(.;ОМ 2 из о•·шреди. На ри(.; . 5.19, ё- нри.ведеli 
результат доба.вде.liия ребра {'uo, 'V4} (.; .ве(.;ОМ 3. ЕQ1и (.;дедующим 
.в оч.ереди ребром будет {'и1 , 'u4 } , OliO будет отброшеliо. Дс:t.11ьliеЙ:

ший: ход работы с:t.1п·оритма за.ви(.;ит от то1'0, .в каком 11орядке 

.в оч.ереди размеще.liы ребра {'ui, и3} и {'и3 , 'V4} (.; .ве (.;ами 4. Лю
бое из liИX может быть доба.вдеliО .в МliОЖе(.;т.во ребер ocтo.вliOI'O 

дерева, и .lict этом с:t.1н·оритм законч.ит работу. На рис. 5.19, d 
приведено О(.;ТОВtюе дерево, получ:енное ПO(.;Jie добавления ребра 

{u3, 'U4} , 

Отметим, ч.то ДJIЛ 11ри.веденно1 'О 1 ·рафа оба ребра (.; .ве(.;ОМ 2 
V 

воидут в остовное дерево незави(.;и.мо от порядка их рсt(.;ПОJюже-

liИЛ .в оч.ереди 11осJш сортиро.вки, а ребро {и1 , 'V4 } lie .войдет liИ 
.в какое О(.;то.вное дере.во наименьше1 'О .ве(.;а. 

Можно доказать, ч.то .liсtибодее трудоемким ша1·ом .в а.111·0-

ритме Краскс:t.11а н.вдя.ется. (.;Ортиро.вка ребер 1·рафа 110 .вoзpct(.;Tct

.liИIO .весо.в . Как мы у же Зliаем, заdа'Ч.,у с:uрт.:иривк'и 'n эдеме.liто.в 

не.11ьзя решить бы(.;трее, чем за .время О (п logi п). Следо.ва

тедь.liо, c;,Л,uжнuc;m,tJ U,Л,ё-uр·иrпма Краскс:t.11а оце.1iи.вае'1тл Ч.И(.;JЮМ 

O (IEI logi JE I), 1·де IEI - мощliО(.;'I'Ь мliоже(.;'I'.ва ребер 1·рафа. llо

(.;КОдьку (.;ара.ведли.во аеравен(.;т.во IE I logi IEI ~ IE li , то с:t.1п·оритм 
Краскс:t.1ш, можliо (.; ч.итать эффекти.в.liым. 

5.5. Методы систематического 
обхода вершин графа 

Нажаыми. задач.ами. теории 1 ·рафо.в Я..вJ1я.ю·1·(.;я. зада'Ч,U ~Jto
бaJtQ'НtO~o ana.1t·uзa как неир,иенrп·ирuваю-1,ь~х, так и ир'иенrп 'ирu

ваю-1,ых ё-рифuв. К этим задач.ам отао(.;JП'(.;Я. 1 аанри.мер, задач.и. 

нои(.;ка '/J/UК,Л,Ив и.JIИ кuнтурив, .вычиQ1ение d,Л, 'UH nyrneu между 

нарами вершш-1,, неречисдение путей с теми иди. иными с.вой:

(.;Т.вами и т .11. l 'Jюбс:t.11ь.1iыЙ: ct.lic:t.11из 1 'рафа СJшдует О'l'ди. ч.ать от 
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JIOKёtJlЫiOl'O, ll{-)l1MtЧ.>OM КОТО{-)01'0 может t.:J1уж11ть 3с\.Дс\.'-Ш" 011{-)еде

Jiенил множеr..:тв предшеr..:rпве'Н-'Н-'UКов и преем'Н-·uкuв фикt.:И{-)ОВс\.Н

ной Ве{-)Шl1НЫ O{-)l1eHTl1{-)0Bc\.HHOl 'O l '{-)афа. 

Ва.зой для {-)ешен11л мно1 'их задач. 1 'Jюба,,r1ьно1 'О ана,,r1иза лвдл
ю·1·r..:л Тс\.К на.зываемьш аJН 'О{-)11тмы обхода 11д11 11011r..:ка. 

Необход11мо уметь обход11ть вr..:е ве{-)шины L '{-)афа Тс\.ким об{-)а
зом, ч.тобы каждм ве{-)шина быда отмеч.ена f->OШto один f->аЗ. 

Обыч.но такое 
1
, нутешеr..:твие " 110 L '{-)афу r..:011{-)овождаетr..:л нуме

{-)ацией ве{-)Шl1Н Г{-)афа в том 110{-)ЯДке, в кото{-)ОМ они отмеч.а

ют(.;Я, а также 011{-)еделенной " ма{-)Кl1f->Овкой" ребер (иди dyc-) 
1 '{-)афа. 

Сущеr..:твуют две оr..:новньш t.:т{-)ате1'1111 так11х обходов; nаиск 

в ~.!f,убипу 11 nа·иск в шир·ипу. Эти r..:·1'{-)ате1-ии можно 01111L:ать 

так. 

ll{-)1111011r..:кe в 1'дуб11ну, отн{-)авдллL:ь в 1, 11утешеL:тв11е" 110 L'{-)а
фу И3 J:leKOTO{-)UЙ нa'iaJIЬJ:lUЙ Ве{-)Шl1НЫ 'И[), мы дейr..:твуем (.;.)Iедую

щим об{-)а3ом. lly r..:·1ъ, ,, ну тешеL:тв уя. ;. 1 мы доr..:т111 'д11 некотО{-)ОЙ 

ве{-)шины ·и (в нс\.ч.аJ1е " 11утешеr..:·1'вил " ·и= ·иu). Отмеч.аем ве{-)шину 

·и 11 11{-)Оt.:мат{-)иваем ве{-)шины 113 ее r..:п·иr..:ка r..:меж'Н.оr..:rп·и L [·и]. 
11{-)и уr..:Jюв1111 1 ч.то в этом r..:1111r..:кe r..:y щеr..:твует хотя бы одна 

неотмеч.енная. ве{-)ш11на, Нf->ОДОджаем ,, 11утешеL:тв11е ;. 113 LШf->ВОЙ 
такой ве{-)ш11ны 'Ш , дейr..:тву я. как 01111l:ано выше - ,, ны{-)лем ;. 
ВL'дубь, т.е. Нf->ОL:мат{-)иваем ве{-)ш11ны t.;Ниl:ка r..:межноL:ти L[ш] 

ве{-)ш11ны ·w, откладывал ана,,r1113 дl->У 1 '11х элементов L ['и] как 
возможных ll{-)ОДОJ1Жен11й ноиr..:ка " на llOTOM ; •. 

~(.;.1111 же неотмеч.енных ве{-)ШИН в L [·и] нет, то во3Вf->ёtЩа..емl:л 
u 

113 'U В ту ве{-)шину, 113 КОТО{-)ОИ мы В нее llOllctJlИ, И 11{-)ОДОJIЖаем 
u 

a.HaJIИ311f->UBaть r..:пиr..:uк r..:межноr..:ти этuи ве{-)ши.ны. 

,, llутешеt,;тви.е;· Н{-)еК{-)ати.тt,;я. в тот момент, ко1'да мы ве{-)

немr..:л в нач.а,,r1ыtую ве{-)шину ·ul> и дибо вL:е ве{-)шины будут отме

ч.енными., д11бо окажетr..:я., ч.то неотмеч.енные ве{-)ши.ны еl:ть, но 

И.3 'Ul) бОJ1ьше нику Да. нойти Ю:'дЬ3Л. 13 110(.;Jlеднем r..:ду ч.а.е ВО3МОЖ-
u 

ны Нf->Од,оджение ноиt,;ка из новои ве{-)шины 11ди Оl:тановка, ч.то 
u u 

011{-)едедлетr..:л конк{-)етнои ве{-)t.:и.еи аJН 'О{-)11тма. 



Зёtмети.м, '-!ТО ре3удьтёtт нои.lЖёt .13 I'дуби.liу 3ёt.13и.L:и.т от 110-
рядюt .13ерши.li J3 (.;llИ.L:ЮtX L:MeЖliO(.;TИ.7 нред (.;'l'ёt.13JHIIOЩИ.X 1 'раф7 а, 

ТёtКЖе от .13Ыбора liёt'-11:LJIЬliOЙ .13ерШИ.liЫ 'Uu. 
Нёt ри.L:. 5.20 11oк1:L3ёtliы нри.меры 11ои.L:кёt .13 1 ·дуби.liу liёt lieopи.

eliти.po.13ёtliliOM и. opи.eliти.po.13ctliliOM 1 ·pctфctx. 

2 

3 3 

а б 

Ри:~;. 5.20 

РёtL:(.;мотрим lieopиeJ:Iтиp0.13ёtliliЫЙ граф, изобрёtжеli.1:IЫЙ ю:t 

рис 5.201 а. С11и.(.;КИ (.;MeЖliOL:TИ .13ершиli I'pctфct удобliо зсtдсtть 

кирrпежам'U: 

'Uu • ('и~, 'И3)7 'Иl • ('uu1 'И'!,, 'И3), 'И'!, ➔ ('u1, 'И4), 

'U3 • ('uu, 'И17 'И4, 'И5), 'U4 • ('и'!,, 'И3)7 (5.1) 

'U5 • ('и3' Щ; 7 'U7)' 'Ufj • ('u5) 7 'U7 • ('и5). 

ЗдеL:ь 3ёt11И(.;Ь щ • ('и1,; 1 •• • ,'Ит) 03lict'icte1·, '-!ТО кортеж ('u1,; , ... ,-u"i) 
задает (.;11И(.;0К (.;MeЖliOL:TИ. .13ерШИliЫ щ. 

Ре3удьта.ты рёtботы щн ·оритмсt (.; иL:11одь3О.13сtliием 11ри.13еде1I
.1:Iых L:ПИL:КОВ L:MeЖliOL:TИ ПpOИJlJIIOL:TpиpoвctliЬI графи ч:еL:КИ. При 

llOИL:Ke отме'iаем .13ерШИliЫ7 11рИ(.;.13сLИ.13ёtЯ. им liOMepёt. llpи этом 

кёtЖДсtЛ li0.13ctЛ .13ерши1Iёt ноду'iёtет l!Омер, lic:t едиliицу бодьший, 
'iем текущсtЛ. Нершиliе 'Иu 11риL:tlоим liOмep 1. Номерёt O(.;TёtJiь

liЫX .13ершиli, 11pИ(.;J30(;liliЫe им .13 нроцеL:(.;е 110И(.;Кёt, нри.13ед,еliЫ liёt 

1•рёtфе. f:->ебрёt, 110 которым и3 текущей .13ерши1Iы нереходим к 
li0.130Й, изображеliы бодее тод(.;1ъ1ми диllия.ми. 

llрокоммеliтируем ноиL:к .13 I'дуби.liу .13 opиeliтиpo.13ctliliOM I'рёt
фе, и3oбpёtжeliliOM liёt ри(.; . 5.20, б. llу(.;ть (.;llИL:ки. L:мeжliO(.;'l'И 
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веµши.li и.меют сдедующи.и ви.д; 

'И() --+ ('u1 7 'И3) , 'И1 --+ ('ui) , 'U'l, --+ () 7 

'U3 --+ ('u1 1 'И4) 1 'U4 --+ ('и~) , 

'Uf> --+ ('И3 7 'Ufj 7 'И7) , 'Ufj --+ () 7 'И7 --+ () . 

" llутешеGтвие ;~ ffё::1,"Iинс1,етGл в веµшиirе ·uo, и ей пµиGвс1,ивс1,етGя 
lioмeµ 1. llеµвой в Gни.ске Gмежности веµши.liы ·u0 Gтои.т .веµши

liё::\, ·u1. Дс1,ем ей lioмeµ 2 и. 11µододжс1,ем нои.ск и.з этой !:$еµши.liы. 

н сни.ске смежliОGТИ. llOGдeдlieЙ TOJlbKO ОДliё::1, !:$еµши.ю:1,, 'И~ . Дс1,ем 

ей liOмeµ 3 и, тс1,к кс1,к ее Gllи.Goк GмежноGти. нует, возвµс1,щс1,емся 
.в .веµшиду ·u1. 13 Gпи.ске GмежноGти .веµшины ·u1 нет цµу гих .вер

шин, кроме вершины ·ui, у же номе'iенной номером 3, ноэтому 
!:$ОЗ!:$µс1,щс1,емGн. !:$ !:$ерши.liу ·uo. 

Втоµой ЭдемеliТ GllИ.CKё::1, смежliОСТИ веµши.liы 'И() - веµшИliё::\, 

·u3 . Этс1, веµшинс1, новм. lloмe'-lc1,eм ее номеµом 4 и неµеходим 
к µс1,GGмотµению ее с11иGкс1, смежноGти.. llеµвм в сниске Gмеж

ноGти вершинс1, ·u1 у же 11оду '-lидс1, номер 2. Поэтому нереходим 
.в liОвую .вершину ·u4 и поме'lсtем ее 1iОмером 5. Е,ци.нст.венliыЙ 

элемеliт ее сниGксt смежliости, веµши.liсt 'И'2, уже oтмe'-lelict. Воз

врсtщсtемGл в вершину ·u3• ЗдеGь тоже нет никсtких " отложенных 

11µододжеliи.Й\ и мы сновс1, ока.3ывсtемсл в стсtµтовой веµши

не ·u0 . Все веµшины из Gнисксt Gмежности стсtµтовой веµшины 
V 

уже отме'-lеliы, т.е. вGе !:$03МОЖliЬШ 11ути. 11ои.сксt и.з этои веµши.-

liЫ нройдеliы. Тем lie мeliee в 1'рсtфе остё:\J1и.сь нe110Geщeliliыe 

(ненронумеровсtнные) вершины. Сдедующей 110 исходной нуме

µсtци.и !:$еµши.li 1'µсtфё:\. явдлетGя !:$еµшинё:\. 'Uf>. llµодолжи.м нои.ск 

и.з этой вершины и номети.м ее номером 6. llеµ!:$ё:\.Я. !:$ершиш1 

ее сни.скё:\. смежности. -!:$еµши.нё:\. ·u3 - у же отме'-lенс1, . llосе

щёtем t.:Jшдующую !:$еµши.ну - !:$ерши.ну щ; - и. номе'-!ёtем ее 

номером 7. Ее сни.Gок смежноGти. нуст. Возu.µёtщёtемGЯ в вер

ши.ну 'Uf>, llосещёtем 11оt.:J1еднюю неотме'-lенную верши.ну из ее 

спискс1, смежноGти - .веµшину ·u7 - и поме'iёtем ее номером 8. 

llоскольку все веµши.liы и.з сни.скё:\. смежliости. верши.liы ·us от
ме'-!ены, 11ои.ск !:$ ! 'дуби.ну 3ё:\.KOli '-!ен. 
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Нс1., ри.<.;. 5.2(\ б бод~~ тод<.;тыми <.;тр~дкс1.,ми изобрс1.,ж~tiы dyё,.'U, 
V V 

110 которым и.з о•-шр~ДtiОИ т~кущ~и в~рши.tiы мы 1шр~ходи.ди. к 
V 

новои. 

!--'сtt;<.;мотри.м т~ш:~рь 11ои.<.;к в ши.ри.tiу. llpи. 11ои.<.;к~ в ши.ри.tiу 

,, 11рс1.,видс1., Иl'ры 1' То.,КИ~; ДОt;ТИl'НУН н~которой в~рШИtiЫ 'U, от

М~'iа.~М ~~- Зсtт~м 11ро<.;мсtтри.ва..~м ее <.;11и<.;ок <.;м~жtiо<.;ти L ['и] и. 

отм~'iс1.,ем в<.;е рс1.,нее не отме'iенные верши.ны <.;11и.<.;кс1., ( нри t;'1'с1.,рте 

110И.(.;Ка, 'И - щ,). 110(.;JШ TOl'O Ка.К отме'i~tiЫ в<.;е 13ерШИ.tiЫ из l{ u] , 
13~рши.tiу 'И <.;'!и.та.ем 11одtiо <.;тью oбpctбoтcttitiOЙ и. 11рододжа..ем об

рс1.,ботку 13ершиti из <.;11и.<.;кс1., L 'И] 110 О'iер~ди t;Ol 'дi::1.,t;tiO 011и.<.;с1.,нным 
11 ра..13.и.J!а.М . 

Именно в обрсtботк~ t;ра..Зу в<.;~t'О <.;11и.<.;кс1., <.;м~жно<.;ти. т~кущей 

в~рШИ.tiЫ За..КJ!Ю'iа..е·1тя. 11рИ.tiЦИ.11И.ёiJ!ЬtiОе OTJlИ. 'iИ.е 110И.(.;Ка, В ши.ри.

ну от 11ои<.;кс1., в ! 'дуби.ну; тс1.,м мы " нырлди ;, кс1.,к можно "1 'дубж~ ;, , 
а. зд~<.;ь идем <.; ,, бредtlем \ 

1
, за..гр~бсtл ;, t;ра..З у в<.;е, 'iTO можно. 

llои.<.;к 13 шири.ну за..ка..н 'iИ.13а..ет<.;я.1 КОl'Да.. 13<.;~ вершины НОJПiО

<.;тью обрсtботсt,ны w1и. нрододжеliие нои.<.;ксt liевозможliо. 

Ддя. t;pa..13tieliи.л 13озьмем lieopи.~liти.poвctliliЫЙ и. ори.~liти.ро

всtнliыЙ грсtфы предыдущего примера. и рсtt;<.;мотрим ддл них 

нои<.;к в ши.рину (ри<.;. 5.21). 

V6 

2 3 6 

V1 V 3 V 5 

4 
V2 V4 

5 

а б 

Риl:. 5.21 

Ддл liеориенти.ровс1.,н1iО1'О t'pctфa. ( <.;м. ри<.;. 5.21, а) нои.<.;к из 

<.;тсtрто130Й 13ершиliы 'Ио будем о<.;ущеt;Т13JНiть та.к. Стсtрl'О13ОЙ 

13ерши.liе нри<.;вои.м liOмep 1. За.тем нро!iумеруем в<.;е 13ершиliы 
V 

из (.;НИ.(.;Ка, <.;межtiО(.;ТИ (.;'l'а..рТО130И верШИ.tiЫ 13 норя:дке (.;JШДО13а..tiИЯ: 
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их в <.;11иLже. llpи этом верши.шt 'И1 ноду '-iи.т J:iOмep 21 с:\. вер

шине:\. 'И3 - номер 3. Тенерь, KUL'Дci щ.:е вершины из t.;НИ(.;Кс:\. 
V 

t.;межноt.;ти вершиl:iы 'UI) отме'-iены1 нереидем в нервую 110 О'iе-
реди вершиl:iу 'И1 . il ее (;llИ(;Ke (.;MeЖJ:iU(.;TИ. TOJIЬKO OДJ:ic:\. pcitlee 

J:ie отме'-lеннсiл вершине:\. - 'И2. llриt.;воим ей номер 4 и нерей
дем в верШИJ:iУ 'U3 . Hci этом ЭTc:\.lle J:iOMep 5 llOдy '-iИ.Т верШИJ:iс:\. 

'V4, с:\. J:iOмep 6 - верши.J:iс:\. 'И5, . Зсiтем 11ерейдем в верши.l:iу 'U2 • 

llо(..;кодьку в(..;е вершиl:iы из (..;LIИ(..;Kc:\. (..;межJ:iОt.;ти вершины 'И'l уже 

отме'-1еliы1 11ерейдем в вершину 'U4 . Здеt.;ь тс:\.кже вt.;е вершиl:iы 
V 

из t.;HИt.;Kc:\. (..;межноt.;ти отме'-iеliы, ноэтому ш:~реидем в вершину 

'U5,. llро(..;мотрим J:ieoтмe'-ieJ:iJ:iЫe верши.J:iы и.з ее t.;L1Иt.;Kc:\. t.;межJ:iо

t.;ти. и. отметим верши.J:iы 'Vf:; и. 'U7 1 11ри.t.;Вс:\.И.ВаJ.( и.м J:ioмepci 7 и. 8 
(.;00ТВеТ(.;'l'Венно. Тенерь, КОL'Дс:\. (.;llИ(.;OK (.;МеЖНО(.;'l'И. вершины 'U5, 

обрсiботс:\.J:i 11одJ:iО(.;'1ъю, 11ерейдем в верши.l:iу ·u0 . Тсiк кс:\.к в ее 
V 

t.;LIИt.;IO:~ t.;межнО(..;ТИ нет неотме'-iенных вершин, нереидем в вер-

шину ·u7. Зде(..;ь тс:\.кже в (..:L1И.t.;ке t.;межноt.;'l'И нет неотме'-iенных 

верши.J:i. Ht.;e верши.J:iы uбрсiботс:\.J:iы , и. 11ои.t.;к в шири.l:iу ддя. t 'pctфct 
3c:\.KOH'-1eJ:i . 

t->езудьтсtты 11ОИ.(..;Кс:\. в шири.1:iу и.з вершиl:iы 'UI) в ори.енти.ро

ва.нном гра.фе предt.;Га.ВJrены на. риt..:. 5.21, б. 

Обра.тим внима.ние на. то, '-!ТО нумера.цил вершин нри нои.t.;ке 

в ши.риl:iу отди'-iс:\.етt.;л от l:iумерсiции. вершиl:i 11ри. нои.t..:ке в L'ду

биl:iу. Тсiк, в opи.eJ:iтиpoвa.J:iJ:iOM t'pciфe J:ia. риt.;. 5.21, б мы t.;pa.3y 
отме'-iс:\.ем оба. эдементсt t.;LIИ(.;Ka. t.;межноt.;ти. вершины ·ul). llоэтому 

верши.J:iе, 11оду'-iи.вшей 11ри. 11оиt.;ке в L'дуби.J:iу J:iOмep 4, нри 110иt.;ке 

в ширину нриt.;всtи.вс:\.етt.;я. номер 3. 

llерейдем тенерь к нодробному они.t.;сtнию ШП'Оритмов ноиt.;

ксt в L'дуби.ну и. ноиt.;ксt в шири.ну. 

!>сtt.;t..:мотри.м а.JП'оритм нои.t.;ксt в L'дуби.ну в неориенти.рова.н

ном l'ра.фе. Ну ,цем (.; '-!ИТё:\.ТЬ, '-!ТО l'pciф 3ё:\.Дё:\.Н (..;НИl.:Кс:\.МИ. (.;Межно

(.;ТИ. 1 t.;Обрсtнными. в мас:с:ив л·иdерuв. 

llpи. нои.t..:ке вершины t 'ра.фа. ну меру ютt.;я. в норя.дке их 11оt..:е

щени.л. Номер вершины ·и t 'pciфci, нри(..;вс:\.ивсtемый ей нри нои.(..;ке 

в L'дубиliу , обознсi'-iи.м V ['u] и. будем на.зыва.ть D-н.о.меро.м. 



317 

В процеt.:t.:е обхода будем tiаход11ть фупдамепта.л,r:.,пые ци

к.л,ы 1·рафа. llонлт11е фундс:1мента,.11ьно1·0 ц11кда 13 неор11ент11-
ровс:1нном 1·рс:1фе ввод11тt.:я t.:ледующ11м обраЗом. lly t.:ть в не

ор11ентиро13с:1ннuм l 'рё:tфе G = ( v7 Е) пpUИ313OJlЬHU ф11кt.:11рU13ё:1Н 
.М,UКС'/J,.М,U.Л,t>'Н.,ЬИi, UC'ffНJfj'Н.,bl'U .л,ес (t.:м. теорему 5.3). Ддл l:BЛ3HU1'0 

1·рс:1фс:1 это будет мс:1кt.:11ма,.11ьtiое ot.:TU13tIUe дере13о. Mtiuжet.:·1'130 

e1·u ребер uбuзнс:1'i11м 'Г. B t.:e ребрс:1 113 'Г наЗовем древеспыми1 
с:1 ребрс:1 11<.:xuднu1·u 1·рс:1фс:1 G, не принадJшжс:1щ11е 'Г, - обрат

ными. Так11м обраЗом, ф11к<.:11руя в 1'рафе G мак<.:11ма,.11ьtiыЙ 

оt.:то13ный деt.:, мы тем t.:амым ф11кt.:ируем раЗб11ен11е мнuжеt.:Т13ё:1 

e1·u ребер нс:1 пuдмнuжеt.:твс:1 древеt.:ных и обратных ребер . В t.:11-
ду мак<.:има,.1rы10<.:ги u<.:гuвtiuгu JШ<.:а любал пара вершин графа G, 

u u 

пр11tiаДJШЖё:\.Щ11Х однои 11 тои же KOMHOtietiтe t.:BЛ3HUL:T11, t.:оед11-

нена ценью, 13t.:e ребра которой л!3J1лютt.:л дре13еt.:ным11. Возьмем 

теперь 11pu11313UJ1ьнu д13е 13ерш11ны ·и 11 ·и, пр11надш~жащие одно и 

11 той же компоненте t.:вязнu<.:т11 1·рафа G. Пу<.:ть эти 13ершины 

t.:оединеtiы uбратtiым ребром. llо<.:кодьку UtI11 также <.:оед11tiены 
цtшью, t.:одержащей 11t.:кдю'i11тедьнu дре13еt.:ные ребра, то t.:уще

t.:т13ует ц11ю1, t.:одержащ11Й э 1·11 д13е 13ершины, 13 котором будет 
ед11нt.:гвеllное обратное ребро {п, ·и}. Любой цикд графа G, 
t.:одержащ11й только одно обратtiое ребро, tiаЗО13ем фундамен

та,.11ьным. 

Докажем, 'iTU не t.:ущеt.:т13ует д13УХ раЗди 'i
ных фуtiдаменгальных циклов, t.:uдержс:1щих 

oдtio 11 то же обратtiое ребро (p11t.:. 5.22). Дей
t.:тв11тедьtiо, еt.:дИ нрtЩНОJЮЖИТЬ прОТИ!:>llОе, то 

13U3никает ц11кд С, t.:одержащий д11шь дре13еt.:-

tIЬH~ ребра, 'iTU невuзмuжtiu. 
Рис. 5.22 

Итак, фикt.:11рул 13 l 'рафе макt.:ИМа..JlЬНЫЙ Ut.:TU13tIЫЙ деt.:, мы 

тем t.:амым фию.;ируем J:>3aИMtIU OДtIU3tia'itIUe t.:UOTJ:>eTt.:'l'l3Иe меж

ду мнuжеt.:Т13UМ обратных ребер и множеt.:твuм фу ндамента,.11ь

tIЫХ Ц11КJЮВ. 

0 дним И3 t.:HUt.:uбo1> нut.:тpuetIИЯ. мaкt.:ИMa..JlbtIOl 'O Ot.:TU13tIUl 'О 

деt.:а может t.:J1уж11ть нuиt.:к 13 l'дубиtiу. ИмetitIU нри ноиt.:ке 1> 

1·дуб11ну 1:>t.:лкuе ребро, но которому 113 текущей 1:>ершины мы 
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11011с\.да.ем в неотме'iенную ра.нее верши.ну 1 будет древес.:ным. 

Кс\.ждое ребро, не лвдя.ющеес.:я. древес.:ным, будет обрс\.тным. 

Мс\.КС.:И.Ма./lЬНЫЙ ОС.: 'l'ОВНЫЙ дес;, Нс\.ХОДИ.МЫЙ С.: llОМОЩЬЮ а./11 'ОрИ.ТМс\. 

нои.с.:ка. в 1'дуби.ну1 на.3ывс\.ют осmобnь~м Jl.ecoм поиска 6 

Z-Jl.yбuny и.ди. Z-Jl.убинпь~м остnобnь~м Jl.ecoм. 

Зс\.мети.м, 'iTO кдс\.с.:с.:и.фи.кс\.цю1 ребер зс:1,ви.с.:и.1' от ходс:1, рс:1,боты 
V V V 

а.111 'оритмс:1,, которыи онредедлетс.:л с;тс:1,ртовои верши.нои и рс\.с.:-

110Jюжени.ем верши.н в с.:ни.с.:кс\.х t.;межнос.:ти. . 

Тс:1,ки.м обра.3ом1 а.JП'Ори.тм 11ои.t.;кс:1, в !'дуби.ну в неори.ентиро

вс:1,нном t'рс:1,фе может быть и.r.;11одьзовс:1,н ддя. ВЫ 'iИ.(;JШни.я: мно

жеr.;твс:1, фундс:1,мента.11ьных циююв t'ра.фа., т.е. решени.л одной из 

Рис. 5.23 

Зс:1,До.,'i l 'JIOбa.ilЬHOl 'O о.,На./lИ.Зо.,. 

Отмети.м 'iTO не вt.;лки.Й мс:1,ю..:и.ма.11ьный 7 

0(.;ТОВНЫЙ Jie(.; может быть llOJiy'ieH t.; llОМО-

щью а.JН'Ори.тмс:1, 11ои.t.;кс:1, в !'дуби.ну. Нш1ри.

мер, ддя. t'рс:1,фс:1, 1 и.зобрс:1,женно1·0 нс:1, ри.r.;. 5.23
1 

V V V 

выдеденныи Мс:1,Кt.;ИМа./lЫIЫИ 0(.;ТОВНЫИ Jiet.; 

неJ1ьзл 11оду 'iи.ть нри. 11ои.с.:ке в l'дуби.ну , и.з 

кс:1,кой бы верши.ны мы J:ie нс:1,'iи.на.11и. 11ои.t.;к . 

Для. ор1'1::1,.1:iи.зс:1,ци.и. рс:1,боты а.1н·ори.тмс:1, 11ои.r.;кс:1, в 1·дуби..1:iу и.r.;-

11ольз уетt;..я. r.;11or.;oб хрс:1,.1:iения. дс:1,нных, на.3ьшс:1,емый стеком. 

Эдементы в с.:теке унорлдо'iива.ютr.;л в норлдке нос.:тушшнил. Н 

~.;тек можно добс:1,ВJнп·ь .1:iОвые эю~ме.1:i·1ъ1 и. из не1·0 можно и.ЗВJШ

кс:1,·1ъ элементы. llpи этом ДОt.;'1'у11ен тодько 110(.;Jшдний доба.ВJШ.1:i-
V 

ныи элемент - в ерш·ипа стпека1 'iем и опредмлетt.;л режим 

рс:1,боты t.;текс:1, (поL:Jrедним 11рише.11 - первым yшeJr). Обра.3.1:iО 

с;тек можно 11редt;'l'о.,ВИТЬ В виде (.;ТОНКИ To.,peJIOK. Из (;Т011КИ. 

можно взлть только верХtiЮЮ тс:1,релку И TOJlЬKO нс:1,верх можно 

добсtви.ть новую. Обы'iно ~.;тек реа.11изуетt.;л в виде r.;11иr.;кct . 

Н а./П'Оритме 11ои.t.;кс:1, в l'дуби.t1у и.с.:11ользуетс.:л с.:тек вершин. 

Мы будем t;'-!и.тсtть 7 'iTO и.з с.:текс:1, можно С.:'iитывсtть и.нформсtци.ю 
без изменеtlИЛ el'O t.;ОДерЖИ.МОl'О~ tlO В том 11орлдке1 В Ко.,КОМ 

ее у да.1rлди бы и.з t.;тека.. У кa.3a.HtlM 011ера.цил t.; '-!итывс\.tlи.л 

110tlёtДОби.тt.;Л НёtМ ДJ!Л llOИ.t;Kct фу ндс:1,меtlТа./lЬtlЫХ ЦИ.КJЮВ. 



Алгоритм поиска в глубину 

Вход. 1 ~раф G = ( V, Е) 7 3ада1t1tыЙ t,;11ю;ками t,;М(-;ЖНОt,;ти. 

Выход. Множ(-;t,;тва 'l'п~f:- др(-;В(-;t,;ных и Back обратных ре
бер t,;OOTBe'l T TB(-;liliOi MliOЖet,;TBO Fr;, фу li.ЦaMeliTШlЬliЫX ЦИКJЮВ7 
маt,;t,;ив 1) 7 t,;ОД(-;ржащий D-liOM(-;pa вершиli. 

О. Проt,;мотреть маt,;t,;ив лидеров и t,;формировать м1toжet,;'l'BO 

vl) В(-;рШИli l'рафа. Это МНОЖ(-;(.;ТВО И(.;11OJlЬ3уетt,;я: для: хранения: 
новых (1te обработа1t1tых ШП'Оритмом) верши1t. Н ходе работы 
шн ·оритма обработа1t1tЫ(-; верши1tы будут у дш1я.·1ъt,;я. 113 это~ ·о 

MliOЖet,;TBa. 

Н 11poцet,;t,;(-; работы шн·оритма для: каждой В(-;ршины ·и не

обходимо 3нать 7 какие вершины и3 ее t,;11иt,;ка t,;меж1tоt,;ти L{u] 
обработа1tы 1ta 11редыдущих ша1·ах работы шн·оритма. Для. 

ЭТОl'О формиру(-;Тt,;Я. Mat,;t,;ИB Lp ра3М(-;ра I Vl) 1, В КОТОРОМ храНЯ:Т
t,;}! liOM(-;pa 11ервых ещ(-; 1te обработа1t1tых шн ·оритмом В(-;рши1t 

t,;11иt,;ка t,;межноt,;ти L ·и] каждой вершины ·и. llepвoнa'iШlЬliO вt,;е 

элеме1tты маt,;t,;ива Lp 11ода1 ·ают рав1tыми 1. 
Стек вершин S'.L'ACK и t,;Ниt,;ок вершин фу1tдаме1tтш1ь1tо1·0 

цикла Cycle положить пуt,;гыми (S'.L'AC K = 0, C ycle = 0). 
М1tожеt,;тва 'Гrr::.f:- древеt,;ных ребер, Back обрат1tых ребер 

и Fr;, фу1tдаме1tТШlЬliЫХ ЦИКJЮВ llОJЮЖИТЬ 11у t,;тыми ( 'Гr·ее = 0, 

Bac:k = 0, }~ = 0). Ма-t,;t,;ив D-1tомеров 1) об1tудить. 

Зада-гь на-чшrыrую В(-;ршину длл поиt,;ка ('и = 'Ul)). ( Обычно 
это 11ервсLЛ верши.на- маt,;t,;и.ва ли.деров.) С'iет'iи.к D-номеров 

вершиli (;U'Unt llОJЮЖИТЬ pa-BliЫM 1 ( (;U'Unt = 1) . 
1. E(.;Jl.И. MliOЖ(-;(.;TBO vl) li(~ 11yt,;·1·O (Vl) -1- 0), 11ерейти lia, Ша,!' 2, 

еt,;ди и.1ta'ie - на- ша~· 8 (выход). 

2. ЕQ1и. t,;T(-;K нуt,;т (S'ГАСК = 0) и шн·ори.тм t,;та-ртует и3 

вершины 'Иl) (cu'unt = 1), то нерейти. шt шсt1' 3, еQ1и. и.1ta'ie, то 
выбра-ть И3 м1tожеt,;·1·ва- Vl) 11рои3воль1tу ю верши1tу , И3 которой 

поиt,;к в глуби.иу будет нродолжеи ('и = п, п Е= Vl)), и перейти исt 
Ша,l' 3. 

3. llомеt,;ти.ть текущую В(-;рши.ну ·и в t,;'l '(-;K STAC К. llри.

t,;воить вершиш~ ·и D-liOM(-;p (D [u] = cu'unt). Уведи.'iить t,;'ie 'l''iИK 
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D-tluмeµuв tla l ( c;u·unt = c;u·unt + l). У да.1111ть веµши.1:iу ·и и.з MtlU
жet.:твa Vo новых веµшиtl. llеµейти. на шаг 4. 

4. llµuвеµи.ть нu эдемеtп'у Lµ [·u], 'i'l'U tle дut.:1'И.l'tlY 'l' кutleц 
t.:ни.t.:ка t.:мeжtlut.:ти. L [·и] теку щей веµши.tlы ·и . Еt.:ди. в t.:ни.t.:ке 

t.:мeжtlut.:ти. еt.:ть еще tle uбµaбuтatltlыe веµши.tlы, нuду 'iи.ть и.з 
t.:ни.t.:ка t.:мeжtlut.:ти. U'ieµeдtlyю веµши.tlу ш, уведи.'iи.ть Lµ ['и] tla l 
и. неµейти. tlo., ШШ' 6. 

Еt.:ди. t.:ни.t.:uк t.:мeжtlut.:ти. L [·u] веµши.tlы и uбµaбuтatl нuдtlU
t.:тью, уда.11и.ть веµши.1:iу ·и и.з t.:тека STACK и. неµейти. tlo., шс:1.,1' 5. 

5. Еt.:ди. t.:тек ST А С К нуt.:т, ве v liY т ьt.:л tlo., ша1' 1, е (.;J1и. и.tla 'ie, 
то в ка'iеt.:тве текущеи веµши.tlы ·и взя.ть веµшиtlу, tlаходя.щуюt.:я. 

в веµшиtlе t.:тека, и пеµейти tla шаг 4. 
6. Е(.;J1и веµшиtlа ·ш tlOBcUI (ш Е: Vl)), то добавить µебµо {·и, ш} 

в MtlUЖet.:твu дµевеt.:tlых µебеµ 

t.:дедать веµшиtlу ·ш текущей ('и= ш) и веµtlуты;л tlo., ша1' 3. 
Еt.:дИ веµшиtlо., 'Ш tle tlОВё:1.,Л (ш ~ vl))' то неµейти tlё:I., Шё:1.,1' 7. 
7. Е(.;J1и µебµа {и, 'Ш} tleт t.:µеди дµевеt.:tlых ({и, 'Ш} ~ Ггее), 

номеt.:тить µебµо в t.:ниt.:ок обµатных µебеµ 

(Back = Back U { {и, ·ш}} ). 

lluмеt.:тить веµшину 'Ш в t.:ниt.:uк Cyr:lt:-. Читать t.:одеµжи

мое t.:тека S'l'ACK, на'iИНёUI t.: веµшины t.:·гека, до 110.лвденил 

веµшины ·ш и номещать в t.:ниt.:ок Cyc;lr::. (вю1ю'iсUI веµшину ш) , 

т.е. фuµмиµuвать фундамента.11ьtlыЙ цию1, t.:uuтветt.:твующи.й 

uбµа,тнuму µебµу {·и, ·ш }. 
Доба,ви.ть t.:ни.t.:ок Cyc;lr::. в мtlожеt.:твu фу1iдамеtlта.11ьtlых ци.

ююв Fr; 

Спиt.:uк Cyc;lr::. пuJюжить пуt.:тым (Cyclt:- = 0). 
HevliY 'l'Ь(.;Я. tlё:I., ШёЬl' 4. 
8. За.кон 'iи.ть µа.боту. 
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llу(;ть ддл ю:~ори.енти.µова1н101 'О 1 'рафа1 и.зображенно1 'О на 

ри.с 5.20, а, (;11.И.(;Ки. (.;Межно(.;ти. и.мею'г вид (5.1). При. вынолне

ни.и. 110.и.(;ка в l'дуби.ну выдеденньш ребра лw1лю·1тя. древе(;ными.1 
Оt;та.11ьные - обрат•fiыми. Около каждой верши.11ы указан при.

(.;Воен11ый ей V-11омер. Фундаме11та.11ьные ци.кды - в норя.дке 

их liахожденил - таковы; ·u1 1 'И'l, 1 ·u4 1 ·u3 1 'И1 и ·uo, ·u1 1 'И'l, 7 ·u4 1 ·u3 1 'Ио. 

Пои.t;к в 1'дуби.11у в 11еоµи.е11ти.рованном 1 ·рафе мож110 и.t;нодь

зовать и. ддя. нахожде11и.л 'i.И.l;да е1'0 ком11011ент . О'iеви.дно1 'iTO 
V 

это 'i.И.(;JIO рав110 'i.И.t;ду 011у (.;Тошен.и.и (;Тtжа от на'iа.11а до конца 

110.и.(.;ка в l'дуби.ну. Ре1'ю;три.рул у да.11лемые и.з t;тека верши.ны1 
можно пОt;JШ O'iepeдlioгo его опуt;тошенил µаt;пе'iа.тать номера. 

V 

верши.н, 11ри.11адJшжащи.х да11нои ком11оне11те. 

tl ори.енти.рова11ном 1'рафе 110.и.t;к в l'дуби.ну реа.11.и.зуетt;я. во 

м11огом а.на.1юги'i110 110.и.L:ку в глуби.11у в 11еорие11тирова1111ом гра.

фе. tl этом t;J1y 'iae возни.кает О(;тов11ый ори.енти.рова1111ый JШt; 

110.И.(.;Кё:1., В l'дубину, ДУ1'И которОl'О - это В ТО'iНО(.;ТИ те ду-

1'.И., 110 которым в нроцеt;(;е работы а.111'ори.тма 11ереходлт от 

О'iередной верши.11ы к но1юй1 еще не отме'iенной верши.11е. Мож-
V V 

но ноказать, 'iTO это макt;И.Ма.llЬliЫИ Оt;ТОВНЫИ JШ(.; И.(;XOДliOl'O 

гра.фа. 

С,11,аб ымn кuмnune'Нtrnaм'u это1 'О l 'J1уби.нно1 'о Оt;товно1 'о JШL:a 

будут некотоµые up·ue'Нtmnpuвaю-1,,ыe dерr;в(:}л,; ноэтому , и.t;нодь

зуем;ш да.11ее теµминодОl'ИЯ и.з теоµи.и деревьев отно(.;ИТ(.;Л к 

той и.ди. и.ной t;J1абой комноненте 1'дуби.нно1'0 Оt;товно1'0 JШt;a. tl 
ориенти.рова.нном l'рафе верши.на.м также 11риt;ваива.ют(;Л V-но

мера. Но кдаl;t;и.фи.каци.л ду1' 11ри. 110.и.(.;ке в l'дуби.ну в ори.енти.ро

ва.нном l'ра.фе t;JIOжнee 110 t;µавнени.ю t; ана.1101'.и. 'iНОЙ кда.Lтифика

ци.ей ребеµ нри. 110.и.(;ке в l'дуби.ну в неори.енти.µованном 1'µафе. 

Разд.и. 'iсt.ют 'iетыре кдсt.(;(;а ду1'; 

1) древеспые ду-ги - каждая. такал dуё-а вedern от uт;ца к 

сы'Нtу в l'дубиш:1ом 0(.;ТОвном JШ(;у; 

2) nр.я.мые ду-ги - каждая. такал ду1·а ведет от nud,11,·u'Нt'НtUё-U 

преdка к nud,11,·u'Нt'Нtuмy r1,mriuмкy (но не от отца к (;ыну) в ~·дубин

ном 0(.;ТОВНОМ деt.:у; 
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3) обраrппы,е ду~·и, - uт пuтuмкuв к предкам (вкдЮ'-iё:!Ji вt.: 

lШТди.); 

4) nonepe'Чtnыe ду~и - все ду1'и., lie лв.11.я.ющи.есл liи. др{: 

веt.:ными, ни прямыми., ни. uбра.тными. 

Следuва.тедьliu, в результа.те ра.бuты а,.,111'Uри.тма. будут 110 
дy'-ieliы мliuжества. 'Гп::е - древеt.:liых. ,цу1·, Buck - uбра.тliы. 

ду1' , Pur·шur·d - нрлмых. ду1' , С - 11u11epe'-iliЫX. ду1' и. ма.t.:си.в 1J 
t.:uдержа.щи.й D-liuмepa. верши.и. 

Н нрuцессе ра.бuты а,.,111·uри.тма. нu l:ра.вliени.ю t.: а,.,111'UритмuJ1 

нuи.t.:ка. в 1·дуби.1iу в lieupи.eliти.puвa.liliUM 1·ра.фе и.меетt.:н ря.1 
o t.:oбeliliOcтeй. Та.к, если. O'-iepeдliм верши.liа. ·ш 1 изв.11e'-ieliliM и 

сни.t.:ка. смежliut.:ти. теку щей верши.liы 'И 1 liОва.л, т .е . ·ш Е: Vu, т1 

дуга. ('и , 'Ш) явдяегся цревеснuй. Сдедуег дuба.ви.гь цугу ('и , ·ш 

в мliожество древесliых. ду1' ( 'Ргее = 'Ргее U {( ·и, ш)}) 1 l:деда.т. 

вершиliу ш текущей ('и = ш) и lia.'-ia.'l'Ь ее обра.ботку. 

Есди. верши.liа. 'Ш lie liОва.л (ш ~ Vu), то ду1'а. ('и, ш) будет ди.б 1 

прямuй, либu uбра.тнuй, Jrибu пuпере'Iнuй. 

Если. D-номер вершины ·и стрОl'О меньше D-номера. вершин~: 

'Ш (D [·и] < D[ш] ), тu дУI'а. ('и , ш) я.вдне 1тл нря.мuй. Дuба.вднем ее . 
множеt.:тво нрямых. дуг Fur"wur·d ( Fuг·wur·d = Fuгwar·d U { ('и, ·ш) }) 

Если. D-номер вершины ·и не меньше D-lioмepa. верши.ны ·1., 

(D ['u] ~ D[ш]) , liеобх.оди.мо нровери.ть, есть ди. в t.:теке S'l'AC } 
верши.liа. ·ш. EL:Jrи. верши.liа. ·ш liа.х.uди.тся. в стеке, то дУI'а. ('и, 'Ш 

яв.11.я.етt.:я обра.тной и ее сш~дует доба.ви·1ъ в МliОжесп~о обра.тны: 

ду1' Back (Buck =BuckU{ ('u, ш) }) . EL:Jrи. верши.liы 'Ш в t.:тек 
нег, то дуга. является пuнере'-tнuй. Тuгда. нужнu дuба.вит. 

ее в множеt.:тво 11011epe'-iliыx. дуг С ( С = С U { ('и, ш)}). Да,.,1ш 
u u 

L:Jreдyeт нереити. к ра.ссмuтреliи.ю U'-iepeдliuИ верши.liы и.3 сни.ск 

t.:межнuсги текущей вершины ( есди uн не пуt.:т) . 

Если. стек 11y t.:·1', но не вt.:е вершины ориентирова.liНОl'О 1'ра 

фа. обра.бота.liы, нои.L:к нрододжа.ют и.з J1юбой Ш:~oбpa.бoтa.liliOJ 

верши.liы. 

В t.:дy'-ia.e opиeliтиpoвa.litlOl 'O 1 'ра.фа. но иск коtlту ров lia. ба.3 

ноиt.:ка. в 1'дубиliу t.:yщet.:твeliliO CJIOжliee, '-iем в сду'-iа.е 1-lеориеи 

ти.poвa.liliOI'O 1'ра.фа. , и. здеl:ь Oli lie ра.t.:t.:ма.три.ва.ется. . Oдlia.K1 



5.5. МетИАЫ uбxUAct нершин 

можно дою:1зать Q1tщующи:й: кµитери:й: беlжонтуµнос.;ти ориен

тиµованно1 'О 1 'µафа; оµиентиµованны:Й: 1 'µаф ЛВJIЯ.е'1тл бес.;кон

ту рным ТОl'да И TOJlЬKO TOl'дai КОl'да нри ноис.;ке В !'дубину от 

некотоµо:й: на'iа-11ьно:Й: вершины множе<.;тво обратных ду 1' ока

зывает<.;л нус.;тым. 

Заметим также, 'iTO ДJIЯ. оµиентиµованно1'0 1-µафа нет такой 
V V 

нрос.;тои (;влзи между 'iИt;JIOM 011ус.;·1'ошении (;тека и 'iИ(;JIOM 

ком11онен·1' , как ддл неоµиентиµованно1'О 1'µафа. 

На базе а-111-оµитма ноиLжа в !'дубину может быть µазµаботан 

эффективный: а-111'оµитм нои<.;ка 6'икимrи1ненrп в оµиентиµован

ном 1-µафе. Однако зде(;ь мы не будем О(;'l'анавдива'l'Ь(;Н. на 

зада'iе llOИ(;Ka бикомнонент, так как эта зада'iа обt.:уждает(;л 

в рамках общей: зада'iи о нутлх в 1-µафах (t;м. 5.6). 
Можно показать1 '!ТО а-11гоµи:тм поис.;ка в гдубину имеет 

Qюжнос.;ть ноµлдка rнax( I V li IЬ' I ). 

Пример 5. 7. llµоведем llOИ(;K в ~·дубину на. оµи.ентиµо

вс:1,нном 1·µафе, 11µед(;таш1еном на µис 5.24. llои<.;к на'iнем из 

вершины 'Vu. llу (;ть (;НИ(;КИ (;межно<.;ти вершин имеют <.;дедую-
V 

щии вид; 

'Uu --+ ('и~, 'И3, 'И1), 'И1 --+ ('u3), 'И~ --+ (u4, 'И3), 

'И3 • ('u4), ·u4 • ('и1) 1 'Uf) • ('u1), (5.2) 

'Ио --+ ('И3, 'U5), 'U7 --+ ('u5, 'Ио). 

Рез у дьтс:1,ты вынодненил 11ои<.;кс1, в 1 ·дубину нµед (;ТаВJ1ены на. 
ри<.;унке; окодо каждой вершины указан ее D-номер, В(;е дре-

8 

С 4 

Рис. 5.24 
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вес.;ные ду 1 'и. выдедены более толс.;тыми. с.;тµелками., а 11µлмые1 
обµатные и. 11O11еµеч.liые 11омеч.ены буквами. F, Н, С соответ
с.;твенliо. 

lleµвoe O11ус.;тошение с.;тека 11µоисходит 11осле обµаботки 11еµ

вых 11лти веµшин (в 11оµлдке обхода); 'Иl), 'И'l, 1 ·u4, ·и~ , ·u1. 
llocJШ O11устошенил ноис.;к 11µодоJ1жаетс.;л из веµшины ·u7 1 ко

тоµой 11µисваиваетсл D-номеµ 6. (На11омним, ч.то в 11µиведен

ном выше шп'оµи.тме 11OCJ1e O11устошенил стека длл 11µодолженил 
11ои.ска выби.µаетс.;л любал и.з необµаботанных веµши.н.) # 

Н ОТJ!И ч.и.е от i-.t.111 '0l)И.TMa 11ои.ска В l 'ду би.liу, i-.t.111 'Оl)ИТМ 110И.(.;

ка в шиµину и.с.;11OJ1ьзует не стек, а u·ч,,ередD веµшин. Мы дадим 

здес.;ь ваµи.ант 11ои.ска в шиµи.ну, ко1'да, нач.и.нал нои.ск в неко-
V V 

тоµои на'iш1ьнои веµши.liе 'Иl), мы ос.;танавливаемсл нµи неµвом 

же O11устошени.и. оч.еµеди.. Это знач.и.т, ч.то некотоµые и.з веr

ши.н мо1'ут остаться неотмеч.енными. Таким обµа.Зом может 

быть µешена зада'iа µасш.>знаванил дос.;ти.жимости от заданной 

веµшины. Мы совместим также 11оиск в шиµину с вы 'iИСдени

ем длины кµат'iаЙшеl'О 11ути от 'Ul) до любой веµшины l'l)aфa . 
.о у дем 11µед11ода1 'ать1 'iTO веµшины 1 'µафа нµону меµованы без 
11ро11усков 'iислами от О до N; V = { ·ui; i = 01 N}. 

llои.ск в шири.ну µассматри.ваем только для оµи.енти.µован

но1'О 1 'рафа. 

Алгоритм поиска в ширину 

в ориентированном графе 

Вход. Гµаф G = ( V1 Е), заданliыЙ с.;писками. смежности; 

'Ul) - на'iаJ1ьная. вершина ( не обязательно нервый элемент мас.;
с.;ива лидеµов) . 

Выход. Мас.;с.;и.в М меток верши.н, l'де каждал метка равна 

дли.не нут и. от 'Иl) до ·и. 

О. Оч:еµедь Q положить пустой (Q = 0). Вс.;е вершины поме
тить как недос.;1'ижимьш из веµшины 'Иl), 11µисваивал элементам 

мас.;сива м- знач.ение +:)() (М[щ] = +:)(), i = 1, N). 
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Стартовую верши.ну 'Vu 11омети.ть номером U1 т.е. дди.ну 11ути. 

от t;тартовой вершины 'Vu до с;амой с;ебл 110Jюжи.ть равной U 
(М ['vu] = U) . llомес;ти.ть верши.ну 'Vu в О'iередь Q. llерейти. на 

Шаl' 1. 

1. Ес;J1и. О'iередь Q не 11ус;'1'а (Q -f:::. 0), то и.з " 1'ОJювы ;' О'iереди. 

и.звде'iь ( t; удадением и.з О'iеrеди.) веvшину ·и и 11еrейти на ша1' 2. 
Ес;J1и оч.еrедь 11уета, неvейти. на ша1· 3. 

2. Ес;J1и. t;ни.t;ок с;межноt;ти. L ( ·и) вершины ·и 11у с;т, вернутьt;л 

на ша~· 1. 

Ес;J1и. с;11ис;ок с;межнос;ти L ('U,) веvши.ны 'U не 11ус;т 1 ддл каждой 
веvши.ны 'Ш и.з с;ни.t;ю:t с;межноt;ти1 1'де М['шj = +:JQ1 т.е . веvши.ны1 

V 

которую еще не llОt;ещади., llОJЮЖИ.ТЬ дди.ну 11ути. И.3 (;'l'а.ртовои 

вершины 'Vu до вершины ·ш р1.:tвнои ддине 11ути от ·vu до вершины 
'U 11дюс; одна ду1'а (М ['Ш] = М ['и]+ 1), т.е. отметить веvши.ну ·ш и. 

11омес;ти.ть ее в оч.еrедь Q. lloc;дe lll)Ot;мoтva вс;ех веvши.н с;ни.с;ка 

с;межнос;ти. L ('u) вернутьсн. на ша1' 1. 

3. Раt;11еL1атать мас;с;и.в М. Законч.ить работу. 

Ад1'Оl)и.тм 11ои.t;ка в шири.ну может быть доноднен 11роцеду

рой "обратно1'О хода\ 011редедя.ющей номера веvши.н, дежащи.х 

на кратч.айшем 11ути. и.з вершины 'Vu в данную верши.ну 'U. Ддн. 

это1·0 необходимо завес;ги. мас;t;ив Р R размера I V 1, каждый ЭJШ

менг р R['Ш] КОГОl)ОГО с;одеvжи.т номеv той веvши.ны, И.3 KO'I'Ol)OЙ 

был ос;у щес;твлен неvеход в веvши.ну 'Ш нvи ее 11ометке. 

Ес;J1и. верши.на 'Ш находи.тt;я. в t;ни.t;ке t;межнОt;'l'И. L ('и) вер
шины 'U, занодш:~ни.е эдемента маt;с;и.ва Р R['Ш] нрои.t;ходи.т 11ри. 

и.зменени.и. метки. вершины 'Ш М ['ш] t; + :JQ на еди.ни.цу . llpи. этом 

в эдементе Р R['Ш] с;охраня.етt;я. номер вершины 'U (Р R['Ш] = ·и). 

Ддн. на'iш1ьной вершины Р R['vu] можно 110Jюжи.ть равным U, в 
пvедположении1 ч:го lla.'-laJrьнaл веvшина 'Vu имеет номеr U и 
ос;гш1ьные вершины 11рону мерованы от 1 до N. 

()дожнос;ть раt;t;мотренно1'О ШН'Ори.тм1.:t 11ои.t;ка в шири.ну , 

и.звес;тно1 'О 110,ц названием 
11 
Ад1 'Ори.тм водново1 'О фронта ;, , с;о

с;тавдлет О(rнах (1 VI, IEI) ). 
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Пример 5.8. На IJИL:. 5.25 дali 111->имеIJ IJа..боты c1.JH'OIJИ.'1·мa 

J:IOJlliOJ:Юl'U фpUliTa.. (нри. llUИ.L:Ke из верШИ.liЫ ·ио) ДJl.Н upиeliти.pu

Ba..liliUl'O 1'рафа.1 изuбpa.жeliliOl'U lia.. риL:. 5.24. СниL:ки L:межliоL:ти 
opиeliти.poвaliliOl'U 1·рафа имеют вид (5.2). 

1 

Рис. 5.25 

Окодо каждои вершиliы щ ноL:тавдеliа метка. М [щ] 7 кото
рую нuду 'iа..ет верши.liа нри. нои.L:ке в ши.риliу. ВыдеJШliЫ ду l'И, 

(;0(;Та.,&/1ЛЮЩИ.е кра.Т'iа..Иши.е нути. из верШИ.liЫ 'Ul) В Ol:Tcl.JlЬliЬШ. 

Отметим, 'iTU верши.liы ·u5, ·u0 , и. ·u7 lie дuL:ти.жи.мы из ·ио и. и.х 

lia..'icl.JIЬliыe метки. +СХ) UL:Tcl.JlИ(;Ь без изменеliюl. При pa.(;(;MUтpeн

liOM ходе cl.JH ·о ритма. ма.L:L:ив Р R будет (;Одержа.ть (.;Jiедующие 
liOмepa верши.li; Р R [·uo] = О, Р R ['u1] = О, Р R [·ui] = О, Р 1Ци~] = О, 
Р R[·u4] = 2. Ддл O(;Tcl.JIЬliЫX вершиli (;ООтвет(;твующие Зlia.'ietlил 
lie uнреде/ШliЫ7 llO(;KOJlЬKY UliИ. lie 1' llUL:eЩcl.JlИ.l:Ь ._. 

И(;llUJlЬЗyн. Мё:1.,(;(;ИВ р ft 7 BU(;(;'l'a.liUBИ.M Кl-)а..Т'iа.Йши.Й нуть ИЗ 

вершины ·ио в вершину 'U4. llоL:кольку Р R[·u4j = 21 а. Р R[·ui] = 01 
u 

И.lЖОМЫИ нуть еL:ть 'Ul) 7 ·и~, 'U4. 

5.6. Задача о путях во взвешенных 
ориентированных графах 

Среди За.Да.LI а.нс1.J1изс:1., up·ur:;nтn·upuf:>annыx ёрафиf:> ве(;ЬМа. вс:1.,ж

liЫ (.;JШДУ ющи.е За.Да.'iИ. 

l. Вы 'iИ.(.;Jieliиe ддл Зa.Дa..liliOl'O opиeliти.poвaliliOl 'O 1 ·рафа е1 ·о 
мсиnр'и·цы duc:тn'uж·uмuc:m;u. Эту зада'iу будем liазывать зада

'Ч,ей 110L:троеliи.я трапзитивпо-го замыкапи.я ориептиро-
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ваппо~о ~рафа. Тс:\.кое tiс:\.ЗВс:\.ни.е t.:.влзс:\.но t.: тем1 'iTO мс:\.три.цу 
ДОL:ТИ.ЖИ.МОL:'l'И. МОЖНО pc:\.t.:L:Mc:\.TpИ.Ba,'l'Ь Ка.К Ма.трицу rпран,;л;,rпщз

'Н,(Jё,(J и peфJ1.,eKG'U.,fЗHUou -замыкан·ия б'U.,н,арнuоu urпнuше·Н,'U.,Я нenu

c;peckrnf>eннuu duc:rn·uж·uмuc;rn·u в opи.etiти.poвc:\.titiOM l'ра.фе. 

2. Hы'iиt.:.11etiи.e нu.именьших ра.t.:t.:толtiи.Й между вt.:еми. нu.ра.ми 

f>ерш·ин в ориентирова.1п1ом гро..фе. Эту Зо..До..'iу будем Нс:\.ЗЬIВс:\.ТЬ 

зада·Ч,ей, о кратч,айш·их расстояпиях. 

Зa.J.\a.'iy о кро..т'iu.Йших рu.t.:t.:толниях можно t.:форму лировu.ть 

Тс:\.К. llyt.:ть 3o..Дo..ti fЗЗfЗt;'Шенный uр·иенrп·ириf>анный ораф и. 11уt.:ть 

и.з .верши.tiы ·и duc:m'UЖ'Uмa .верши.на. 'Ш . Фи.кt.:и.руем кu.кой-ли.бо 

путr1,1> 8 1 ведущий и.з ·и в 'Ш. Расстояпие.м от верши.tiы ·и до 

вершиtiы ·ш no nym·u S нu.зывсtют t.:умму меток дУI' 1 входящи.х в 
V 

этот 11уть1 с:\, tiс:\.И.МеtiЬШИ.М - МИ.НИМа./lЬtiОе из pa.t.:L:TOЛtiИ.И между 

верши.tiа.МИ. 'И И. 'Ш Ш) вt.:ем В03МОЖtiЫМ нутя.м. 

Отметим1 'iTO 3а.До..'iа. о кро..т'iо..Йших рс:\.t.:t.:толнилх не вt.:егдсt 

имеет решение. На.11ри.мер1 e t.:.1rи. в opиetiT'Иpoвa.HtiOM гра.фе еt.:т·ь 
V V 

nernJ1.,Я1 метке:\. которои - отрица.теJrьное 'iИL:JI0 1 то по этои петJш 

MOЖtiO проходить L:KOJIЬKO угодно рu.з и. тем L:a.MЬIM умеtlЬШа.ТЬ 

t.:умму меток ду1' 11ути1 .вкдю'iа.юще1'О эту 11етлю 1 до любо1'О 
Ho..llepeд 3с:\.До..ННО1'0 3Ha.'ietiИЯ.. 

3. llepe'iи.t.:JШtiШ:~ вt.:ех нутей между двумя: нрои.звольн.ыми. 

вершина.ми. Эту зu.до..'iу будем нс:\.Зывсtть зада'Чtей о nepe'Ч,U

CJ1,en·uu путей. llpи. ее решен.и.и требуетt.:я. для шuбой зсtда.нной 

lla.pы верши.ti 'U И. 'U opи.etiTИ.pOBc:\.titiOl 'O l 'ра.фа. 11оду 'iИ. l'Ь вt.:е ну ТИ.7 

ДJ!Я. которых 'U Я.ВJlЯ.етt.:я. tici'ia./IOM7 а, 'И - KOtiЦOM. 

Ht.:e у кu.зсtн.н.ьш зсtда.'iи. (нере'iи.t.:Jшн.н.ьш в норлдке .возра.t.:тсt

нил L:JIOЖtiot.:ти) можно решить в ра.МКс:\.Х единого нодходс:\.7 t.:уть 
которо1 'О t.:води.тt.:я. к t.:деду ющему . 

1-'u.н.ее мы в.веди. нон.лти.е .вз.вешен.н.01 'О н.еори.ен.ти.ровu.н.н.01 'О 

( ориен.тирова.НtiОГО) гра.фо.. и. метки. ребер (дуг) онредt',JIИди. ксtк 
'iИ.t.:.11a.1 поt.:тсt.вдеtiные в t.:оответс.;т.ви.е ребру (ду 1 'е). Обобщим 

это понлти.е ддл ори.ентировсtн.ного грсtфсt. 

Определение 5.13. Взвешеппь~.м (и.ди. раз.м,е'Ч,еппы.м) 

ориентироваппы.м, ~рафо.м, tiа.Зы.вс1.,ю·1· 111::1.,ру W = ( G 1 'Р) 1 ~·де 
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G = ( V, Е) - uбы 'itlЫЙ upи.~tl'1·и.puвa.tltlЫЙ l'ра.ф, а. rp; Е • R, -

весовая фупкц'ия (и.ди. фупкция раз.м.еmк'и) (.;U 3liа.'itши.лми. 

в li~кuтupuм 'Uдемпurrн~нтнuм nuJl,yr,;u.rtD 'Цe R, = ( R, +, ·, О, 1), 
11ри.'i~м (Ve Е= E)(rp(e) -:1 О). 

Мы будем в этuм (.;JlY 'ia.e та.кже 1 'Uвuри.ть, 'iTU upи.etlти.puвa.tl
tlЫЙ 1'рсtф ра.3меL1ен нсtд и.демнuтеtlтным нодукодьцом R. qct(.;TO 
ноду кодьцu R, я.ВJ1я.ет(.;я. замr,;нуrпым, хuтя. это ·1'ребuва.liи.е liеобл-

3сtтедьно. .оу дем, одна.ко, ве3де в этом 11ункте 11ред11OJ1а.1'а.ть, 

'iTU R, - nuJl,yr,;uл,1:.,цu с; 'Urnера'Ц'ией. 

llу(.;ть вершины ориенти.рова.нного l'pctфct ксtки.м-дибо обра-

3ом нронумерованы. '1'01'да в3вешеliliЫЙ uри.ентирuванный l'раф 

может быть 3сtдан матри.цей А, ЭJ1емент которой Uij paвetl 3Hct
'ietlи.IO rp((i, j)) ве(.;ОВОЙ фуtiКЦИ.И. liёt ду1'е (i, j), e(.;JIИ. И.3 верШИ.tlЫ 
. . 
i ведет ду1'а в верши.ну J, и.ди нуJ1,ю 'nuл,y'KUJ/,D'Цa в нроти.вном (.;ду-

'iа.е. Эту ма.три.цу будем на3ывать матрицей меток ду-г. 

Ока.3ывае'l'(.;Л 1 'iTO вы 'iИ.(.;JШни.е ·urnepa'Ц'U'U А* матри.цы А дает 

решеtlи.е В(.;ех (.;форму ди.рова.нtlых выше 3а.Да.'i 1 е(.;J1и. ддя. каждой 

3ctд;ct'iи выбирсtть (.;ООтвет(.;твующее 11олукоJ1ьцо. А именно в (.;J1y
'ia.e нодукuдьца. В (t.:м. нример 3.2) ноду'iаем решение зада'iи о 
трсtНЗИТИВtlОМ За.мыксtнии, В (.;JIY'icte llОдукольца. R, + ( (.;М. 11ри
мер 3.1) - решение За.Да.'iИ о крат'iаЙших pat.:t.:TUЛliилx* . 

.о у дем liа.3ывать За.Да.'iу вы 'iИ(.;JШНИЛ мсt.трицы А* д,дл ориен

тированtlОl 'О 1 'рафа, pa.3Me'--leHH01 '0 tlc\.Д нрОИЗВОJlЬtlЫМ llOJiy КОJIЬ

цом t.: итера.циеи, в 'i.сtt.:тноt.:ти на.д замr,;нутым nuJl,yr,;ил,Dцuм, 

общей зада'Ч,ей о путях во взвешенных ориентироваtlных 

I'рафах. 

13 т·сtкой общно(.;ТИ нодходсt., когд;а множе(.;т·во, Ka.3aJIO(.;Ь бы, 

не t.:влзаliных дРУI' t.: дРУI'ОМ 3а.Да.'i решсt.ет(.;л единым а.111'орит

мом1 п наt.:траи.ваемым ;· нсt ра.3ные задсtL1и выбором (.;ООтвет(.;тву

юще1'О идeм11oтetlTtlOl'O 11одукодьца. (т.е. pa.3tiыx обда.(.;тей Зtlа.

'iений ве(.;оtюЙ функции), (.;Оt.:тоит неt.:омненtlое 11реимуще(.;тво 

" () м~TUl\~ р~ш~нюi тр~тwй: и3 L:фuрмулирuвс1.нных выш~ зс1,.цс1,ч: L:M. 

3ctl\ctч:y 7 .3б . 



а.б<..:тра.ктно-&111'ебра.и'--iеl:КОL'О нодхода. к решению та.ких За.Да.'--1 

на. L'рафах. 

f->а.<..:<..:мотрим тенерь решение общей За.Да.'--iи о нутлх для. 

нроизводЬНОL 'О замкнуто~ 'О ноду КОJlЬЦёl, R. 
Метка nymu1 ведуще1'О из вершины 'Иi в вершину 'Иj, еt.:ть 

npQ·u,;лзedeн·ue в rwлуr,;Qдь ·це R, меток входлщих в нуть дуг в 

нор.я.дке их (;JШДОВа.ния. (для. нути ненулевой d,л/uны) и е<..:ть 1 
( еdщ-t,·и·ца nQдуr,;Qл,ь ·ца R,) дюr ну ти ну левой длины. 

Стаи.маст-ь nрахаждепия из вершины 'Иi в вершину 'Uj 

(или между i-й и j-й вершина.ми) - это сумма в пuлукu1~ь·це R, 

меток вt.:ех нутеи, ведущих из вершины 'Иi в вершину 'Иj. 

За.метим, '--iTO <..:умма., онредедлюща.л t.:тоимо<..:ть нрохожде

нил, вообще L'Овор.я., еt.:ть бескuне·ч,1-1.,а,}(, сумма за.мкнутОL'О но

ду кодьца., т .е. rrw·ч,1--ta,}(, r::, ерХН,Я,,Я, ё-рапь <..:оответс.;тв у ющеи nucдe

duв arneльnucrn'U меток. Это с.;влза.но <..: тем, '--iTO множес.;тво вс.;ех 
нутей, ведущих из одной вершины L'ра.фа. в дру1'ую, в общем L:J1y
'--ia.e бес.;коне'--iно (но, как можно доказа.ть, не бодее '--lем <..:'--iетно). 

AнwIOL'И'--iHO можно 011редедить t.:тои.мо<..:ть 11рохожденил из 

вершины в вершину по ка.кому-дибо множе<..:тву нутей. Отме-
u 

тим, '--iTO ес.;ди с.;тоимос.;ть прохожденил между па.рои вершин по 
ка.кому-либо множе<..:тву 11утей ра.вна. О, то это озна.'--iа.ет, '--iTO не 

u 

<..:у ще<..:твует 11ути, нрина.ддежа.ще1'0 да.нному множе<..:тву нутеи, 
u u 

ведущеL'О из нервои вершины ра.<..:<..:ма.трива.емои нары во вторую 

вершину. 

Ма.трица. меток ду1' лвдлетс.;л эдементом пuдуr,;uдь·ца мarnp'U'Ur 

nad пuлуr,;Qдь ·цuм R. Н этом 11оду кодьце онредедены онера.ции 
L:Jюженил и у множенил ма.триц1 а. та.кже возведение ма.трицы в 

неотрица.тедьную t.:те11ень. Докажем <..:ш:щующее у ·1,верждение. 

Лемма 5.1. Эшjмент aiY матрицы А', l ~ О, ра.вен t.:тоимо
<..:ти нрохожденил из вершины 'Иi в вершину 'Uj 110 в<..:ем 11утлм 

ДJIИНЫ l. 

• Доказатедь<..:тво 11роведем индукцией 110 l. При l = О утвер
ждение О'--iевидно, так ка.к А()= Е, 1'де Е - едини'--iНМ ма.трица., 



5. 1'1:JUJ->ИH l 'J->AФUH 

которс:1,л будет мс:1,три.цей (.;Тои.моlти. 11рохожден.и.я. 110 В(.;ем нутлм 
ДJlИ.tlЫ U. 

llpи. l = 1 утвержден.и.е ·1·с:1,кже О'iеви.дн.о. Дс1J1ее, 

Со1'дс:1,с..;н.о 11ред11оложен.и.ю и.н.дукции., элемен.т иi~-l) рс:1,вен. с..;тои
МО(.;ТИ 11рохожден.ия. и3 вершины щ в верши.ну 'Vft 110 В(.;ем 11утлм 

дди.н.ы l - 1. Мн.оже(.;тво вt,;ех 11утей дди.н.ы l и.3 верши.н.ы 'Иi в вер

ши.ну ·ui, 11роходя.щи.х 'iepe3 фи.к(.;и.ровс:1,нную k-ю верши.ну тс:1,к , 

'iTO верши.н.с:1, ·u1,; (.;вл3с:1,н_с:1, ду1·ой (.; вершин.ой ·ui ('u1,; • -uj ,) обрс1.,-

3уетt,;л ну тем нриt,;оединени.л ду1·и ('u1,;, 'Иj) к кс1.,ждому И3 11утей, 

Рю;. 5.26 

ведущих И3 ·щ в ·u1,; и и:меющи.х ддину l - 1. 
Тогда видно, 'iTO нс1.,11и.(.;с1.,нное выше вырс1.,

жени.е ддя. эдементс:1, иiУ дс:1,ет t,;тои.моt,;ть 
нрохожденил И.3 вершины 'Иi в вершину 'Иj 

110 вt,;ем 11утлм дли.н.ы l (рис.;. 5.20). • 
Тс:1,к кс1.,к (.;ТОИ.МО(.;ТЬ 11рохожден.и.л между 11с1.,рой вершин. (щ, 'Vj) 

V V 

рс:1,вн.с1., (.;умме меток вс..;ех нутеи, ведущих и3 нервои вершин.ы во 

вторую, с1., ука3с1.,н.н.ую (.;умму можн.о можн.о 11оду'iи.ть, (.;уммируя 

110(.;JleДOBё:1,TeJlbtlO метки. 11утей ДдИ.tlЫ u, ДдИ.tlЫ 1, ДдИ.tlЫ 2 и. т.д., 

то мс:1,1·ри.цс:1, t,;тои.мос..;тей в3вешен.н.01·0 ори.ен.ти.ровс:1,н.н.01·0 1·рс1.,фс:1, (.; 
у 'iетом дока3с:1,нн.ой J~еммы 5.1 может быть 11ред(.;·1·с:1,шшнс:1, в виде 

с = Au + А1 + Ai + ... + An + ... = z:=лп = А*. 
n~U 

До t,;и.х нор мы рс:1,(.;(.;мс1.,·1·ри.вс1J1и. мс1.,·1·ри.цы шtд 3с1.,мкн.утым 

нолукольцом. Одн.ако, е(.;ди эдемен.ты матрицы А нрин.адлежат 

н.екоторому 11одукодьцу (.; итерацией1 и3 теоремы 3.9 (.;J~едует, 

Lrтo и. вс..;е ЭJ1емен.ты матрицы с..;тои.мо(.;тей С= A'i' О(.;'1'с1.,ну ·1тл в 

этом же 11одукодьце. 'l'с1.,ки.м обра3ом1 11оду'iен.н.ые ре3удьтс:1,·1·ы 
V 

можно ш~рен.е(.;'l'И. Нё:1, 11рОИ.3ВОдьное llOдy КОJIЬЦО (.; и.терс1.,ци.еи . 
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Теорема 5.4. Мсtтрицсt с.;тоимос.тей ориеt1тировсtt1t101'0 1'pct

фct G, pi:t3мe'iet1t101'0 lii:t.Ц нодукодьцом с.; итерсtцией R- (в '-ii:tt.:TliO

t.:ти, ю1,ц зсt.мкнутъrм полукольцом) , рсtвнсt. итерсt.ции мсt.трицы А 

меток ду 1 · ориеt1тировсt.t1t101 ·о 1 'pct.фct. G. # 

Дшr вы '-iис.;леt1и.н С = А* дot.:тct.TO'-iliO решить (т .е. liсtЙти 

t1сtимеt1ьшее решеt1ие) в R- нри вс.;ех j = 11 п с.;иt.:тему урсt.вt1еt1иЙ 

где F:j Е: п.п - j-й е.цинич:ный вектор, т.е. вектор, вс.;е эдементы 

которо1'01 кроме j-1'01 pctвliы 0 1 ct j-й pctвeli едиt1ице нолукольцсt 

R-. Нсt.имеt1ьшее решеt1ие имеет вид ( = A*cj (с.;м. 3.3). То1'дсt 

t.:толбец ( = A*cj ес.;ть j-й с.;тодбец мсtтрицы А*. Тсt.кой метод 

вы '-iис.;деliи.н мсtтрицы А* ctlii:tJIOl 'И '-ieli извес.;тt1ому из диt1еЙt10Й 

сtJп 'ебры методу элемеt1тсtрt1ых 11реобрёtЗовсtt1иЙ нри вы'-iис.;деliии 

обрсtтt10Й мсtтрицы. 

Нылс.;ним тенерь с.;мыt;J1 мсt.трицы с.;тоимос.;тей С = А* длл 
llOJIY КОJШЦ 6 .1:1 R-+. 

Н нервом .1:1з эт.1:1х нодукодец метксt. отдельt101'0 нути вс.;е1'дсt 

pi:tBlii:t 1 (та.к Ка.К метка. дУl'И в pi:t3мe'-ieliHOM lii:tД llОдукольцом 
1'рсt.фе t1e может, c.;01·дctc.;t10 011peдeJiet1.1:1ю, быть t1удем нодукодь

цсt) . Следовсtтельt10, t.:то.1:1моt.:ть r.;ij = 11 et;J1и с.;ущеt.:твует хотя бы 

один нуть из i-й вершины в j-ю, и r;if = U, еt.:л.1:1 инсt.'-iе. Дру 1·.1:1-

м.1:1 t;JIOBi:tMИ, ДJlЛ ноду KOJlЬЦi:t В мсtтрицсt (.;ТОИМО<.;тей (.;OBlli:tДcteт t.: 

мсt.трицей .цо<.;тижимо<.;ти ориентировсtнного грсtфсt. 

В нолу кольце п. + метксt. нути - это сtр.1:1фмети'-iеt.:каЯ с.;уммсt 

меток е1 'О ду 1', та.к ксt.к у мt1ожеt1ие в R-+ - это обы'-it1ое сtриф
мети'iес.;кое с.;Jюжеt1ие. llоt.:кольку t;Jюжеt1ие в R-+ - это взятие 

нсtименьше1 ·о из <.;дсt1 'сt.емых, то <.;тоимоt.:ть r.;if - это t1ct.имet1ь-
v - V 

ШаЯ из меток нути t;ред.1:1 в<.;ех нутеи, ведущих из ~-и вершины 

в J-ю, т.е. это и ес.;ть liсt.имеt1ьшсt.я. ддиliсt нут.1:1 между yкёtЗctli

liЫMИ вершиt1сtми. Тсtким обрёtЗом, в нолукольце п. + мсt.трица 
U U V V 

t.:тоимоt.:теи лшп1.етс.;я. мсtтрицеи крсtтсrсtиших рсtс.;с.;тоя.t1ии, т .е. 

V 

t1сt.1:1меt1ьших длин нутеи между вс.;еми нсt.рсtми вершиli ориеt1-

тировсtt1НО1'О 1 'pct.фct.. 
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Пример 5.9. i->аlтмотри.м l'раф, и.зображе.1:нiыЙ на ри.t.:. 5.27, 
и. решим длл не1 'О зада'iу вы 'iИL::лени.л матрицы доt.:·1,и.жимоt.:ти . 
.l:ia ч:иt.:Jювые м~тки дуг вниманил пока н~ обраща~м, t.:ч:итал, 

2 

3 1 

V4 V3 

Риt;. 5.27 

Lrтo ориентированный r'раф ра,;зме'iен над 

ноду кодьцом В и. метка каждой ду 1 'И. равна 
1, т.е. ори.енти.рованный 1'раф задан матри.-

v 

ц~и 

о 1 1 1 

А= 
о 1 1 о 

о 1 о о 

1 о 1 о 

Запишем t.:иt.:тему уравнений в пuлукuльц~ В длл uпр~д~~нил 

1шрво1'0 t.:'l'Uдбца матрицы А*: 

Х1 = X'l + Х3 + Х4 + 1, 
xi = X'l + Х3 + о, 

(5.3) 
Х3 = xi + о, 

Х4 = Х1 +х3 + о. 

Отметим, 'iTO 'iat.:тo нудевые t.:JiaI'aeмыe не зани.t.:ывают, как и. 

в t.:и.t.:темах уравн~ни.й в пиле дейсrrнз'Urnелиных 'Чt'Uсел. 

Нut.:нuдьзу~мt.:н меrпuдuм nucлedufЗarne.riuнuёu 'Uскл,ючен·и,j/, не

·uзfЗестпных ( t.:м. 3.3). llоt.:кольку в нравой 'iаt.:ти н~рво1 'о урав-
V 

н~ни.я. нет неременнои х1 , можно и.t.:ю1ю'iи.ть эту неременную и.з 

t.:и.t.:темы, нодr.;тави.в в оr.;та;rьньш уравнени.л. С у'iетом ·udeмnu

rneнrnнucrn'U L:Лuженил пuлу'iим 

{ 

Xi = Xi + Х3 + 0, 
Х3 = Xi + 0, 
Х4 = xi +х3 +х4 + 1. 

Из в·1·upu1 'U у равнени.л и.меем xi = 1 * ( Х3 + О) . 1:3 нuду кUJ1ьце В 
и.терацил любо~ 'О эдемента pa.tJнa единиц~ ноду кольца. Поэтому 

xi = Х3 + О. Иr.;клю'iи.в xi из t.:и.r.;темы, ноду'iим 



Дс:1,Jше вы 'iИ.t;J1и.м Х3 = 1 *U = 1 · U = О. llодстс:tви.в Х3 = U в 11ot;J1eд
liee ypa.вlieliи.e, liа.Йдем :.с: 4 = l * l = 1. 

Итс:tк, нервый стодбец А* есть 

l 
о 

о 

1 

Второй стодбец 011редедлется. и.з си.стемы 

X'l, +х3 +х4 + 0, 

X'l, = Х'2,+Х3 + l, 
Х3 = X'l, +0, 

Х4 =Х1 +х3 + о. 

Искдю'iа.Л х1, 11оду'iа.ем 

{

X'l, = X'l, + Х3 + 1, 
Х3 = X'l, + U, 
Х4 = X'l, + Х3 + Х4 + U. 

Из второ1'О ypa.вlieliи.я. имеем X'l, = l *(х3 + 1) = х3 + 1. Дё:1,JН:~е 

liё:tХОДИ.М 

{Х3=Х3 +l, 
x4=x3+x4+l. 

Отсюда. х3 = l*l = l и. :1:4 = Х4 + 1. tl и.тоге Х4 = l*l = 1, X'l, = 
= l + l = 1, х1 = l + l + l + U = 1. Та.ки.м обра.зом, второй стодбец 
А* есть 

1 
1 
l 
1 
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Aliё:l,JIOl' и. '--lliO вы '--lИ.t;J1я.ем трети.и и. '--lетвертыи (.;ТОдбцы и. в 

результсt.те ноду'--lсt.ем мсt.три.цу А*: 

1 1 1 1 

А*= 
() 1 1 () 

() 1 1 () 

1 1 1 1 

Аt1с1,J1и.з этой мсt.три.цы нока.3ывсt.ет ((.;м. 5.2), '--lTO Дa.liliЫЙ 

l'ра.ф (.;BЯ.3eli и. и.меет две би.ком11оt1еt1ты; {·и1, ·u4} и. { ·и~, ·и3}. 

Зсt.мети.м, '--l'l'O в 11одукольце В можt10 унрО(.;'l'и.ть решеt1и.е 
u u 

(.;И.(.;Тем ypcLBlieliи.И, В0(.;110JlЬ30Ва.ВШИ.(.;Ь (.;ВОИ(.;ТВа.МИ. ноду КОJlЬЦа.. 

Jle1'KO ви.деть, '--lTO t1сt.и.меt1ьшее решени.е урсt.внени.л 

п 

Xk = Eщxi+ l 
i-1 

еt.ть х k = 1 и. t1e 31:LВИ.(.;И.'l' от знсt.·-шни.Й не ременных в нрсt.вой '--la.(.;'l'и. 

ура.внеt1и.я.. С у'--lетом это1·0 решени.е (.;И.(.;темы (5.3) унрО(.;'l'И.Т(.;Л. 

Та.к, и.з 11ерво1'О урс1.,внени.я. (.;ра.3у 11олу'--lс1.,ем х1 = 1. Тоt'Да. 

'--lетвертое урсt.внеt1и.е нри.ни.мсt.ет ви.д Х4 = Х3 + 1, откуда. Х4 = 1. 
110(.;KOJIЬKY Х1 и. Х4 не входлт в 0(.;'l'а.ВШИ.е(.;Л два. урсt.внени.л, и.х 

решение нужно И.(.;Ка.ть, И(.;НОдьзуя метод И(.;КJIЮ'--lенил. 

Пример 5.10. Длл t'pct.фct., и.зобрё:\.женно1·0 на. ри.(.;. 5.27, вы-
u u u 

'--lИ.(.;JIИ.M Мё:\.трицу крё:\.Т'--lё:\.ИШИ.Х ра,(.;(.;ТОЛНИ.И, нереидл к нолукодьцу 

R +. До1 'Овори.м(.;л, '--lTO длл у 11рощени.л 3ё:\.IIИ.(.;И. оо зде(.;ь будем 

llОНИМё:\.ТЬ Кё:\.К +::х.>. 

Нё:\.ш взвешенный ориентировё:\.нный t'рё:\.ф 3ё:\.Дё:\.ет(.;Л те11ерь 
u u 

t;J1едующеи мё:\.три.цеи: 

А= 

5 
2 
1 

1() 1 
3 CXJ 

(5.4) 



335 

Сиl:темсt ддл ВЫ'-!И(;JШНИЛ 11ерво1'0 l:Тодбцсt мсtтрицы А* имеет 

вид 

Х1 = 5х2 + lUx3 + lx4 + U, 

Х2 = 2х2 + 3х3 + ::х)' 
Х3 = l :c2 + ::х.>, 
Х4 = 3х1 + 4х3 + ::х.>. 

Обрсtтим внимсtние нсt нюсtнt;ы, t;ВJ!Зсtнные l: рсtботой в 110-
ду кодьце R + ; эдементы 1 и U не я.вдя.ютl:л t:-dш-1,,ицей и ну.л,t:-м 

по.л,уr,;о.л,ь'ца, т .е. х -::р х + О и х -::р 1 · х в общем l:ду 'icte. Нсtномним, 

'!ТО l:Jюжение в нодукодьце п+ - взя.тие нсtименьше1-о из двух 

'-!Иl:~1, ct умножение - обы'iное сtрифмети'-lеl:кое l:JЮжение. Зсt

метим, '!ТО HctJIИ'iиe t;дct1'cteмo1'0 U в дюбой <.:умме (в нодукодьце) 
озю:t'iа.ет, '!ТО в<.:л <.:умма. ра.вна. U; (;Jia.l'a.eмoe +::х.> можно не за.

ни<.:ывсtть (ксtк нудь нодукодьцсt) . 

Из 11ерво1'0 урсtвю~ния. l:Иl:темы l:pёt3y (;JШДует, '!ТО х1 = U, 
тсtк ксtк одно из l:JictI'cteмыx в 11рсtвой 'ictl:ти е<.:ть эдемент U. 
Нсtномним, '-!ТО итерсtция. дюбо1·0 эдементсt в ра.<.:l:мсtтривсtемом 

нодукодьце рсtвнсt единице нодукодьцсt. У 'iИТсtвсtл этот фа.кт , из 

второ1 'О урсtвнения. ноду 'icteм 

Иt.:KJII0'-11::1.JI Х2 И3 0(.;TёtJIЬHЬIX урсtвнений (.;Иl:Темы И У'iИТЫВа.Л, 

'!ТО х 1 = U, ноду '!а.ем 

ДсtJше, из второ1'О ура.вненил имеем 

ОТКУ Да. Х3 = 4 * · ::х.> = ::х.>, И llOЭTOMY 
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llод(.;таВ.11ля. .l:iaидe.1:i.l:iOe 3.1:ia'ie.l:iиe Х3 в выраже.1:iие ддя. х2, 11оду

'iаем х2 = ех.>. П~рвый (.;'l'Одбец И(.;Комой матрицы вычиt;JШ.1:i: 
l) 

Этот t;толб~ц (.;ОД~ржит крат'iсtЙшие рёt(.;(.;ТОЯ..1:iИЛ от В(.;~Х вершин 

1 'рафа до верши.1:iы ·u1 . НаJ1и 'iие в .1:iем .l:iY J1ей 11оду кольца во 
V V 

вторuи и 'l'р~ть~и t;троках 1'оворит о том, чтu вершина ·u1 н~ 

ДО(.;ТИЖИМа 113 В~рШИ.1:i 'И2 11 'U3. 

A.l:iaJIOl ·и 'i.l:iO вы 'iИQHlIOT(.;Я. O(.;TaJlЬ.l:iыe t;толбцы матрицы А*. 

Резудьтсtт будет QП:Щующим: 

А*= 

l) 5 5 1 
ех.> U 3 ех.> 

СХ) 1 l) СХ) 

3 5 4 l) 

Длл ДёtННОl'О 11pOt;TOl'O ориентирОВёt.1:iНОl'О l'pctфct деl'КО (.;0110-

(.;'l'авить 11олу 'ie.l:i.l:iЫЙ аJН 'ебраи 'iе(.;кий рез у льтат (.; рез у льтатом 

,, визуаJ1ьно1'0;" анаJ1иза ори~нтированно1·0 1·рафа. Ра(.;L;Мотрим, 

.l:iа11ример, нар у вершиli ('u1, ·u3 ). Н ориентирова.1:i.1:iОМ 1 'рафе еt;ть 
разли '1.1:iые 11ути из верши.1:iы ·u1 в верши.1:iу 'И3. Jl~1·кo видеть, 

что зсtведомо "не вы1'одны ;' 11ути, t;О,цержащие контуры и 11е

тли1 11оэтому их ра(.;t;матривать .l:ie будем и вы 'iИt;J1им метки 110 

прuс:rпым пуrпхм. По пути ·u1 • 'И4 • 'И3 t;умма м~ток равна 5, 
110 11ути ·u1 • ·u3 - lU, ct 110 нути ·u1 • ·u2 • ·u3 - 8. Крсtт'iсtЙшее 
pi:L(.;t;TOЛ.l:iиe - 5, 'iTO (.;Ов11адает t; ответом, 11oдy'ie.1:i.1:iЫM аJн·е

браи ч:еt;ки; ;эдемеllт ai3 также равен 5. # 
llомимо изJюже.1:i.1:iОl'О е(.;ть еще оди.1:i (.;llOt;oб вы 'iИ(.;JШ.l:iШi за

мыканил матрицы(.; элементами в замкнутом нолукольц~. Он 

Ot;.l:iOBi:Lli .l:ia 110.1:iя.тии 11ути pa.1:i1'a k из верши.1:iы щ в верши.1:iу ·uj. 

Пуt;ть в ориентированном 1·рсtфе выбрана и зсtфикt;ировансt 

.1:iумерация. вершин. 8удем 11ола1·ать, что вt;е вершины 11рону

мерова.1:iы 11одря.д натураJ1ь.1:iыми 'iИl:дами, на'iи.1:iал t; 1. 
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llуть 'Иil) • 'Иi 1 • ... • 'Иiт ДJП1НЫ тп НаЗЫВа.ЮТ 11утем pёtHL'ёL k 
нри. тп > 1, е(.;.11И k - на.и.бuдьшее t.;реди '-!Иt.;~1 i1, ... , im-1, и. 

путем ра.нга. О при тп = 1. llуть нулевuй длины та.кже t.;'!ИТа.ют 
11утем рс1н1'а. О. Та.ки.м uбра.зом, рап-г пути - это ма.кс;и.ма,.11ь

ныи номер вершины, в которую ра.зрешено 3сLХ.одить 110 11ути. и.3 

'Иi в 'Иj (и.t.;КJIIO'ioЯ верши.ны 'Иi и. 'Иj ). llуть pa.HL'a. О не t.;Од;ержи.т 
нрuмежутu'iных верши.н. Ма.кt.;и.ма,.11ьный pa.HL' 11ути. в uри.енти.

рова.ннuм 1 'ра.фе нри. у Ка.3а.ннuм выше t.;11uc;oбe ну мера.ци.и. ра.вен 

'iИ.(.;JIY е1 'О вершин. 

Пример 5.11. Н ори.енти.рова.нном 1·ра.фе, и.3обра.женном 

На. риt,;. 5.27, 11уть 'Ui • 'U4 • 'U1 и.меет pa.HL' 4, нуть 'U4 • 'И1 • 
• 'И'l, - pa.HL' 1, 11уть 'И4 • 'И1 • 'И3 • 'И'l, - pa.HL' 3. Пути 

'U4 • 'U3 • 'И'l,, 'U4 • 'Ui --+ 'U3 • 'U'l, И 'U4 --+ 'И'l, • 'U'l, • 'U3 --+ 'U'l, тс1.,кже 

имеют ра.н1' 3. # 

Обо3нс1'iим 'iepe3 c (k) ма.трицу с.:тоимос;теи 11рохождения. 
между ра.зди'iными. 11с1.,ра.ми вершин 110 вt;ем 11утям pa.Hl'a., не 

11ревос.:ходяще1'0 k. Ее эдемент c:~J) с.:одержи.т t;'l'Оимоt;ть 11рuхu
ждени.л И3 верши.ны 'Иi в верши.ну 'Иj 110 вс;ем 11утлм рс1.,н1-ов О, 

1, ... , k-1, k. 

Ныведем формуду ддл ВЫ'iИ(.;Jiения эдемента. c.:~J> мс1.,трицы 
c (k). Для этuгu 3а.метим (.;Jlедующее. llu пути ра.НГёL, не бuль
шеL'О k, и.3 вершины 'Иi в верши.ну 'Иj мuжно нройти. (.;JШдующи.ми. 

с;11uс;обс1.,ми.; 

1) и.дл И3 вершины 'Иi в вершину 'Иj нu некuтuрuму нути. 

рс1.,н1·с1.,, не 11ревос.:хuдя.ще1-u k - 1, т.е. ми.нуя. верши.ну 'Иki 

2) (.;HёL'-la,JlёL идл И.3 'Иi в 'Иk llU 11ути pa.Hl'ёt, 

не бодьшеL'U k - 1 3а.тем нuкнутившиt.;ь ;, ' 1, .t' 

дюбuе '-!И.(.;JЮ ра.з ( а. мuже'l' быть, и. ни. рс1.,-

3у) 110 ка.кому-ди.бо контуру и.ди. дюбому 

3а.мкнутuму 11ути и3 'Иk в 'Иk pa.HL'c\.1 не 

бuльшегu k - 1, и, на.кuнец, идя И3 вер

ши.ны ·uk в верши.ну 'Иj 11u 11ути. рс1.,н1 'а., не 

бодьше1-о k - 1 (ри.с; . 5.28). 

(k - l ) 
c i j 

Рис. 5.28 
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llrи 11еr1юм с;11ос;обе (;JlеДОВёt.1:iИЯ (;ТОИМО(;ТЬ 11,l)ОХОЖденил И3 

веrши.ны 'Ui в ·uj 110 вс;ем нутлм ,l)ёt.1:il'ёt, не бодьше1'О k - 1, 
(k - l) 

<.:О<.:ГёLВИ'I' (;i j . 

11,l>И BTO,l)OM <.:110<..:Обе <.:JШДОВёt.1:iИЛ t.:ТОИМО<.:ТЬ 11,l)ОХОЖДеН.ИЛ И3 

'Ui В 'Uk 110 в<.:ем нутлм ,l)ёLН.Гёt, н.е бодьшеL'О k, будет ,l)ёLВН.ё:\, (;~z - l). 

Стоимо<.:ть нrохожден.ил и3 ·uk в ·uk 110 вс;ем 3ёtмкн.утым нутлм 

l)a,J:iL'ёt н.е бодьше1'О k-1 с;ос;тёtвит (c:(k- l))* 
!:' ' ' kk · 

llол<.:н.им это в 'iё:\,(.:ТН.ОМ с;ду 'iёte, KOL 'Дё:\, Ве,l)ШИНё:\, 'Uk <.:одеrжит-

t;Л в КёLКОМ-ТО OJJ;tlOM KOJ:iтype. llу<.:ть 1' - ТёLКОЙ КО!П'УI->, ё:\, f.1,1 ' -

метка это1'0 коliтура. То1'дсt. О'iевидliо, 'iTO метка нути, обrа-

3ован.tlого liУЛЬ-К,l)атным 11,l)ОХОЖд,ен.ием 110 КОН.'l'У I->Y 1'' rавна 
едиtlице 11одукодьца (как метка в<.:лко1'О 11ути ддин.ы О), мет

ка же 11ути, Oб,l)ct.30Bё:t..l:i.l:iOL'O '(fl,-K,l)ё:t.'l'.l:iЫM 11,l)ОХождением 110 1' 11,l)И 

тп ~ 1, raв.l:ict. µ,1~ь. СдедоватеJ1ьно, <.:тоимо<.:ть нrохожде.1:iил. 110 

всем ну глм, KUГU,l)Ыe llUJIY'ict.IOT<.:Л 11,l)И ll,l)UИ3BUJlЬ.1:iUM 'iИL:Ле 11,l)U

хождеtlИЙ 110 KOJ:iтypy 1', <.:О<.:Тсt.ВИТ ~ f.1,1~b = µ,i,, 
m;?=:U 

Сгоимо<.:тъ нrохождеtlил И3 веrшиliы 'Uk в веrшиtlу 'Uj 110 

нути. ,l)ёL.1:iL'a, .l:ie бОJ1ьше1'О k - 1, ,l)ёLB.1:iёt c:~~- l) (с;м. rис;. 5.28). 
Таким об,l>сt.3Ом, с;тоимос;ть 11rохожде.l:iил 110 11ути ,l>ct.J:iL'a, ш~ 

бодьше1 'О k, нrи. у ксt.3ёtн.ном с.;110<.:обе с;дедовёtнил с;ос;тёtви.т 

Тёtки.м обнсt.3ом (;JIOвec;.l:ioe они.с;ёtние нутеше<.:твил ·~ И3 ·и · в ·и -
J:' ' 1' '/, J 

110 нут·лм ,l)ёttlГёt, tle большего k, нrи.води.т к <.:дедующей фurмуле 
ДJlЛ ВЬI'iИ<.:JШJ:iИЛ ЭJieMetlTё:\, МёLТ,l)ИЦЬI C(k); 

.(k) _ .(k - l) + .(k- l) ( .(k- l)) * .(k- l) 
с; . - - с;. - с; .k c;kk r;k -'l,J 'l,J '/, J • (5.5) 

llу с;ть ai j - эдементы мarnp'U'LfЫ меrпок dуё оrиенти.rовёtн

ноL'О L',l>ёtфёt. llо<.:кОJ1ьку кёtждый нуть ,l)ёtliL'ёt О между не<.:овш:1.,-



Да,ЮЩИ.МИ. верШИ.Н.а,МИ. (.;0(.;ТОИ.Т И.3 одн.ои дУl'И., а, Ка,ЖДа,Л верши.и.а, 

до<..:ти.жи.ма, <..:ctмct и.3 <..:ебл 110 11ути. liУJШвой дди.liы <..: меткой 1 и.ли. 
110 lleTJШ (.; меткой Uii, ТО ЭJШМеН.ТЫ Ма,ТрИ.ЦЫ C(l>) и.меют ВИ.Д 

(5.6) 

То1 'Да. ма,три.цу <..:тои.мо<..:тей С = А* можliо liа,Йти., вьг--1и.(..:J1ля: 

110(..:Jlедова,Т~lЬН.О Ма,'l'ри.цы c (k) 7 k = u , п, 110 формуда,М (5.5) 
и. (5.6). 

Вы'-lи.(..:J1ен.и.я. ш> фuрмуда,М 5.5 и. 5.6 uбраЗуют а.л,-г,оритп.м, 

Ф.лойда - У орше.л,.л,а - К.л,ин,и опред~rени.я: <..:тоимо<..:ти 

11рuхождеliи.л между любыми. llа,ра,ми. верши.и.. 

Ддя. 110J1yкuJ1eц В и. R,,+ в силу то1'0, '-lTU в liИ.X и.терсtци.я: любо-
u 

1 ·о эдемен.·1•а, х ра,ВН.а, еди.н.и.це 11оду кодьца,, 11оду '-lи.м у 11рощен.н.ыи 

вctpи.ctliт формуды (5.5): 

.(k) _ .(k - l) + .(k- l) ,(k - l) 
Gi j - Gij Gik Gkj (5.7) 

Ны '-lИ.(..:Jlен.и.я. 110 форму де (5. 7) Н.ёt'-lИ.Н.а,ЮТ (.; Ма,'l'ри.цы c(l>) 7 

011редедлемuй соотн.ошен.и.ем (5.6) . Нее Да,J1ьн.ейши.е вы'-lи.сден.и.я. 

удобно тсtкже 11роводить в мсtтри'-lн.ом ви.де. Ддл liсtХожден.и.я: 

Ма,'l'ри.цы c(k) у добн.о 011ред~1и.ть (.;Н.a,'-la,Jla, Ма,Три.цу LJ(k) 7 ЭJШ
меliТЫ которой вы '-lИ.(..:JПiю·1·ся. 110 форму де 

d(k) _ .(k -l) .(k-l) 
i j - Gik Gkj 

Чтобы н.а,Йти. j-й стодбец ма,три.цы LJ(k), доста,ТО'-lн.о k-й стодбец 
Ма,ТрИ.ЦЫ C(k- l ) УМН.UЖИ.ТЬ (в СМЫL:де t.:UUTBeTt.:TBYIOЩel'U llUдy
KOJlbЦa,) Н.а, j-й эдемен.т k-й строки. этой же Ма,три.цы . 

.J:->еши.м ОllИ.L:а,Н.Н.ЫМ (.;llОСОбом 3а,Да,'-lу О крсtТ'-lа,ЙШИ.Х ра,С(.;ТОЯ:

liИ.ЛХ в l'pctфe, И.30бpctжelili0M liёt ри.<..:. 5.27. Ддл liel'0 c(l)) = А, 
1·де Ма,l'ри.ца, А и.меет ви.д (5.4) . Ис11одь3уя. формулу (5.7), но-
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t:JH:~ДOBa.T~lЬJ:iO На.ХОДИ.М 

u 5 lU l u 5 8 l 

C(l) = Х) u 3 :х) 
c(i} = Х) u 3 Х) 

Х) l u :х) :х) l u Х) 

3 8 4 u 3 8 4 u 
u 5 8 l u 5 5 l 

С(З) = Х) u 3 Х) 
с(4} = Х) u 3 Х) 

Х) l u Х) Х) l u Х) 

3 5 4 u 3 5 4 u 

На.11ри.мер, Ма.три.ца с(2} 110 матри.це c(l} вы 'iИ.L:длетL:Л так. 
Сна.'iо..11а выдеди.м в c (l) вторую L:троку и. второй L:тодбец; 

U 5 lU l 

c(l} = :xJ U 3 :xJ 

Х) l U Х) 

3 8 4 U 

Затем/ 'iТОбы вы 'iИ.t:JlИ.TЬ 11ервый lТОдбец Ма.три.цы с(2) 1 бе
рем второй (выд~1енный) L:тодбец матри.цы c(l} и. умножаем (в 
11одукодьце R, +) е1·0 эJшменты 110 О'iереди. на. 11ервый эдемент 
второй (выдеденной) L:'l'роки. той же матри.цы c (l). Каждое 
такое нроизведени.е L:Кдадыщ:1.,ем в нолукольце L: одноименным 
элементом первого L:голбца ма.трицы C(l}. llоL:кольку умно
жение в пuлукUJ1ьце R, + - эгu арифмегич:еL:кuе t:Jюжение, а 

t:Jюжеии.е - взлти.е иаи.меиьше1 ·u и.з двух 'iи.L:ед1 мы 110J1y 'iи.м 
t:J1едующи.е эдемеиты 11ерво1·0 L:тодбца матри.цы c (i); 

(i} . { (1) (1) (1)} . Jl) } l) 
cll = Пllll cll ) С12 + Ci1 = Illlll l 1 :х) = 1 

_(i) _ . { .(1) .(1) .(1)} _ . _ 
Ci1 - llllll Ci1 1 С22 + Ci1 - Illlll { :xJ, :х)} - :xJ, 

(2) . { (1) (1) (1)} . С31 = llllll с31 1 с32 + с21 = llllll { Х), :xJ} = :xJ1 

(2) . { (1) (1) (1)} . {'.} } '.} 
С41 = Illlll С41 , C4i + Cil = Illlll v , :xJ = v. 
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Как .1:ш.ди.м, Ш~l-)ВЫЙ (.;ТОдбtщ Ма.Тl-)И.ЦЫ c(i) lie и.змеliИ.Jl(.;Я. 110 

(.;l-)a.BlieliИ.IO (.; 11еrвым (.;ТОдбцом Ма.Тl-)И.ЦЫ c (l} . Это 03lia'iaeт, 'iTO 

Н~1Ь3Л уменьшить (.;ТОИ.МО(.;ТЬ lll-)ОХождени.л В 11еrвую В(;l-)ШИ.НУ 

И.3 Дl-)УГИ.Х В(;l-)ШИ.Н Гl-)афа, И.Д.Л 'iel-)e3 BT'Ol-)YIO Веl-)ШИ.НУ ( (.;М. 

l-)И.(; . 5.27). 
TO'iliO так же ДJ!Л вы 'iИ.t;Jiени.л BTOl-)01'0 (.;ТОдбца матrи.цы c(i) 

ум1tожаем ВТОl-)ОЙ (.;ТОдбец C(l} lia ВТОl-)ОЙ Эдеме1tт ВТОl-)ОЙ (.;'l'l-)0-

KИ. той же матrи.цы, ДJ!Я ВЫ'iШ .. :дени.я. Tl-)el'Wl'O (.;ТОдбца - на 

тrети.Й эдемеliт втоrой (.;'l'l-)Оки. и. т . д. Не .вы11и.(.;ывсtл 110,цroбlio 
V V 

В(.;ех вы 'iИ.(.;J1е1tи.и 1 отмети.м хаrактеrныи моме1tт - и.змене1tи.е 

эдеме1tта сА;} = 8 110 (.;l-)aвlie1tи.ю (.; с;~~ = 10, (.;BHЗa1t1toe (.; тем1 <tто 
(.;ТОИ.МО(.;ТЬ lll-)ОХОЖ,д;ени.я И.3 'U1 в ·и~ 110 11ути. rан1'а 2 OKa.3cLJiat;ь 
ме1tьше, 'ieM (.;'l'ОИ.МО(.;ТЬ lll-)OXOЖДeliИ.Л 110 11ути. ra1t1'a 1. MиliИ

Ma.JlЬliaJi же (.;'l'ОИМО(.;ТЬ lll-)OXOЖДeliИ.Я. с;~~ = 5 11оду 'ielia 110 11ути 
l-)aHl'a 4. 

5.7. Изоморфизм графов 

Ддя. ир·ие·нл1,,·ириr;аннис::,и ё-рафа (V, Е) множе(.;тво Е dуё- мож

но rа(.;(.;Матrи.вать кс:1.,к ё-раф-ик б-инарниё-и И'fnни·шен·ия непис:реd

С:'fnr; енний duc:'fn·uж ·uмиc:'fn'u, 3с:1.,,цс:1.,нно1'0 нс:1., множе(.;тве r;ер ·ш·ин. 

В неир·иент·ириr;анним с::,рафе ( V, Е) множе(.;гво Е ребер лВJrл
е·1'(.;Л мliоже(.;твом нeyнorлдo<telil:tыx llё:\.l-). Ддл каждой неу11оrл

,д;о<tенliоЙ 11с:1.,rы {·и, ·и} Е: Е можно (.;'-!и.тать, <tто веrши.ны ·и и ·и 

(.;ВЛЗё:\.liЫ с:·имме'fnр-ич,ным б-инарным иmнишен·ием р, т.е. ('и, ·и) Е: р 

И ('и , 'U) Е: р. 

Тu.ким обrазом, (.; каждым неоrиентиrованым и оrиентиrо

ванным l'l-)афом (.;Вязано бинаrное отношение р. Это отношение 

будем называть отпошепие.м с.межпости. 

С а,JП 'ебrаи<tе(.;КОЙ ТО'iКИ 3l-)eliИЛ как Ol-)ИeliTИl-)OBaHliЫЙ, Та,К 

и неоrиентиrованный 1'раф можliо рсt(.;(.;Матривu.ть кu.к мude,Л,tJ , 

C:'Uё,'Н,U'fnypa которой (.;0(.;ТОИТ И.3 ОДНОl'О б-инарНUё,(} (}'{f/,'Н,(} 'Шен·ия; 

g = ( V, р). Н кда(.;(.;И <tе (.;кой теоrии 1 'l-)афов из у <tаЮТ(.;Я. 11реи.му

Щ(;(.;Твен1iо KOli(;'iHbШ МОД(;JlИ таКОl'О rода. 
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llpи у Ka3ёЫ:iliOM нодходе ра3ди '!ИЛ между opиeliтиpoвaliliЫM 

И lieopиeliTИf.>OBёLliliЫM l'рёLфёLМИ 11ролы1я.еТ(.;Л ТОJ!ЬКО В (.;ВОЙl:ТВёLХ 

отliошеliил (.;межноl:ти р. Е(.;J1и это отношение с:·иммеrnр'UЧНИ7 
то l 'рёLф lia3ЫBaRЛ' lieopиeнтиpOBёLliliЫM7 И (.; этой ТО'-!:КИ зре

liИЯ. lieopиeliTИf.)OBёLliliЫЙ l'рёLф MOЖliO (.; '!ИТать 'iёLl:TliЫM (.;JlY 'icLeм 

opиeliтиpoвaliliOl '0 *. 
llримеliлл к ДcLlilioмy 'icLl:Tlioмy (.;JlY 'icLIO мод~шй общие ноliл

тил ',;',ИМимирфазми и азимирф·изма ( (.;М. 4.4) 7 мы можем (.;фор

мудировать l:дедующи.е онредедени.л. 

Определение 5.14. Отuбрс1,жение h; V1 --+ V2 мнuжеl:твс1, 

l>epши.li l'рафа G1 = (V11 р1) 1:3 MliOЖe(.;Tl>O l>epшиli 1'рс1,фс1, G'2 = 
= ( V2 1 р2) на3ывают zама.м,арфиз.м,а.м, zрафав (1'рафа G1 1:3 
l'раф G2) 1 е(.;ди. ддл дюбых двух l>epши.li, с:межных 1:3 нерl>ОМ 

1'рс1.,фе 1 их обра3ы нри отображении h (.;Межны l>O l>тором 1·ра.фе, 

т .е. е(.;J1и 

(V·u 7 ·и Е: V1) ('и fJl ·и ~ h ('и) р2 h ('и)) . 

Наектп·и(jный l'Омоморфи.зм h, тс1,кой1 'iTO дюбые две l>ерши.

liЫ l:MeЖliЫ 1:3 lle[)l>OM l'рафе 'l'Ol'дa И. ТОJ!ЬКО то1·да1 КОl'да их 

обра3ы l:межliы l>O l>тором l'рафе, т.е . 

lia3Ыl>cLют изамарфиз.м,а.м, zрафав G1 и. G2 ( 1'рс1,фс1., G1 на 1'раф 

G2), а графы G1 и G2 - иза.м,арфпы.м,и1 '!ТО зани.l:ывают в l>иде 

G ,....,G l = 2· 

1 'омоморфизм 1'рафо1:31 который лы1летсл :лt'Uмuрф'Uзмим1 liа-
зыl>аетl:л также 1'омоморфизмом одно1'0 l'рафа на дРУI'ОЙ. 

Нозl>ращая:(.;ь к ю:tшему 011ред~1ени.ю 1 'рафс1., 110(.;ред(.;тl>ом 

Дl> ух мliожеl:тв; MliOЖe(.;'l'l>o, l>epши.li V и мlioжel:Tl>o., ребер (ду 1 ') 

Е, ноду'iи.м (.;JШдующи.е l>ариаliты онред~шliиЙ l'Омоморфизма и 

изоморфизма. 

" llpи таю.>м Ш)l.\X()l.\~ в н~()ри~нтир()ванн()м t'pttф~ мщ'ут быть ТIA~rrи·u, 

~~ли отношение р ~l>l.\ержит некоторы~ элементы rJuuё-u'Н,u,11, ·u, в 'iсt.~тно~ти 

п.шш~:г~». реф11,еr.:сив'Н,ЫМ. 
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Гuмuмuрфи.зм 1teupи.e.1:п·и.puвa1t1tu1·u 1·рафа G1 = (V1 , Е1) в 1tе

uрие1tти.рuван1tыЙ граф Gi = ( Vi, Ei) еt.:ть такuе uтuбраж~1tи.~ 

h; V1 • Vi, 'iTU длл дюбых двух в~рши.1t 11~pвu1·u 1'рафа, t.:u~ди.
tl~tltlЫX р~брuм1 и.х образы нри. отображ~tlи.и. h такж~ t;U~д,иtl~tlы 
ребрuм, т.е. 

1 'uмuмuрфи.зм uри.~нтирuваtlнuгu графа G1 = (V11 Е1) в upи

etlтиpoвatltlЫЙ 1'раф Gi = (Vi, Е'2) еt,;ть такое отображеtlие 

h; V1 • Vi, '!ТО ддл дюбых двух вершиtl 'U, 'V 11ерво1'О 1'рафа1 
таких, '!ТО еt.:ть ду1·а, ведущал из ·и в ·v 1 и.з вершиtlы h('u) тuже 

ведет ду1·а в h('v) 1 т.е. 

Изоморфизм 1teupиe1tтиpuвa1t1to1 ·o 1 ·рафа G 1 1ta 1tеорие1tти
роваtltlЫЙ 1'раф G'l et,;'l'Ь такал б'Ur;r-.:·и/UJ(, h; V1 • V'l, нри. которой 
две вершиtlы 'U и ·и 1 ·рафс.1, G 1 L:oeдиtletlы ребром то1 'да и тодько 

то1·да, кu1·да L:оеди1tе1tы ребром и.х образы h('U) и. h('v) 1 т.е. 

Aю:tJIOt'И'itlO изuмuрфизм opи~tlтиpoвaliliOl'O 1·рафа G1 lia 
opиeliтиpOBc.ttlliЫЙ l'pc.tф G'l, е(.;'l'Ь Та.КМ би~кцил h: V1 ---t v'2, нри 
которой в opиetlтиpoвc.tlitlOM 1 'рс.tфе G 1 из вершиliы 'U ведет ду 1 ·а 
в верши1tу 'V l'Ol'дa и. ТОдЬКО ТОl'да, КОl'да в upиe1tтиpuвalitlOM 

1·рафе G'l и.з образа h('U) вершиliы ·и ведет ду1'а в образ h('v) 
верши.liы ·и, т .е. 

Пример 5.12. а. Hc.t ри(.;. 5.29 отобрс.tжеtlие h, 1'де h(·u1) = 
= ш1 1 h(u'2) = ·ш'2, h('u3) = h('u4) = 'Ш3, ~(.;·1ъ l'Омоморфизм opиeli-

G u G тиpoвc.ttlliOl'O l'pc.tфc.t l в орие1tтировс.tliliЫИ l'pc.tф '2· 
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W 1 

W 5 

W 3 

V3 V4 

Gl Gz 

Рис. 5.29 

Обра.тим 1:нiима.нш~ на. 11етJ1ю (ш:3, 'Ш:3); эта. нетдл лвдлетt.:л 

обра.зом ду1'и ('u4, 'U:3) 1 та.к ка.к h('u4) = 'Ш:3 и h('u:3) = 'Ш3. Н 
llJ-->OTИBOllOJIOЖHOt.:TЬ этому нeTJl}l (ш1, 'Ш1) не имеет нµообµа.за. 

в G1 . 
На. этом же µиt.:унке более толt.:тыми t.:трелю1ми выделен 

пudё,раф G~ L'J-->a.фa. Gi, пирижdе,,_,,,,_,,ый пиdм,,_,,ижестnfЗИМ fЗер'ШU'Н, 

{'ш1 , 'Ш~, -ш3 }. Этот 11од1'ра.ф будет L'Омоморфным обра.зом L'ра.фа. 
G1. Удс:LJ1ля: нетдю в веµшине 'Ш1, ноду'-iим (для: то1'О же 110.дмно

жеt.:тва. вершин) пvрижdе,,_,,,,_,,ый пudё,раф, я.вллющийt.:л c:rnpVё,'UM 

ё,Vмvмирф,,_,,ым vбра;зuм l'ра.фа. G1 . Отметим, '-!ТО ксt.жда.я. дУL'а. в 
t.:трогом гомоморфном обра.зе ориентировс1нного гра.фс:L G 1 име

ет нрообµа.з в G 1. 
б. На. риt.:. 5.30 неоµиентировсt.нный L'ра.ф Gi еt.:ть t.:трОL'ИЙ 

1 'омоморфный обрс1з 1 'pc:Lфc:L G 1 ( et.:J1и рс1t.:t.:мс1тривс1ть неориенти

рова.нньш L'J-->а.фы без нетедь) . 

Рис. 5.30 

в. На. риt.: . 5.31 отобрсt.жение h не ЛВJ1летt.:л L'Омоморфизмом 

G1 на. Gi, 11оt.:кодьку 'V1 • 'Vi, но h('u1) -t+ h('ui) (нетди ('ш1, ш1) 
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Ш;т); h('u'l,) -f+ h ('u3), хuтя. ·u2 • ·u3 и. т.д . Ле1·кu t.:uuбµаЗи.ть , 

L1то дюбой дв у хвеµши.liный 1 ·омомоµфliыЙ обµаЗ 1 ·µафа G 1 lia 
µи.t.:. 5.31 ДOJIЖ!;li иметь ll!;TJIIO, и, L:Jieдoвaтt;JIЬliO, G'l, l:i!; ЛВJIЛ!;ТL:Л 
гомомоµф.liым uбµазuм G 1 ни пµи. какuм отuбµажении. 

w 1 = h(v 1) 

w 2 = h(v 2) = h(v 3) 

h(v1) = h(v2) = w 1, h(v3) = w 2 

Ри~;. 5.31 Ри~;. 5.32 

г. На µи.t.: . 5.32 и.зобµажен оди.н 1·µаф и.з множеt.:тва двух
веµшинных гомомоµфных обµазов G l · 

д. 1 'µафы, и.зобµаженные на µи.t.: . 5.33, и.зомоµфны, и. и.зо

моµфи.змом я.вдя.е1тл, нанµи.меµ, отобµажени.е h, такое, 'iTO 

h('u1) = ·w1, h('u'l,) = 'Ш4, h('u3) = 'Ш'!,, h('u4) = ·ш5, h('u5) = ·ш3, h ('uo) = 
= 'Wfj, # 

Ри~;. 5.33 

За'iаt.:тую длл то1·01 чтобы µаt.:нознать и.зомоµфизм 1·µафов1 
удобно неµей:ти. от и.t.:ходных 1·µафов к и.х донолнени.лм. 
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Определение 5.15. н~upи.~liTИ.pU1:$atlliЫЙ ( upи.~liTИ.pO1:$atl
liЫЙ) t'раф G = V; Е ю:tЗыJJают доnо.л,нение.м, пеориептиро
вапноzо ( ориептироваппоzо) zрафа G = (V, Е), t'д~ Е -
дипил,'Н.,е'Н.,'Uе M'Н.,UЖecrnf>a Е дu MliUЖ~(.;TJJa В(.;~Х 'Н.,еупuр,Я.,duч,е'Н.,'Н.,ЫХ 

( упир,Я.,dич,е'Н.,'Н.,ЫХ пар) tla V. 

Можно доксtЗать, "!ТО графы изоморфны тогда и только то

t'д,а, ко~-да и.зоморфliы и.х донодliеliи.л. Наари.мер, аерейдем к 

дuauдlieliи.ям t'рафuв, и.зuбражеliliЫХ lia ри.с 5.33. Аш:1..J1и.з yкa

зaliliЫX доаоднений (ри.с. 5.34) аозводлет срсtЗу обliаружи.ть и.х 
и.зоморфизм, а (.;дедоватедьно, и изоморфизм И(.;ХОДliЫХ t'рафов. 

V2 V3 

W 4 W5 

V1 V4 

W5 
V5 V5 

W1 W3 

Gl Gz 

Рис. 5.34 

.оuдее CJIOЖtlыe t.:ду 'iаи. pacнuзtlaJJatlи.я и.зuмuрфи.зма (1·дав

liЫМ обрсtЗом, д;дл liеори.енти.роваliliЫХ 1 ·paфoJJ) будут pct,(.;i;мo
'l'peliы в 5.9. 

Определение 5.16. Автоморфизм zрафа G = (V, р) -
этu дюбu.л nudcrna'Н.,Uвкa мliuже(.;твu. ei·o верши.li, лвJ1лющсtл(.;л 

и.зоморфи.змuм G lict (.;ебя. 

Можно ноксtЗu.ть, 'iTO кuмnuЗ'U'IJ/U,Я., двух дюбых о,1:$ТОморфиз
мов l'pctфct (.;tlOBU. е(.;ТЬ сtвтоморфи.зм ЭТОl'О l'pctфct, о, нодстаliОВка, 
ибрат,'Н.,а,Я., к сtвтоморфизму, оалть-тсt,ки есть а.втоморфизм. Тсt,

ки.м uбрсtЗuм, мliuжество всех u.втоморфи.змов дctliliOl'O t'pctфu. 

обрсtЗует ё,руппу но оаерсt,ци.и. комнозиции, которая: ЯJJдлетсл 

пuдё,руппий симмеrпр·ический ё,pyn'fl,Ы M'Н.,UЖecrnf>a вершин t'pct
фct. Ее liсtЗЫ1:$а.Ют zpynnoй авто.м,орфиз.м,ов дctliliOl'O t'pctфu.. 
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Рсt.(;(;МОтрим 1:н~которые 11римеры 1'ру1111 сt.втоморфизмов. 

и б 

Рис. 5.35 

Дшr 1·ра.фсt., изобрсtжею:tо1·0 l:ict рю..: . 5.35, а, 1·ру1111а сtвтомор
физмов норождсtет(;л rпрт-1,с:пиз'и'ци,Я,м/u (1 4) и (2 3), '!ТО де1'ко 
у(;ма,тривает(;я. из а1:iа,,11иза донодl:iеl:iил это1'О 1'рафа (ри(;. 5.35, б). 
O'-leBИДJ:iO, '!ТО l'py1111a сtвтоморфизмов l'paфct е(;ТЬ llOДl'PYllllёt 

1'ру1111ы 11ереL:та.1:iовок мl:iожеL:твсt е1'О вершиl:i. llоэтому, L:o
l'дa,t;J:iO теореме 2 .13 Jlct.1 'pa,1:iжa,, nupЯ,dur.: i!-руппы а,втоморфизмов 

l'ра,фа, еL:ть де,,1итедь фсt.кториа,,11а. '-lИ(;да, е1·0 верши.1:i. В qа,(;т

но(;·ги, длл грсtфсt нсt риt;. 5.35, и гру1111сt сtвтоморфи.змов имеет 
11ор.ндок 4 и (;0(..:ТОИТ и.з тождеt.:·1·веJ:iJ:iОЙ llOДt.:TёtJ:iOBKИ t: и llOД(;Tcl.,

J:iOBOK (1 4), (2 3) , (1 4)(2 3). O'-leBИ.ДJ:iO, '!ТО 4! дедИ.'1'(;}1 J:ict 4. 
Moжl:iO ДОЮ:13а,'l'Ь, '!ТО а,ВТОморфизмы l:ieopи.el:iTИ.f.>OBa,J:iJ:i0-

1'0 1·рафа t.:охрс:\.1:iлют с:тепен'и, а. opиel:iтиpoвct.l:iOl'O 1·ра.фа, -

rнJ.л,ус:тепени, ·ис:хида и захида вt.:ех его вершин. Это L:войt.:тво 

позволлет упрОL:ТИТЬ ОПИL:ёtllИе сt.втоморфи.змов грсtфсt. 

Пример 5.13. На,йдем l:iетриви.с1.,J1ь1:iые 

(т.е. oтJ1иL1J:iыe от тождеL:твеJ:iJ:iОЙ 110дt.:тсt

новки) сtвтоморфизмы неори.енти.ровсtl:iНОl 'О 

грсtфсt, изобрсtжеRного нсt риt.:. 5.35. Та,к ксtк 
(;реди верШИ.J:i l'ра,фа, JlИ.ШЬ OДJ:iёt верШИJ:iёt 'И1 

имеет L:тенеl:iь 1 и ди.шь OДJ:ict вершию:L 'И4 

имеет L:тенеl:iь 2, то 11ри. дюбом изоморфиз
ме эти. вершины 11ерейдут в L:ебл. Знсt'iи.т, 

11ри. изоморфизме возможl:iы дишь 11epeL:'l'ct-

' ' 
V ' 2 

Рис. 5.36 
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Итак, ддн дюбu1·u а1:п·uмuрфи.змi:L h этu1·u l'pi:Lфa h('u1) = 'И1. 

llоL:кодьку 'Иl 1-1 'ui, то h('u1) 1-1 h('ui), и., (;:JН:ЩОВа'1'~1ьн.01 110L:кодьку 

'И~ - tщи.н.L:'1•вен.н.ал веµши.н.а, t;межн.ая. t; 'И1 , вt;е1·да h('u'l.) = 'И~, т.е . 
в~;µши.на 'И~ 111;µ1;ходит в t_;~;бл. Таки.м обµi:L3ом, ~;динt;тв~;liн.ьrм 

1it;1•µи.ви.о.,.11ьн.ым автомоµфи.змом дан.н.01·0 1·µафа бу д~;т тµа1it;-

11ози.ци.л ( 3 5) - 1) отрi:LЖ!;Н.И.!; ;, квадµi:L'l'а 'U'l, 'U3'U4Щi ОТН.0(.;ИТ!;JlЬН.0 

ДИ.Ш'ОliаJlИ. 'И'l,'И4 . # 
ИliOl'Дa 1·µу1111у автомоµфи.змов 1·µафа Jш1·ко найти. и.м~;н.н.о 

и.з чи.L:то 1 ·1;ом1;тричеL:ки.х t;оображен.и.й 11ри. удачном изображе

н.и.и 1·µафа. Автомоµфизм еt;ть не что иное, как 11µеобµi:L3ован.ие 

1·µафа (1·1;оме·1·µи.чеL:кой фи.1·уµы), 11µ11 кuтоµом 1·раф t;Овмеща
е'l't;Л t; t;ами.м L:обой. Поэтому 1 ·µун11у сLвтомоµфизмов 1 ·µафа. 

можно и.зу чать, ан.о.,.11и.зи.µул е1·0 как 1·еометµи.чеlжую фи.1·уµу. 

Пример 5.14. Ддн 1·µафа, и.зобµаж~;н.н.01·0 на µи.t;. 5.37, 
113 l 'еом~;три. Ч!;(.;КИХ (.;ООбµсt.ж~;н.и.Й ВЫ'l'!;Ка.ет, 'i'l'O сt.втомоµфизм 

ер t;води.тL:л к 11овоµоту 1·µсt.фа. на. f:IO? 110 чаt;овой L:'1•µeJ1кe вокµу1· 

центра. тлжеt;ти. тµеугольника 'U1'Иi'u3. 

Vg ' >-------< ' V 8 

Рис. 5.37 

Сдедоватедьн.о, 1 ·µу 1111а автuмоµфи.змо13 11оµождае1·L:л 11од-
v V V 

L:тi:Lн.овкои ер , лвллющеисл композици.еи тµех 'Ц,'UК-Jl,Ut$; 

ер = (1 2 3)(4 б 8)(5 7 9). 

Зсt.мети.м, что liИ оди.н. цикд, входящий в ер, t;i:LM 110 t;ебе не будет 

шп·uморфизмом дан.н.01·0 1'рафа. Так, е(;:.1111 мы pat;L:MU'l'pи.м цикд 

h = (1 2 3), то h (3) = 1, h(4) = 4, и. h (3) 1-1 h(4), н.u 'Из ~·u4 . # 
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Н 3с:1.,кдю'iение с;формуди.руем бе3 докс:1.,3с:1.,тедьс;·1'во., теорему , 

дока,3с1.,нную Фрухтом в 193~ 1·. и хс1.,рс1.,ктери3ующую вс;е ко

не'-lные 1'ру1п1ы в терминс:1.,х t'рунн с:1.,втоморфи3мов конеL1ных 

неори.ентировс:1.,нных t 'рс:1.,фов. 

Теорема 5.5 (теорема Фрухта). Каждс:\JI коне'-lнал 1'рун-
11а и.3оморфнс:1., t 'PY 1нш автоморфи.3мов коне'-tнО1 'О неори.енти.ро
вс:1.,нного графс:1.,. 

5.8. Топологическая сортировка 

Определение 5.17. Ориептирова,,.,,пой сетt,ю (иди нро
с;то cernt,ю) наЗывс1.,ют бr::с:киптурпый upnr::nrnnpuFJannый ёраф *. 

llос;к.одьку с;еть я.вдлетс;л бес;контурным t'рс:1.,фом, можно 110-

каЗать, '-1ТО с;у щес;твуют fJF::pU.J,'Unы ( узл,ы) с;ети с; нулевой пи

л,ус:тr::пr::пью ·uc:xuda, а тс:1.,кже верши.ны (у3ды) с; нудевой пил,у

с:rпr::пr::пью захиdа. llервые наЗы.1:щют стока.ми и.ди. выхода.ми 

сети, с:1., вторые - исто·чпика.ми или входа.ми сети. 

Определение 5.18. Уровепt, вершипы с;ети. - это нс:1.,ту

ра.,1ьное 'iИ.(;JI0 1 онрщ.1,едлемое с;ш:щующим обрс:1.,3ом; 

1) e(;JtИ. ноду с;тенень 3с:1.,ходс:1., верши.ны рс:1.,внс:1., О, то ее уровень 

равен() и. наоборот (т. е. нудевой уровень N 0 - это множес;тво 

вс;ех входов); 

2) е(;J1и. множес;твс1., Ni вершин уровнл i онредедены ддл вс;ех 
i ~ k, то уровень N1,;+1 с;одержи.т те и. только те верши.ны, 

npr::dшr::c:mfJF::гt/н,aк·u которых нри.нс:1.,дJшжс:1.,т дюбому и.3 уровней с; 

номером от () до k , нри'-1ем с;ущес;твует хотл бы одиli нредше
с;твенни.к уровнл k, т.е. 

"ll .1:i~которых за.цач:ах встр~ч:аюгсн. бщжонгур.tiы~ ор.1:1~.1:iги:рова.нны~ 

1·рафы1 и:м~ющи:~ б~сю)н~ч:ны~ множ~сгва в~рши:н: .1:1 д,у1·. Таки:~ 1 ·рафы 

.tiс.\.Зываюг б~скон~ч:ным.1:1 с~гн.ми:. Мы рассмагри:ва~м гоJrько KO.ti~ч:.tiы~ 

с~ги:. К ром~ гщ ·01 в ли:г~рагур~ по г~ори:и: 1 ·рафов г~рми:н: ,, с~гь" и:нщ '.да 
и:сп:ользу~гсн. в и:ном смысл~ - д,JI}i об·ь~кга1 бол~~ с1южно1·01 ч:~м 1 ·раф (см.; 

Jiб1io'Нtr;r.:·uu U.H.). 
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гце 1 ' - 1 ('и) = { х; х ➔ ·и} - множеt;гво пред;шеt;гве1нн1ков верши
ны 'И. 

Уровень верши.ны t.:ети. можно и.нтернрети.рова.ть ка.к дJ/,ину 
V 

Ma.Kt;И.MёtJ!ЫiOl 'O пуrп·и от входов t.:ети. ДО этои верШИ.liЬl. 

Определение 5.19. Порядковой фупкцией t.:ети. G -
= ( V, Е) на.зыва.ют отобрсtжени.е огd; V • N, t;OllOt;TctВJпrющee 

ксtждои вершине t.:ет·и. ном~р ее у ровнл. 

1:30 MliOl 'И.X 11ри.кдёtДliЫХ 3ёtДёt'iёtХ ВОЗliИ.Ксtет нробдемсt Та.КО! 'О 

у норя.до'itши.я. верши.н t;ети. 1 нри. котором верши.ны1 нри.нсtдде

жсtщие одному уровню, pctt;l!Oдctl'ctютt.:л дру1' нод дру1·ом, ct ду1'и. 

ориентирова.нно1 'О 1 'pctфct ведут в е1 'О изобра.ж~нии нсt шюt.:ко
t.:ти. от вершин t; меньши.м уровнем к верши.нсtм t.: бодьшим 

уровнлм t.:JШBa. нсtнрсtво. llодобно1'0 родсt 11ро6Jшмсt tlёtЗЫвсtе1•t;л 

нробдемой тоnо.л,о-ги'Ческой сортировки, ноt;кодьку необ

ходи.мо pctt.:lIOJIOЖИ.TЬ вершины гра.фа. Нёt ШЮt.:КОt.:ТИ Та.К, ч:тобы: 

от'iетдиво быдо в.и.дно рсtt;нредедени.е верши.н 110 уровнлм. Ссtмо 

рсtt.:110Jюжени.е нри. этом может быть рёtЗным, ди.шь бы оно и.мело 

,, t.:JIOИt;тy ю ~, t;тру кту ру, в которой ксtждый t.:JIOЙ t;Оt.:Т'а.ВJrлют вер

ши.liы OДtlOL'O уровш-1. На. ри.t;. 5.38 11окёtЗа..liЬ1 t;еть и. резудьтсtт 
V 

нри.меtlеtlи.я то110Jю1 'И. 'iеt;кои t;Орти.ровки. t;ети.. 

То11одо1 'и 'iet.:кctл t.:орти.ровксt нрименя.етt.:л в t.:а.мых рёtЗliЫХ 

t.:и.тусtци.лх, нсtнри.мер нри. рсtt;11сtрсLJ1Jшди.всtни.и ё:LJН'ори.тмов, ко

гцсt ПО некоторому ОПИ.t.:ёtНИ.Ю ёtJIГОри.тма. нужllО t;Оt;Т'а.ВИ.ТЬ грсtф 
V V 

За.ВИt.:И.МОt.:теи eL'O онерсtци.и и., ОТt;Ортировсtв е1 'О TOllOJIOl'И. 'iet;KИ, 

онредеди.ть, ксtки.е из онера.ци.и лвдлютt.:л неза.ви.t.:и.мыми. и. мо1'ут 

BЬlllOJlHЯ.TЬt.:я. llёtpёtJ!JleJlЬHO (одновременно). 

Формё:LJ!ЬНО TOllOJIOl'И. 'iеt;кую t;Ортировку можно реёtJ!И.ЗОВа.ТЬ 

110-рёtЗному. Мы онишем оди.н из возможных методов*. 

Этот мето_д t;Ot.:'l'OИ.l' в вы 'iИ.t.:JШliи.и. норлдковой фу .liкци.и. t;ети. 

и. и.звеt.:теli ксtк а.л,-горитм Дем укр она. llpeд11oдct1 ·сtетt.:я., 'iTO 

верши.ны t.:ети. нрону меровсtны от 1 до п. 

"1.1,µу l 'И:~ м~ru.цы: 1.' U1IOJIOl 'И. 'i~lЖUЙ: С.:Ul)1.'ЩЮIЖИ. с.:м,; К пут Д,; H·uprn Н. 
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Рис. 5.38 

Но..l'дЛДl:iО ll()OЦe(.;(.; Oll()eДeJlel:iИЛ Y()OBl:ieЙ ве()ШИl:i MOЖl:iO ll()ед

(.;То..ВИТЬ (.;JНЩующим об()а.зом. Нудевой у()овеl:iь об()а.зуют входы 

с.;ети - ве()шины с.; rмJл,ус:rп~п~н,:,ю зихиди, ()о..вной U. Удш1ив из 
с.;ети вс.;е Ве()ШИНЫ нуJШВОl'О У()ОВНЛ и ис.;ходящие из них дУl'И, 

Bl:iOBЬ ноду '!ИМ с.;еть, ВХОДо..МИ КОТО()ОЙ будут ве()ШИl:iЫ lle()BOl'O 

У()ОВНЛ И(.;ХОДНОЙ с.;ети. У КаЗо..1:il:iЫЙ ll()OЦe(.;(.; ,, 110(.;JIOЙl:iOl 'O ;, у Дi:LJШ-
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ни.л вершин t;.r1едует нродолжа.ть до тех 11ор 1 нока. в(;е вершины 

и.(;ходной (;ети. не будут ра.(;11реде11ены 110 уровнлм. 

Ад1'ори.тм Дему крона. И.(;llОдьзует митрuчу смt;·J1с1-шс:т:и f>t;р

'Ш'ШН, Н TИ.llo.. '(1., Х n В Ko..'ie(;TBe (;реД(;ТВо.. 11реД(;То,Вдени.я. (;ети. И. 

О(;НОВа.Н не11о(;ред(;твенно на. онредедени.и. уровнл вершины и. 

(;ВОЙ(;'l'Ва.Х ма.три.цы Н. Можно увидеть, 'iTO (;умма. элементов 

k-1'0 (;'l'Одбца. ма.три.цы Н рсtвнсt 11оду(;те11ени. за.Хода. вершины 

·ur,;. llоэтому 7 нро(;умми.рова.в элементы ма.три.цы 110 В(;ем (;ТОдб

цам и. 13ыбрсtв вершины, t.:оот13етr..твующи.е (;ТОдбцам t.: нулевой 
V 

(;уммои, ноду'iи.м множеt.:'1'130 вершин нуJ~ево1·0 уровнл - 13Хо.ды 

(;е'l'И. . 

.оез у t;.rIOl3нo, ,, фи.зи. 'iе(.:ки. ~- у До..J1я.ть вершины и. ду 1 ·и. из t.:ети. 

и. вы'iерки.вать из матрицы Н t.:·1·роки., t.:оответt.:·1·вующи.е уда

дя.емым верши.нам1 нет необходи.моt.:ти.. llpoцet.:t.: вы 'iИ.t;.r1ени.л 

порядковой фуакции можно оргсtнизова.гь t.:Ледующим обрсtзом. 

Зсtни.шем (.:у ммы элементов (.:ТОдбцов мсtтри.цы В в вектор м

ДJ1ины п. llpи. этом эдемент rnr,; вектора. М будет t.:одержсtть 

11оду(;те11ень За.ХОДсt вершины ·ur,;. llу(;ть из (;ети у До..Jiены вер

ши.на. щ и. вt.:е и.(;ходящие из нее ду1·и. Зсtметим1 'iTO элемент 

bik: рсtвен 11 et.:J1и из вершины щ идет ду1·сt в нершину ·ur,; 1 и рсt

вен U в 11ро·1'ивном t;.r1y'icte. llоэтому 1 'iтобы ноду'iить новую 

11оду(;те11ень зсtходсt вершины ·ur,; 1 необходимо из эдементсt rnr,; 

вектора. М вы 'iе(;ть элемент bik: ма.три.цы Н. Чтобы нере(;'iИ.-
V 

та.ть 11оду(;те11ени. за.хода. 13(.:ех верши.н t.:ети., О(;Та.вши.хt.:л в неи 

11ot;.r1e удо..J1енил вершины ·щ, на.до и.з вектора. М вы'iе(;·1ъ i-ю 

r..;троку ма.трицы Н . 

Et;.r1и нсt О'iередном шсt1 'е входа.ми t.:ети ЯВJlЛЮТ(;Л вершины 

·и - ·и - то длл онr)едеденил t;.r1едующе1'0 t.:Jюл ;• неr)шин нуж-~ 1 1 ' ' ' 7 '/, ,. 7 1:' 1, 1:' 

но из нектора. М вы'iеr..;ть r..;троки ма.трицы Н (.; номера.ми. i1, ... , 

i,. и за.фикt.:ирова.ть ноные нулевые эдементы нектора. М, нолви.в
ши.еr..;л 110(.:де вы '!И.Та.ни.я. Фикr..;ирова.ть r..;дедует и.менно но13ые 

ну Jtевьш эдементы, 11оt.:кодьку эдементы вектора М, (;Оответ

r..;тв у ющие вершина.м, JШжа.щим на. нредыдущи.х уровнлх, (.:То..J1и. 

ра.вными. U на. нредыду щих шш 'а.Х о..Jll 'Оритма.. 
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ЗсLмети.м, '!ТО норлдковую фуJ:iкци.ю (;ети. можl:iо 31:LДсLть, yкcL-

31:LB MJ:iOЖe(.;TBcL верши.J:i, нри.1:iсLДJШЖсLЩИ.Х КсLждому ypOBJ:iIO, И.JlИ. 

соно(;тсLви.в ксLждой веµшине ее номеµ у µовl:iл. llеµвый сно(;об 

более удобен нµи. теоµети. '-lески.х µcLccy ждени.лх, втоµой - нри. 

ВЫ '--lИ.(;JШJ:iИ.ЯХ. 

Алгоритм Демукрона 

вычисления порядковой функции сети 

Ал1'ори.тм обр1:L61:L1ъш1:Lет мсLтри.цу Н (;МеЖJ:iО(;ТИ. верши.1:i 1'p1:L
ф1:L норлдксL п . Н ре3ульт1:Lте рсLботы а.JН'Ори.тмсL ноду'-lсLем мсLс

сив О·гd длины п, ~-и элемент котоµо1'О µсLвен номеµу уровня 

вершины щ. 

О. Сформи.ровсLть множество Vi верши.н (;ети.. ЗнcL'-lel:iи.e 

счегчиюt уров.1:IеЙ k положить равным О. Найти (.;уммы элеме.1:I
тов 110 всем (;ТОдбцам матµи.цы В (нолустенени 3ахода веµшин) 
И 31:LllOJlHИTЬ ИМИ. М1:LС(;И.В М. 

1. Е(;J1и. МJ:iОЖе(.;тво V1 l:ie нусто, нерейти. J:icL ша1' 2, еl;ди. 

иl:ia'--le, то нерейти нсL ш1:L1' 3. 

2. Онредели.ть Мl:iожество I 1:iОмеров В(.;ех 1:iОвых 1:iудевых 

эдемеJ:iТОВ M1:L(.;CИ.B1:L М, Т .е. ТсLки.х, '-!ТО (;00TBeT(;'l'B у ющш~ эти.м 
номеµам веµши.1:iы нµина.длежа.т множеству V1. 

llµи(;воить эдемента.м Ма.(;(;ИВа. Огd с номеµа.ми и3 множе(;тва. 

I 1:iОмер уровl:iн. k и. у д1:LJ1и.ть верши.1:iы с эти.ми. 1:iОмера.ми. и.3 MJ:iO
жel;ГBcL V1 (,,3а.Ма.l;ки.µов1:Lть 1• веµшины). Ны'iе(.;'ГЬ И3 масси.всL М 

стµоки. матµи.цы Н, (.;ООтветствующи.е веµши.1:iам (.; 1:iомеµами. и.3 
MJ:iOЖe(;TBa. [ (т .е. верШИ.J:iсLМ 110(.;JШДJ:iel '0 вы '-lИ.(;JleJ:iJ:iOl 'О ypOBJ:iЛ). 

Уведи.'-lи.ть (.; '-le l''-lИ.K уµовl:iеЙ J:icL 1 (k = k + 1). Неµ1:iу1ъ(.;Я J:icL 
Ша.1' 1. 

3. За.коl:i '-lи.ть ра.боту . 

Пример 5.15. llµи.меним а.JП'Оµи.тм Демукµона. к (;ети, 

нpeд(;'l'cLBJШJ:iJ:iOЙ J:icL ри.(;. 5.38. Ма.три.цсL (.;MeЖJ:iO(;'l'И. верши.1:i (;ети. 
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имее·1' GJшдующии вид; 

1 2 3 4 5 б 7 8 9 1() 11 12 13 14 
1 1 1 
2 1 
3 
4 1 
5 1 1 1 
б 1 1 1 1 
7 1 
8 1 1 1 1 
9 1 1 
lU 1 1 1 
11 1 
12 
13 1 
14 1 

Приведем 110GJп:щoвctTt',JIЫiOL:ть 31:ictLiel:iиЙ мctL:L:ивct М 7 L:оот

ветL:тву ющу ю итерсtцилм а,.111'оритмсt и множеt,;твсt Ni вершин 
i-1'0 уровнл. llpo'iepки t,;оотве·1ттвуют вершинсtм7 не нринсtд
JШжсtщим мl:iожеt,;тву V1 (,, зсtмсtL:ки.ровсtнl:iьШ " вершиl:iы) 1:ict L:О

ответt,;тв ующем этсtне ctJH 'OPИ'l'Mct. 

1 2 3 4 5 б 7 8 9 1() 1112 13 14 
2 1 5 2 u 2 2 u 1 1 2 2 3 1 Nl) = {5, 8} 
2 () 4 1 1 1 u () 2 2 3 1 N1 = {2, 9, 10} 
U - 4 1 1 u 2 1 2 () Ni = {1, 7, 14} # 

- 3 1 () 1 1 1 N3 = {б} 
- 3 U () u () N4 = { 4, 11 1 12, 13} 
- () - N5 = {3} 

Ад1'оритм Демукроl:iсt может быть модифицировсtl:i тсtк1 'iТО
бы он OL:Tctl:ictВJIИBctJI(.;}11 еt,;дИ ориеl:iтировсtНl:iЫЙ l'pctф, llOДctl:il:iЫЙ 

1:ict вход 1 1:ie лвшш1'L:Л L:етью, и L:ообща,.11 об этом. Moжl:io увидеть, 
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что а,.1:iа./lИЗИруемый: l'ра.ф .l:ie будет L:етью ТОl'Да, И TOJIЬKO ТОl'Да., 

ко1 'дсt нри очереп;ном неревы чиL:де.1:iии ма.L:L:ивсt М не нолвлт<.:я. 

.1:iОВЫе нуди . 

.1:3 зсtключение ра.(..тмотрим вонро<.: о <.:шrзи нонлтий: ориенти

ровсt.1:i.1:iОЙ: <.:ети и упирлd(J'Чtенни;:,и мнuжecrrttjU. 

Та.к ка.к L:еть е<.:ть бе<.:КО.1:iтурный: l'ра.ф, то ипmишен·ие ди

сrп·иж·имисm.:и в .1:iем будет ип1,ни·шен'Uем пиряdки. Дей:<.:твитель

но, нуL:ть длл двух O'l'JIИ чных дру1· от дру1·сt верши.1:i ·и, ·и L:ети 

верШИ.1:iа, 'U ДОL:ТИЖИМа, из верШИ.1:iЫ 'И ('и ⇒"' ·и) И верШИ.1:iа, 'И ДОL:ТИ

ЖИМа, из вершины ·и ('и ⇒* ·и). То1·дсt L:ущеL:твует нуть ненулевой: 

ДJ1ины из ·и в ·и ('и ⇒+ ·и) и из ·и в ·и ('и ⇒+ ·и). От<.:юдсt вытексtет 1 
что <.:уще<.:твует нуть ненулевой: длины из ·и в ·и ('и ⇒+ 'U) и из ·и в 

·и ('и ⇒+ ·и) . Следовсtтелы10, <.:ущеL:твует кинтур, <.:вя.зывсtющий: 
вершины ·и и ·и, что невозможно. 

Обратно, 11у(;ть (А, ~ ) - конечное унорлдоченное множе
(;ТВО. Со11о(;тсtвим ему ориентировсtнный: l'ра.ф G = (V, Е) та.к, 

что М.1:iоже<.:тво верши.1:i V .1:iа.ходитL:л L: А во взсtим.1:iо ОД.1:iОЗ.1:iа.Ч
ном (;ООтве·1ттвии, а. множе<.:тво ду1' онредедя.ет(;л (;дедующим 

обра.3ом; ·и ➔ ·и то1·да и тодько то1'да, ко1'да ·и dим·ин·ирует .1:iа.Д 

'U в (;МЫL:де порлдка ~ -
ПоL:троенный: тсtким обрсtзом ориеитировсtliный: грсtф G бу

дет (;етью. Дей:(;твитедьно, 11ред110Jюжим, что в нем (;уЩе(;твует 

ко.1:iтур, t.;одержащи.й: .1:iекоторую верши..1:iу ·и. То1'да ·и ⇒+ 'U , та.к 
ка.к контур еL:ть путь ненудевой: длины. EL:JIИ 'U • 1 ·и, то L:уще
(;твует ду1·сt (нетлн:), ведущсtн: и.з ·и в ·и, т.е. ·и ➔ ·и. Но такой: 

нетди. в 1·рафе G быть не может, так как ни. один эдемент не 
может ДОМИ..1:iИ.рОВа..l'Ь .1:iа.Д t.;ами.м (;Обой: (от.1:iОШе.1:iи.е ДОМИ.1:iиро

.ванил иррефJШКL:ивно). 

E(.;JIИ же 

OTJIИ '--!Нсt.я. ОТ 

110(..:'l'pOe.l:iИIO 

невозможно. 

т.е. (;еть. 

·и ⇒п ·и, гце п > 1, то (;уЩе(;твует вершина. ·и, 

'U таксt.я. что 'U ⇒+ 'И и 'И ⇒+ 'U отку·да (.;Ol'Jla,(.;HO 7 7 7 7 

1·pctфct G, (;JШдует, ч1·0 ·и < ·и и ·и < 'U, но это 

Итак, G - бе<.:коитурный: ориеtlти.роваиный: граф, 

Нходы (;е'l'И G еt.;·1ъ м·ин·имил,1:,ные :JJ1,,ементы иt.;ходно1·0 уно

рлдоче.1:iно1·0 M.l:iOЖe(;'l'Ba., а выходы - ми·кс·ими,1/,,ьн.ые. Кроме 
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то1'0, ксtждый уровень (.;ети. обрсtзует инrп·ши/~n'> в унорлдо'iен

ном множе(.;тве ( А, ~). 
llо(.;1'роеннсtл (.;еть G будет обдсtдсtть еще одни.м и.нтере(.;ным 

t;J:ЮЙt;твом; дшr дюбых трех нонсtрно ра.зди. 'iных веµши.н 'U, ·и и. 

'Ш И.3 TOl 'O, '-!ТО 'U --+ 'U И. 'U --+ 'Ш 1 L:J1едует 'U -R 'Ш . Ина.'iе 1 ·01:юр.я., 

в t;ети. G отt;ут(.;твуют вt;е " зсtмыксtющи.е ду1·и.\ аодобные ду1'е 
·v1 --+ ·v3 ддл (.;ети, и.зобµсtженной на. ри.t;. 5.39. Тсtки.е (.;ети будем 
на.3ывсtть простыми. 

{а} {а,Ь} 

{с} {Ь,с} 

Рис. 5.39 Рис. 5.40 

Итсtк, ксtждому унорлдо'iенному множеt;тву может быть (.;0-
ноt;тсtвденсt нроt;тi:IЛ (.;еть (.;Ol'Jictt;HO они.(.;сtннои выше нµоцедуре. 

Этсt нµоt;тсtл (.;еть может рс1.,t;(.;Мсtтри.всtть(.;л ксtк всtрисtнт нс1.,1'длд

но1 ·о и.зобµсtжени.л коне'iНОl'О у11орлдо'iенно1'0 множеt.;·1·вс1., и. и.t;-

11одьзовс1.,·1ъ(.;.я, кс1.,к d'Uаё..рамми Хас:с:е. Hct ри.t;. 5.40 11окс1.,зс1.,нсt t;еть, 
t;OllOt;TctBJШHHctл множеt;тву вt;ех нодмножеств трехэдементно

го множества { и, Ь, с;}, уноµлдо'-!енtЮI'О отношением вюrю'-!ени.л. 
Подезно (.;равнить эту сеть (.; ди.аграммой Хассе, нри.веденной 

на µи.с. 1.13. 

5.9. Элементы цикломатики 

llpи. обсу ждени.и. сLJН 'Ори.тмсL rм1 ·ис:ки Е> ё..луб·ину в нeup·ueнrri-u

put>aю-c,uм, ё.-рифе µсtссмс1тµи.вщ1с.я. вонµос о нои.ске тсtк нсtзывсtе

мых фунdименrпилf>ных 'U/UКЛИЕ> l'J!ciфct. llpи. этом 110,ц фундсtмен

тщ1ьным нони.мсLJI(.;Я: ци.кд, содержащи.й в то'iности. одно ибрат,

ние ребри, и. между фундс1ментщ1ьными. ци.кдсtми. и. обрсtтными. 
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ребра.ми уL;та.liа.вдившюс.;ь вза.имliо OДliOЗlia.'--lliOe с.;оответL;твие. 

Фу liДa.MeliTc\.llbliЬШ ЦИКJIЫ ВО31iИКа.ЮТ В(.;ЛКИЙ раз, как ТОJ!ЬКО 

фикL;ирова.liО 11роизводьliое разбиеliие вL;ех рr:-бер lieopиeliтиpo

вaliliOt'O t'ра.фа. lia древr:-с:ныr:- (формирующие liекоторый ма.кL;и
ма.11ьliыЙ ur.:rпuвный Jl,er; И(;ХОД1iо1·0 1·рафа.) и обратliые, 11ри '-!ем 

в общем L;ду '--lct.e это разбиеliие может быть зада.liО L;OвepшeliliO 
tlезавиL;имо от а.111'оритма nuur.:кa в ё,Jl,уб'Uну. lloиL;к в 1·дубиliу 

ес.;ть дишь одиli из L;11ос.;обов реа.11изации такоt'О разбиеliил. 

Те11ерь ра(;(;МОтрим В011р0(; О фу liДa.MeliTa.JlЫiЫX цикдах lie

opиeliтиpoвaliliOl 'O t'рафа с.; а.JН'ебраи'--lес.;кой то'--lки зреliил и 110-
ксt.жем, ч:то фундсt.менто.Льные цикды лвдлютt.;л ба-:зи,r.:им неко

тороt 'О Jl,'UHeйнuё,U прис:rпранс:тва, которое (;Одержит вс.;е цикJ1ы 

графа, а а.JП'оритм ноиt.;ка в 1•дубиtlу вы'--lиt.:длет одиli из бази

t.:ов это~ ·о диlieЙliOl 'O 11роL;тра1it.:тва *. Ад1 ·ебраи. '--leL;кoe из у '--leliиe 
ЦИКJIОВ lieopиeliTИpOBa.liliOl'O l'рафа Ba.ЖliO, В '--la,(;'l'liO(.;'l'И, нри И(.;

l:дедовсt.liИИ 11робдемы pct.t.:110З1iaвct.liия. 'U-:Juмupф'U:змa двух ё,рафив. 

llyt.:ть с - liекоторал 'Urtnь 1·рафа G. Через Е( с) обозliа.'--lи.м 
мliожеt.:тво ребер этой це11и. Ддя. дюбой це11и с мliожеt.:тво ее 

ребер Е( с) онредедлетt.;л OДli03lict.'--lliO. Обра.тliо, et.:Jrи фикt.:иро

ваliо какое-то (кolie'--ll!Oe) мliожеt.:·1·во ребер {е1 , . .. , еп} t'рафа 
G, то можliо доказа.ть t.:дедующий факт; et.:J1и у кaзaliliOe вы

ше мliожес.;т.1:ю ребер формирует це11ь, т.е. с.;ущес.;твует та.км 

це11ь (11ot.:JШДOBa.TeJIЬliO(.;TЬ верши!! l'рафа) ·иu, 'U1, . .. , 'Un, '-!ТО 

{'uu, ·u1} = ei 1 , ••• , { ·ип- 1, ·uп} = еiп, t'Де 1 :::;;; i1, ... , iп :::;;; п, то эта 
цень нри уt.:Jювии, '-!ТО Olia lie лвдлетt.:л циююм, онредедлетt.:л 
t.: ТО'--lliос;тью до норлдка ра(.;нодожеliия. ребер в 11оt.:J1едовате.11ь-
1iО(.;ТИ ( от ·иu к ·ип иди. !!а.Оборот). Ес.;ди. це11ь я:ВJ1летt.:л цикдом, 

ТО OlicL онредедлетс;л (.; TO'--lli()(.;TЬIO ДО 11оря:дка раt.;ПОJЮЖеliИЛ ре

бер в 11оt.:J1едовате.11ь1iоt.:ти и до выбора. lia.'--laJIЬliOЙ вершиliы ·иu. 

Так, tla ри(.;. 5.41 МtlОЖе(.;тво ребер { {'и1, ·и~}, {'и~, ·u3}, {·u3, ·u5}, 
{·u5, ·и0 }} формирует це11ь ·и1, ·и~, ·u3, ·u5 , ·и0 , а также це11ь ·и0 , 
·u5 , ·u3, ·и~, ·и1 (,, иliверL;ил;· нредыдущей цени.). Мliожес.;тво ре-

"' Огм~гим, ·-гго н~ любой бс\.3И(.; мож~г быть выч:и(.;л~н поч;->~11,(..;гвом 

1ю1,ккс;1. ~ 1·дуби.н.у ((.;м. 1·рс;1.ф .н.с;1. ри(.;. 5.23). 
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Рис. 5.41 

беµ { {'Иl, 'И~}, { 'и~ , 'И3}, { 'И3, 'U1}} фоµмиµует ЦИКJl 'Иl, 'И~, 'И3, 'И1, а. 
вмеr.;те r.; llИM цикды; 

Мt-1ожеr.;тво же µебеµ { {'и1 , 'Ui}, { 'и~, и3} , {·и3 , 'U5}, {'u4, 'И0 }} t-1e 
фоµмиµует t-1иксt.кой цени. 

То1-дсt., 1 ·оворя. Ш;фoµмa.tlbllO , et.:JlИ lle l)o.3J1И 'ia.Tb цени, t.:Оt.:ТО

я.щие из O.LJ,llИX и тех же µебеµ, llO нµоходимые в 11µотиво11OJюж
t-1ых Ю.Ыlра.ШШllИЛХ, И ЦИКJlЫ, r.;оr.;толщие из ОДllИХ И тех же ребер , 

llO пµоходимьш в lll)ОГИВОПОJЮЖНЬIХ Ha.lll)a.BJШllИЯX и ог l)o.3JlИ:'--l
llЫX lla.'ia.11ьt-1ыx веµшиt-1, можt-1O отождеt.:твить цtши ( и цикды) 
t.; мt-1ожеt.:·1'ва.ми их µебеµ. Эти t.:ообµсt.жеt-1ия. нозводлют ввеt.;ти 

V 

онера.ЦИЮ t;JIOЖellИЛ ценеи Ка.К онеµа.цию lli-J..Д MllOЖet;TBa.MИ их 

µебеµ. 

Ддл двух пµоизводы1ых цепей а, Ь t'µct.фct. G их t.:умму онµе
ДеJiим ( t.: у'iетом t.:,цeдa.llllOl 'O выше за.ме'iа.llил) 'l'а.к: 

а Е9 Ь = Е(а) 6. Е(Ь), 

т.е. t;JIOЖellиe ценеи t.:ВО,ЦИТ(;Л к ВЬI'iИ(;JШllИК> C:'UМ,М,f;.'Пi,p'U'Ч,t:-C:'КUU 

paзнvc:rn'u мt-1ожеt.;тв их µебеµ. 

Сумма. ценей, вообще t'Оворл, t-1e ЛВJ1я.е 1·r.;я. ценью, т.е. r.;оот

вегt.;гвующее миожеr.;тво µебеµ в общем r.;дy'-la.e t-1e фоµмиµуег 

цень. На. µиr.;. 5.41 r.;у мма. ценей 'U1, 'U3 1 'И4 1 'U0 и 'Ui, 'И3 1 'U4, 
'И5, 'Ио lle еr.;ть цень. Алс:ебра, гис:rпемvй ибризующ'Uх котоµой 

t;Jtужит МllОжеr.;тво вr.;ех KOlle'illЫX ценей Дi-J..llllOl'O l'l)i-J..фi-J.. G, llo.3Ьl-
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всt.ют а.11:геброй цепей пеориептироваппоzо zрафа G. Эта. 
а.111 ·ебрсt. лвдлетс.;я. иб eJ1,efЗ ий ё,руппий в с.;и.ду извес.;тных с.;войс.;тв 

онерсt.ции с.;имметри'iес.;кой ра.Знос.;ти множеt,;тв (t;м. 1 и 2). 
Jlюбсtя. сt.беJШВа. L'py1111ct. G = (М, Ef\ О) может быть pct.t,;cмo

·1,peнct. ка.к J/,'UНейние npucrnpuнcrnfЗu нид пил,ем, Z:г ( пил,ем, fЗЫ

ч,еmufЗ пи мидуJ/,ю 2). Дейt,;твитедьно, 011ред~1им умножение 

эдементсt. у 1·ру1111ы на. эдементы нодя. Z:г; О· у= О и 1 ·у= у. tlы-
u 

llОдНение а,К(.;ИОМ динеИНОl'О нроt,;трсt.Н(.;ТВа. в этом (.;JIY'ia.e можно 

де1·ко нроверить. Обра.тим внимсt.ниt\ 'iTO в дюбой J/,'UНейний 
п 

кимб·иnи·и/и'и I: лk · t:k элементов t:1, ... , t:1,; тсt.ко1 ·о линеинОL ·о 
k-l 

нрос.;тро..нt;тво.. ксt.ждый коэффициент л1,; ро..вен либо О, либо 1. 
То1 'До.. 11оня:гно, ч:то нетривиа.11ьнсt.л динейнсt.л комбинация: эде

ментов t:1 1 ••• 7 t:n, т.е. динейно..л комбино..ция., не вt,;е коэффици

енты которой рсt.вны О, еt,;•1ъ не 'iTO иное, ка.к t;уммсt. эдементов 

не11уt;тО1'О нодмножес.;твсt. множес.;твсt. { t:1, ... , t:п}. 

llрименив ука.Зсt.нное ноt;троение к аJН'ебре ценей неориенти

рованно~ 'О L 'ро..фа., ноду ч:им линейное 11роt;тра.нство ценей до..н

НОl 'О 1'µct.фct.. EL'O на.Зывсt.ют nрострапство.м, цепей zрафа. 

За.метим, 'iTO в этом нµоt;тµа.нt;тве каждый элемент 11ротиво-
110Jюжен с.;ебе t;о..мому, та.к ка.к длл ка.ждо1 'О эдементсt. а это~ 'О 

11µос.;·1·µ0..нt;тво.. и ЕiЭ и = fJ ( в с.;иду извеt;тных с.;воЙс.;тв онеµа.ции 

с.;имметµи'iес.;кой ра.Знос.;ти). 

Ро..с.;с.;мот·µим гепеµь J/, 'UHeйnue nudnpucrnpuncrnf>и этого ш1-

нейно1'0 11µоt,;тµсt.нс.;·1·всt., пирижденние мнижесrnf>им вt;ех коне'i

ных цикJюв да.нно1 ·о 1 ·µct.фct.. Это динейное нроt;тµсt.нс.;тво будем 

на.Зыва.ть npocrnpancrnвo.м, ЦUKJl,06 да.иного zрафа. 

llµot,;тpct.нt,;твo циююв неориентиµова.нно1'О L'ра.фа. еt,;ть тем 

(.;1:t,МЫМ Л,'U'Н.,(;','U,'Н,(j,,){, uбUJ/,U'ЧKU в нµос.;тра.нс.;тве ценей Да.ННОl'О l'l-)ct.фa. 

множес.;тва. вс.;ех eL ·о коне'iных цикJюв ( нµич:ем, ка.к видно на. 
µис 5.42, t;уммсt. циклов в общем t;Jryч:a.e tle еt;ть цикл). Ес.;ди 

l'l-)a.ф коне'iен, то eL'O lll-)OC'l'l-)a,H(.;'l'BO ЦИКJЮВ 'l'а,КЖе коне'iНО. 

Теорема 5.6. Множеt;тво фунда.мента.11ьных циююв, вы

'iИt;J1я:емое aJll 'Ol-)ИTMOM TЩ'UCKU fЗ ё,л,уб'Uну В неоµиентиµова.liliОМ 

L'pct.фe G, еt,;ть ба.Зиt; 11µоt;тµсt.нt,;1'ва. цикJюв этОL'О L'l-)ct.фa.. 
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и б 

Ри~;. 5.42 

• Ка.к QШДует и.з O11и.t.:<1ни.я. а,.111'ори.тма 11ои.t.:ка в l'дуби.ну, ка.

жды.й вы.'iи.Q1ю~мы.й и.м фуtiд<1м~нта,.11ьны.й ци.кд t.:од~ржи.т в 

то'iноt.:ти. одно обра.тное ребро и каждое обратное ребро нри

на.ддежи.т в то'iноt.:ти одному фундамента,.11ьному ци.кду. Таки.м 

обµа,3ом1 ка.ждый фунд<1мента,.11ьный цикд t.:одеµжи.т µебµо, не 

нµинадд~жащ~е Ot.:Ta,JlЬHЫM цикдам1 и, t.:JШДОВатедЬНО1 t.:y мма 

Эдементов дюбоt'О ненустОl'О НОДМНОЖе(.;ТВi:1., МНОЖе(.;'l'Ва, фунда.

меНТ'а,JlЫIЫХ ЦИ.КJIОВ OTJlИ'i.lii:I., ОТ' liYJIЯ, т.е. фундамеНТа,JlЬliЫе 

ЦИ.КJIЫ, ВЫ'iИ(.;ЛЯемые а,.11горитмом llOИ.(.;Ki:I., В глуби.ну 1 ЛВJIЛЮТ'(.;Л 

Jt,'U'Н,f:;;U'Н,U 'Н,f:;;ЗU(> 'UC:'UMЫM'U. 

Тенеµь докажем, 'iTO дюбой ци.кд t'µафа G е(.;'l'Ь ди.tlеЙtlал 

комби.н<1ци.я. фу нд<1мента,.11ьных ци.ююв. 

Док<1жем сна'iа,.11<1, 'iTO в нростран(.;т.ве ци.ююв сумма дюбых 

двух отди.'iных дµу1' от дµу1'а ци.кJюв ~t.:ть ди.бо зимr,;'Н,у1пия, 

'Ц, f:;;1tf) (в 'iat.:TliOCTИ, цикд)1 дибо неау (.;ТОе МНОЖе(.;ТВО 11O11арно 

не неµе(.;екающи.х(.;Я. (т.е. не и.меющи.х оди.н (.; дµу1'и.м ни. общи.х 
µебеµ, ни. общих веµшин) за.мкнутых ценей"'. 

Пусть С1 и. Ci - два ци.кла t'рафа G. Et;J1и. OtlИ н~ и.меют ни. 

общих веµшин, ни общи.х µебеµ, то дока,3ыв<1емое утвеµждение 

"Эгl> вырс:\.ж~ни:~ ~l:гь, ри.3ум~~гс;.н, воJrьнос;ть р~'-Iи:. Crpl>L 'O t 'Овор.н, 
u u 

с;у мму 3с:\.МКliУГЫ.Х ц~а~и li~Ib3.Н НU3Вё:t,ГЬ МНОЖ~(;ТВОМ 3с:\.мкнуты.х ц~п~и, liO 

~Й: В 11,c:\.HHl>M (;JIY'-Ic:\.~ МОЖНО l>1.1,H03Hc:\.'-IHO (;l>ПО(;Гс:\.ВИГЬ l ' c:\.KO~ МНОЖ~(;ГВО. Тс:\.К, 
Нс:\. ри1.:,. Е>.42 1.:,умм~ циклов (;()()ТВ~Г(.:,ТВУЮГ 11,Вс:\. н~п~р~(;~Кс:\.К>ЩИХ(.:,Н. м~жп,у 

1.:,uбuй: ци.кдс:\.. 
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три.tН1.о.-'1Ь.1:iU. Пред11UJЮЖИ.М, 'iTU е1 = {а1, Ь1}, ... , еп = {ап , Ьп} -
вс.;е ребра., общи.е для. ци.клов С1 и. с'!, (ри.L:. 5.43). O(.;'l'а..1:iОВИ.М(.;Я. 

.l:ia. L:лy'ict.e, ко1'да. общи.е ребра. в обои.х ци.ю1сt.х t.;Jшдуют в од.1:iом 
и. том же норядке. Н ксt.ждом и.з рсt.с.;с.;мсt.три.всt.емых ци.ююв для 

ксt.ждuгu i = 1, п-1 с.;ущеL:твуют цепи, с.;uединлющие вершины Ьi 

И Щ+l· OбО3.1:iа.'iИ.М И.Х W/ ДJlЛ LiepBUГU ЦИКJiа. И. W/ ДJIЛ BГUpUl'U. 
Тсt.кже с.;ущес.;твуют цени., в нервuм ци.ю1е - WJ и. 1:ю втором -
wJ, с.;оеди..1:iЯ.ЮЩИ.е верШИ..1:iЫ а1 И. Ьп. ilL:e эти. цени. Та.КОВЫ, 'iTO 
.l:ie с.;одержсt.т .1:iИ OД.l:iOl'O из ребер ei , i = 1, п. llос.;кОJ1ьку ребра. ei , 
i = т;п, - вс.;е ребра., uбщие ДJIЯ ЦИКJЮВ С1 И с'!,, TU для Ka.ЖДUl'U 
i = U, п-1 цени W/ и W/ не имеют общих ребер и имеют две 
общи.е вершины (с.;м. рис.;. 5.43). Это зна.'iИ.'1' 1 'iTO ксt.ждо.Л L:умма. 
w/ ® w/, i = u, п-1 , ес.;ть ЦИКJl (в нpuc.;тpct.H(.;'l'Be цеш~й l'ра.фа. G). 
Обuзнсt.'iим е1'0 X i . 

Wl 
1 

w2 
1 

W l 
о 

w2 
о 

w2 
2 

Рис. 5.43 

Доксt.жем, 'iTO циклы X i нонсt.рно не нереL:ексt.ютс.;я. (т .е. не 

имеют нонсt.рно ни общих верши..1:i, ни общих ребер). ДеЙL:тви

теJ1ьно, цени W/ и W/ нри i f:- j не мu1'ут иметь ни общих 
вершин, ни uбщих ребер, та.к ка.к вершины а1 , Ь1 , а'!, , Ь'l,, . . . , 
ап, Ьп - это, нu 110L:трuе.1:iию, вс.;е вершины, uбщие ДJlЯ. цикJюв 

С\ и С'!,. В то же времл (ддл фикL:ировсt.нного s Е= { 1, 2}) никсt.кие 
дне цени W/ и WJ нри i f:- j не мо1'ут иметь общи.х вершин и 
ребер, та.к ка.к то1'да. цикJ1ы С1 и.ли С2 не быJ1и бы нроL:тыми 
ценя.ми. 
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Итак, ци.ю1ы X i нонарtiо tie нере<.:екают<.:л. То1'да 

нри.'iеМ в том и. TOJlЬKO в том (.;дy'ict.e, КОl'ДёL МJ:iОЖе<.:тво ребер 

{ е1, ... , еп} форми.рует цень, J:ia11и.<.:aJ:tю;1,я. выше <.:у мма е<.:'l'Ь ци.кд. 

Aю:I..IIOl'И.'iJ:iO раt.:t.:матри.вает<.:}! t.:Jly'iaЙ, КОl'да ЦИ.КдЫ С1 и. с'!,, 

tie и.мел общи.х ребер, и.меют общи.е верши.J:tы: и1, U'l,, . .. , Un 

(µи.<.: . 5.44). То1'да, как MOЖJ:iO ви.деть tia µи.<.: . 5.44, <.:умма 

С1 Е& с'!, будет ЗaMKJ:iY'l'OЙ ценью (кuтuра.Я. В общем t.:Jly'iae J:ie 
будет ци.ююм) . Muжtlu 11uказа1ъ, 'iTO утверждеtiи.е t.:uxpati}ieт 

r.;и.ду и. в общем <.:ду'iае, ко1'да дна ци.кда имеют общие ребра, 

которые в цикдах t.:Jшдуют в нроизводьliом норлдке. 

W l 
о 

Cl 
Wl 

1 
Wl 

n 

al a n 

w 2 
1 

w 2 
n 

С2 

w2 
о 

Рис. 5.44 

llусть С - нроизводыiыЙ цикд l'рафа, а /1, . .. , f"rn - вt.:е 

e1'U обратtiые ребра, и нуt.:ть Р1, ... , Рт - фytiдaмeliTaJlЬliыe 

цикды, t.:одержащие ребра /1 , ... , f"m <.:00·1,вeтt.:твetiliU . 

J:->аt.:t.:мотрим t.:уммы ( в нµоt.:траtit.:тве цикJюв): 

CE&F1 = С1, 

С l Е& F'l, = С Е& F1 Е& .fi~ = С'/,, 

C,n-'l, Е& Fm-l =С Е& F1 Е& · · · Е& Fm- l = Crn-l· 
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Ксtк быдо дoкctЗctliO выш(;, ксtждсtл и.3 эти.х l:умм (;l:Ть ди.бо 

3с1мк1tу '1'сtл це11ь1 ди.бо м1tожеr.;тво 11011ctp1to 1te 11ереl:екс1,ющи.хl:л 
ЦИ.КJЮВ7 11ри. '--l(;M l:уммсt ci 7 l ~ i ~ 'n - l, L:ОД(;ржи.т oбpctTliЫ(; 

ребрсt f i+li ... 7 fm1 и. TOJlbKO И.Х7 TcLK КсLК 11ри. (;JЮЖеliИ.И. с r_; .Р1 

и.r.;че3с1,ет общее дшr 1tи.х ребро /1 1 ари. (;JЮЖе1tи.и. С1 l: F2 - общее 

ддл 1tи.х ребро / 2 и. т.д. СJшдовсtт~1ь1tо, 11О(;JШД1tлл и.3 эти.х l:умм 

r.;одержи.т ед,и.1tr.;тве1t1tое oбpct'l'liOe ребро fm • З1tсtчи.т, r.;уммсt 

Ст-1 (;l:Ть ци.кд. Н r.;с1,мом д,~1(; 7 еl:ди. бы Olict быдсt 1t(;11уl:тым 
MliOЖ(;(;TBOM llOllcLpliO l:i(; ll(;p(;l:(;Kc:\.IOЩИ.XL:Л ЦИ.КJЮВ1 ТО l:OД(;pЖctJlct 

бы 110 крсtЙ1tеЙ мере двсt тсtки.х ци.кдсt. llоl:кодьку в Cm- l тодько 
од,1tо обра.т1tое ребро, то 110 крсtЙ1tеЙ мере оди.li и.3 эти.х ци.кJюв 
11роход,и.д бы тодько 110 древеr.;1tым ребрсtм1 что 1tево3мож1tо. 

A1tctJIOI'И. '--iliO, 11ред11одсLI'сLЛ, что Cm- l еr.;ть 3cLMKliY 'l'cLЛ це11ь1 
не лвдлющмсл циююм1 11одучи.м (r_; учетом с;rед,r.;тви.л 5.1), 'П'О 

u u 

ТёLКШi Ц~llb ap~д,L:TcLBИ.McL В ви.д~ r.;уммы 110 крсtИli~И м~р~ двух 

циююв, не и.м~ющи.х общих р~б~р. Тогда. оцин и.3 эти.х циклов 

r.;одержи.т TOJlbKO др~В~(;liЬШ р~брсt, '--iTO lieB03MOЖliO. 

Итсtк, r.;уммсt Cm-l еl:ть ци.кд, r.;одержсtщи.Й тодько OДliO 

обрсtТНО(; р(;бро. Н r.;иду В3с:\.ИМНО OДH03HcL'--iliOl 'O L:ООТВ(;ТL:ТВИ.Л 

между множеr.;твuм uбра.тных ребер и мнuж~r.;твuм фундсtмеli

ТсLJrьных цикJюв цикд Ст-1 r.;uвп.сt,цсt~т 1,,; фундсtментсLJrьным ци

ююм fi~п; 

Cm- l = Р,п, 
иди 

uтку ДсL ( llOl:КOJlЬKY КёLЖДЫЙ эдемеliт 11por.;тpctliL:TBcL ЦИ.КJЮВ 11po
TИ.BOllUJIOЖ(;li L:cLM l:(;бе) 

Тсtким обрсtЗом1 11рои3водь1tыЙ ци.кд С 11р(;д<;тс1,вдлетr.;л в ви.д(; 
li~кuторой ди.1tеЙ1tоЙ кuмби.1tсtци.и. фу 1tд,ctм~1tтctJ1ь1tыx ци.кJюв. • 

И3 дuкctЗctliliOЙ теоремы с;шд,ует1 чтu '--iИ.(;JIO фу1tдсtме1tтсtJ1ь-

1tых ЦИ.КJЮВ, licLXOДИ.MO(; с:\.Jll'Ори.тмом llOИ.(.;KcL в l'дуби.1tу' pcLBliU 
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l-)a3Mep1:i0(.;TИ. JlИ.l:ieИl:iOl 'O 11poc;тµal:i(.;'l'Bi;t, ЦИ.КJЮВ И lie 31:t,ВИ.(.;И.Т от 

выбора l:ia'iё:w'lЬl:iOЙ веµши.1:iы, 11ос;коJ1ьку вt;е ба3и.t;ы кolie'iliOмeµ-
u 

ного ди:неиного пµос;транt;тва с;оt;толт и:з. одного и того же 

'iИ.t;да вектоµов [ IV ] . Это 'iИ.c;JIO 1:iа3ывают 'Ц'UКJl.'U'Ческим ран
гом lieoµи.el:iти.µoвal:il:iOl 'O 1 ·µафа. f->а31:iос;ть 'iИ.t;да вс;ех µебеµ 

l'рафа и el'O ЦИ.KJIИ.'iet;KOl'O palil'a На3ываетt;л KQЦUKJl.U'Чecкuм 

рангом неори.енти.рощtliНОl'О 1'µафа. Таким обрёtЗом, ци:кди: 'iе

t;ки.й µан1' нeoµи:eнти:µuвalil:iUl'U 1'µафс1., - это 'iИ:(.;JIO uбµатных 

µебер нµи: нои.t;ке в ! 'дуби.ну из. дюбой веµши:ны, а коци.кди.'iе

t;ки.й µalil' - 'iИ:c;JIO древес;l:iых µебеµ 11µи. нои.t;ке в l'дуби:liу из. 

тои же веµши:1:iы. 

tlыведем формуду, t;влз.ывающую ци.кди.'iеt;ки:Йµа1:i1' v, 'iИ:t;JIO 
µебер n1,1 'iИ:c;JIO верши.li п и. 'iИ:t;JIO кимпи'Н,ент Сt>,Я,:З'Н,Uс;rrи1, k 
11µои:3водьliО1 'О 1:iеоµи:е1:iти:µова1:i1:iО1 'О 1 'рафа G. 

Обо3liа'iи.м 'iepe3 µ, кuци.кди.'iес;ки.Й µa1:i1' 1'µафа G. Т01'да, 

поt;кодьку в неир'Uе'Н,rn'ирива/н,'Н,им, depeвr:, ч:и:с..;Jю µебеµ на еди.1:iицу 

меl:iьше 'iИ.c;J1a веµши.li, нuду 'iИ.М 

v = тп - µ, = тп - ( (п1 -1) + ... + (п,_ -1)) = тп - п + k, 

l'.Ll,e n i - 'iИ.c;JIO верши.1:i в i-й ком1101:iеliте t;BЛ3liOt;ти. 1·рафа G. 
Итак 

' 
v = тn - n+k. 

Эта формуда выµажает ци.кди.'iеt;ки.Й µal:il' l:ieopи.eliти.µoвal:i-

1:iOГO l'µафа 'ieµe3 характери:t;'Ги:ки: 1'µафа, l:ie 3ави:t;лщи:е от с.;110-

t;Оба 11ои:t;кс1., в l'дуби:1:iу, и: тем с;амым еще l-)a3 нодтверждает 

И:liвaµиal:iTl:iU(.;TЬ ЦИKJlИ:'iet;KUГO µанга OTtIUt;И:TeJIЬtIO выбоµа lia

'iё:w'lЬHOЙ веµши:liы ДJIЯ. llOИ:t;Ka. tlыби:µая. ра3дИ. 'iНЫе H1:t,'iё:w'lЬlibШ 

веµши.ны в ё:w'П 'Оl-)Итме нои.с;ка в ! 'дуби.ну 1 мы ноду L1с1.,ем l-)a3дИ'i

liыe ба3и.с;ы нроt;тµанс;тва циклов. 

Ци:кди. 'iеt;ки:Й palil' lieopи.el:iти:poвalil:iOl 'O 1 'рафа 110Ка3ЫВает 

"t;тенень ци:кди:'iliО(.;ТИ. ;, это~ 'О 1 'µафа; 'iем бодьше ци.кJ1и.'iес;ки:й 

µali1', тем больше в 1·рафе ци.кJюв. Jfec, в 'iat;'l'lioc;ти. дерево, 

имеет l:iY девой цикли 'iес;ки.й µali1' ( liY дь-меµl:iuе 11poc;тµct1:it;'l'BO 

ЦИ.КJЮВ) . 
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Пример 5.16. J:->1;1,,t.:t.:мотрим J:ieopиeliтиpoвc:1,,J:iJ:iЫe 1'р1;1,,фы1 
изобр1;1,,жеJ:iJ:iЫе ш1 риt.:. 5.41. llреднОJюжим, ч.то в t.:ниt.:юtх t.:меж

J:iОt.:ти вершиJ:iЫ унорлдоч.еJ:iы но вoзpc:1,,t.:'l'c:l.,J:iИIO J:iОмеров. На. 

риt.:. 5.41 нокс:1,,31;1,,J:iы результ1;1,,1ъ1 ноиt.:кс:1,, в l'дубиJ:iу из двух рс:1,,3!:iЫХ 

вершин: 'V1 в 1'р1;1,,фе G1 и 'V4 в 1'р1;1,,фе Gi. Древеt.:ные р~бра. в l'рс:1,,

фс:1,,х выделены. Но рез ультс:1,,'1'1;1,,м 11оиt.:к1;1,, цикли '--iеt.:кий р1;1,,н1' рс:1,,вен 

41 1;1,, коцикди'--i~t.:кий р1;1,,н1' - 5. В 1'ра.фе G1 фунд1;1,,мента.J1ьными 
Я.ВJlЛЮТt.:Л ЦИКJlЫ* 

С l; 'V0 1-1 'V5 1-1 'V4 1-1 'V0 , 

Ci; 'V5 1-1 'V3 1-1 'V4 1-1 'V5, 

С3; 'V 4 1-1 'V3 1-1 'Vi 1-1 'V 4, 

С 4: 'V3 1-1 'Vl 1-1 'V'l, 1-1 'V3. 

Цикды пронумеров1;1,,ны в порлцке обн1;1,,руженил. 

Дшr 1'р1;1,,ф1;1,, Gi фу1iдсtмеJ:iта.J1ьJ:iыми будут циклы 

lJ1: 'V3 1--1 'V'l, 1-1 'Vl l-l 'V3, 

lJ2: 'U3 l-l 'U4 1--1 'V'l, 1-1 'Ul l-l 'V3 1 

lJ3: 'U5 1-1 'U 4 1-1 'V'l, 1-1 'Vl 1-1 'V3 1-1 'U5 1 

1J 4: 'Ut) 1-1 'U 4 1-1 'V'l, 1-1 'Ul 1-1 'И3 1-1 'U5 1-1 'U0 • 

J:->1;1,,3JюЖeJ:iиe OДJ:iOl'O и TOl'O же ЦИКJiс:1,, с 

по двум укс:1,,31;1,,1Iным бс:1,,3иL:а.М будет L:дедующим (рю.: . 5.45): 

Можно ,цокс:1,,3с1'1ъ, '-!ТО 'UЗ(JМ(Jрфные неориентировс1нные l'рсt

фы имеют 'UЗ(JМ(Jрфные диJ:iеЙн.ые 11роL:тра.1it.:тв1;1,, циююв, одн.1;1,,ко 

"Зс.1,пиl:ьrв<1,}[ циклы (кl>тl>рые, Пl> l>преn,еJrению, еt_;ть Пl>(.;леп,l>вс.1,тельнl>(.;ТИ 

вершин), мы рс.1,п,и нс.1,1 ·лю.1,нut_;ти пишем межчу вершинс.1,ми 3нс.1,ч:uк i----; непl>

t_;реп,t_;т~ешюи n,ut_;1'1:1ж1:1Ml>(.;1'1:1 . 
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с Е9 

V3 V5 V5 V 3 V5 V3 

Vz V4 Vz Vz V4 

V6 VI VI Vв 

с Е9 D4 

V 3 V5 V3 V3 V 5 

Рис. 5.45 

обра.тю)е в общем L:ду 'i.a.e lieвeplio. Нодее то1·0, в и.зоморфliых 

i'pctфa.x доджliы (.;О.1:.н1а.да.ть 1, тоliки.е "' L:'l'руктуры ци.ююв; дюбое 

утверждени.е о ци.юrс\.х, и.L:TИ.liliOe в одном 1•ра,фе, O(.;TctlieT(.;Л иL:

ти.liliЫM в и.зоморфliом ему 1 'рсtфе. 

Тсtки.м обрсtзом, ctlia.JIИЗ ци.кJюв может быть И. (.;НОдьзовсtli ддл 

ДОЮ;l,ЗёLТеJ!Ь(.;ТВёL liеи.зоморфliО(.;ТИ. i'ра.фов. 

Пример 5 .17. ~ёLL:(.;мотри.м 1 'ра.фы, нpeд(.;TctВJ1eliliыe lia. 

ри.L:. 5.46. Зсtметим, '-J.TO у этих 1'рсtфов оди.liсtковое коди. '-J.е

L:тво верши.li и ребер, ct. тсt.кже оди.liсt.ковые (.;тенеliи. вL:ех верши.li. 

llоэтому 1'и.11отезсt об и.х и.зоморфliО(.;ТИ. нред(.;тсtвдя.етL:я. нрсtв

доподобной. О дна.ко для доксt.3а.те.тrьL:твсt изоморфизма. грсtфов 

tlеобхо.ци.мо лвliо у ксt.3сt.ть би.екци.ю МliОЖеL:твс\. верши.li OДliOi 'О 

грсtфсt flct множе(.;тво верши:!! второго 1 при которой (.;ОХрсtняет(.;л 
отtlошение L:межно(.;ти.. llои(.;к тсtкой би.екции. ве(.;ЬМсt трудоемок, 

тсt.к ка.к может нотребовс\.ть 11ошiо1 ·о нереборсt. вL:ех возможных 

ВёtрИ.ёLНТОВ. Для ДOKct.3ct.TeJIЬL:TBёL неи:зоморфн:оL:ТИ Д0(.;ТёLТО9дО 

ноксt.3сt.ть 11ри.1iци.11и.а,.11ь1iу ю liевозможliО(.;'I'Ь yL:'l'a.liOВJ1eliи.л требу

емой би.екции.. ИL:нодьзуем для. это1'О с\.на,.11из цикJюв. 

Проведем 11оиL:к .1> !'дуби.ну в ксt.ждом из 1•ра,фов. ЕL:ди. коди

'-J.е(.;ТJ:.Ю обрсt.тных ребер оксt.жетL:л рсt.3ди. 'i.liым, 1iеи.зоморф1iоL:ть 



5.9. Элементы цик1юмс:1,тики 357 

V3 V10 

V4 V5 V7 

V2 Vв 

G2 
Vl Vg 

V3 V6 V10 

Риr.;. 5.40 

l'pi;iфoв будет ДOKi;:\,31;:\,lii;:\, . Ддл oнpeДt;!leliliOlTИ В Кi;:\,ЖДОМ И3 l'pi;i

фo!:3 lii;:\,'iHeм НОИ(.Ж t.: 1:3ершины 'И1 И будем (.;'-lИTi;:\,'lЪ, 'iTO t.:НИt.:КИ 
V 

t.:межноt.:ти к1;Lждои вершины унорлдо'-lены но 1:303р1;Lt.:т1;Lнию но-

меров вершин. Hi;i риt.:. 5.45 в гр1;Lф1;Lх выдеJшны древеt.:ные 

peбpi;i, ноду'-lенные нри нош.же 1:3 ~·дубину. Н к1;Lждом и3 1·р1;Lфов 

окёL31;LJЮСь по шесть обр1;Lтных ребер, и, t.:дедов1;Lтедыiо, вывод о 

liеИ3ОморфliОСТИ t.:дедi;:\,'l'Ь lit;/1Ь3Л. 

t->ёL3дИ 'iИе MOЖliO у 1:3Идеть 1:3 " TOliKИX ;, t.:ту кту pi;iX ЦИКJЮВ. 

31;Lметим, 'iTO в l'pi;iфe G 1 имеются. '-lетыре цикдi;:\, ддины 3: 

Н 1 ·р1;Lфе G 2 т1;Lких циюю!:3 т1;Lкже '-lетыре; 

0 Дlii;LKO KOJIИ'iet.:Tl:30 ЦИКдОВ ДдИliЫ 4 В l 'pct.фi;LX рi;L3дИ 'iliO. J:3 
1 ·р1;Lфе G 1 т1;Lких цикJюв шесть; 

'И 1 f----J 'И'!, f----J 'И 4 f----J 'U3 f----J 'И 1 , 

'И2 f----J 'И 4 f----J 'U3 f----J 'U5 f----J 'И'!, 1 

Щ) f----J 'И 7 f----J 'V б f----J 'V 1 U f----J 'V 9 , 

'И 1 f----J 'И2 f----J 'V 5 f----J 'V3 f----J 'И 1 , 

'V9 f----J 'U7 f----J 'V~ f----J 'V ll) f----J 'V9, 

'V7 f----J 'И~ f----J 'Vll) f----J 'Vfj f----J 'V7 , 
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Сш:щоватедьно, t'рафы неизоморфны. # 
Итак, ИLТдедование ~;тру ктуры цикJюв неориентированно~ 'О 

t'рафа как инварианта, ~;охраня:юще1'01;я: 11ри изоморфизмах1 
11оз.1:юшшт в некоторых ~;ду '-iёtя:Х бы~;тро находить ответ на 

вонро~; об изоморфноt.:ти двух заданных графов. 

Заметим, '-iTO в общем i_:дy'-iae в~;е цикды t'рафа можно 110-
ду '-iИ'l'Ь 1 раt.:t.:матривая: разди '-iные диней:ные комбинации над ~:t 

фундаментаJIЫiЫХ цикJюв. llpи этом L:Jreдyeт у '-iе t.:ть, '-iTO ре
з у льтатом L:Jюжения: может быть множеt.:тво ребер1 образующих 
неt.:кодько не11ереt.:екающихt.:л цикJюв. 

Вопросы и задачи 

5.1. Скодько ~;ущеL:твует неориентированных 1·рафов L: п 
вершиш1ми'( 

5.2. Доказать, '!ТО t.:умма ~;тепеней: BL:ex вершин неориент-и

рованно1·0 1·рафа равна удвоенному '-iИL:ду ребер (это утвержде

ние извеL:тно 11од названием "деммы о руконожатия:х "). 

5.3. Доказать, '-iTO et.:Jrи '-iИL:JIO ребер неориентированно1·0 

1·рафа L: п вершинами нри 'n > 2 бОJ1ьше С;_1 1 то он L:вя.зный:. 
5.4. Доказать1 '-iTO не t.:уще~;твует неориентированно1·0 1·ра

фа, ~;тенени вt.:ех вершин котороt'О 11011арно разди'-iны. 

5.5. Найти вt.:е но11ар110 неизоморфные неорие11тированtlые 
1·рафы t.: '-iетырьмя: вершинами и тремя: ребрами. 

5.6. Уt.:т'ановитъ1 какие из изображенных tlct риt.:. 5.47 t'рафов 
изоморфны, а какие - нет. 

5. 7. llривеt.:ти нример неориентированно1·0 1·рафа i; '-iетырь

мл вершинами, изоморфноr·о L:воему доноднению (t.:амодо110Jп1и

тедьно1·0). Доказать~ '-iTO '-iИL:JIO вершин JIIOбOl'O (;a,MOДOlIOJIHИ

тeJlЫiOl'O неориентированноr·о r·рафа равно 4k иди 4k + 1. 
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Ри~;. 5.47 

5.8 . Найти группы автuмuрфизмuв графuв1 изuбраже1пiых 
fiёt ри.с.:. 5.4ts. 

а б в 

5.9. Пу с.:т·ь с.:имметри'"шс.:кая: матрица А аuрлдка п, в ка-
V V 

ждuи с.:трuке которои находится. оди.Iiаковое Ш;'-iетное '-iИ. (;JIO 

t fieliyдeвыx ЭJШМеfiтов1 я.вдлетGл матрицей смежfiости неори

ентированfiого графа. llоказать, '-iTO '-iИ(;JIO вершин графа п 

'-ieтfiue. ( У '-iесть, '-iTU Uii = U.) 

5.10. Доказать, '-iTO OTfiOШefiи.e взаи.мfiОИ дости.жи.мос.:ти. в 

upи.efiти.puвafifiUM l'pctфe есть ЭKBИ.Ba..Jl(;fiTfiUCTЬ. 

5.11. YcтctfiOBИ'lЪ, ЛВJlЯ.t;ТСЯ. дИ uриентирuвсtfiНЫЙ l'pctф, и.зu

бражеfifiЫЙ fia ри.с.:. 5.49, свлзfiым. Найти. вс.:е е1·0 комнufiеfiты и. 

би.ком1101iеfiты. 
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Рис. 5.49 Рис. 5.50 

5.12. КоJ:iд~1н.:сtция OJ.-->И.~J:i'l'И.J.-->OBa.J:iJ:iOl'O l'J.-->a.фct G = (V, Е) ~t.:ть 
oµи.~J:iTИ.J.-->UBa.J:iJ:iЫЙ l'J.-->a.ф G' = (V/ р, Е'), 1-де р - uтJ:iuшeJ:iи.e 
взсtи.МJ:iОЙ доt.:ти.жи.моt.:ти. (t.:м . За.Дсt'iу 5.10) 1 ct для любых 'U', 
'U' С V f 

7 
'U' -1 'U' 

7 

Дою::1.зсtть, '!ТО G - бet.:KOJ:iTYJ.-->liЫЙ l'J.-->a.ф то1'дсt и. только то1'дсt1 
ко~ 'да. G и.зомоµфеJ:i t.:воей KOJ:iДeJ:i(.;ctци.и. G'. 

5.13. Нсtйти. вt.:е uµи.eJ:iTИ.J.-->UBr.:\.J:iJ:iЫe l 'J.-)r.:\.фы (.; двумн веµши.
J:iа.ми., Л&/lЛЮЩИ.еt.:л l'ОМОМО.()фJ:iЫМИ. обрёtЗа.МИ. opи.eJ:iTИ..()OBa.J:iJ:iOl'0 

1·pctфct1 и.зoбpctж~J:iJ:iOl'O J:ict ри.t.:. 5.50. 

5.14. У(.;Тс\.J:iОВИТЬ, лвллетt.:л JlИ кондеJ:i(.;а,ЦИ.Л 0.()И~J:iTИ..()0Bc\.ti

J:iOГ0 гра.фсt. ( t.:м. зсt.дсt.ч:у 5.12) его гомоморф!iым обрсt.зом. По

t.:'l'J.-->Ои.ть llJ.-->И.MeJ.-->Ы . 

У К а. 3 а. J:i И.~; BbHl(.;J:iИ.'l'Ь, мож~т JlИ. КОJ:iД~J:i(.;а,ЦИ.Л O.()И.~J:iTИ..()0-

Ba.J:iJ:i0l '0 l'pct.фct. t.:одержсt.ть нетли.. 

5.15. ДокаЗсt.ть, '!ТО OJ.-->И.~J:iTИ.f)OBa.J:iJ:iЫЙ l'J.-->a.ф t.:ВЛ3J:iЫЙ ТОl'Да. 
u 

и. только то1 'Дr.:\., ко1 'дr.:\. в J:ieм еt.:ть нуть, нрuхuднщи.и '!ерез вt.:е 

верши.J:iы. Ot.:·1·ct.J:ieтt.:н ди. этu утвержде!iи.е t.:нрr.:\.ведли.вым, et.:.r1и. 

нотребовсt.ть, 'iтобы t.:уще(.;т1:ювщ1 нрО(.;ТОЙ нуть'? 

5.16. lly t.:ть f"; V--+ V - би.екци.а MJ:i0Жet.:твct верши.J:i oµи.eJ:i

ти.µuвct.J:iJ:iUГU ГJ.-->а.фсt. G = ( v7 Е) В t.:ебл. Uuпut.:Tc\.BИ.M ей Ма.ТJ.-->И.ЦУ 

S (.; Эд~М~J:iТс\.МИ. 

S .. ~ {1, '/,) -
о, 

j = f" (i); 

И.J:ir.:\.'ie. 
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Докс:\.3а.ть.; 

l т а.) s- = S (т.е. S - opтo1·otla.11ыtaJI. ма.три.ца.); 

б) ~L:.JIИ f - сtвтuмuрфи.зм грсtфсt () 1 то мсtтри.цсt t.:м~жнut.:ти. 
т 

Н' с.tвтоморф1iо1 ·о обрс:1.3с.t f ( G) ~t.:ть. Н' = S Н S. 

5.17. Докс:\.3сtть. 1 'i.TU eL:.Jrи. н~uри~нтирuвсtliный грсtф k-регу

длр1iыЙ1 т.е. t.:тен~liи вс.;ех е1·0 вершиli uдиliс.tковы и ра.вliы k 1 то 

'-!И.(.;.JЮ k ~с.;ть c.;oбc.;твeliliO~ '-!И(.;JЮ мс:\.трицы с.;межtlос.;·1·и 1 'рс:\.фс:\.. 

Уксtза.ние; дuкс:\.3а.ть. 1 '-!ТО вектор х = (11 11 ... 1 l)т рс:\.3-
м~рliоt.:ти. п = 1 V 1 ~t.:ть. t.:uбt.:твeliliЫЙ в~ктuр мсtтри.цы t.:м~жliоt.:ти. 

k-pe1·yд.я.p1iu1·u 1·рафсt G. 

5.18. Нш1и.t.:сtть. а.1н·uри.тм lia.xuждeliи..я. MliUЖ~t.:твct нредше

t.:твенников l"' - 1('u) ддл кс.tждой вершины графсt 110 с.;пис.;ксtм 
t.:межноt.:ти.. Оцени.ть. с.;Jюжноt.:ть. а.1н·ори.тмс.t. 

5.19. Что .я.вд.нетс.я. кuмноtlеtlтами. t.:в.я.зtlоt.:ти. в uри.~liти.рu

ва.нliом дереве'! 

5.20. Нсtйти. оt.:товное дерево на.и.меньшего вet.:ct ддл неори
ентировсtннu1·0 1·pctфct с.; деt.:лть.ю вершинсtми1 зсtдсtнно1·0 t.:дедую
щи.м t.:11.и.t.:ком ребер t.: метка.ми. (верши.liа, верши.liсt1 метке\.); 

('и~, ·u2 1 1) 1 ('u2 1 ·u3 1 5), ('из, ·u4 1 4) 1 ('u4 1 ·u5 1 8) 1 ('u5 1 щ; 1 3), 

('ио, ·и8, 5), ('и8, 'U9 1 11), ('u9, ·иш, 8), ('иш, ·и1 1 7), 

('u2, ·иш 1 5), ('и2, ·u7 1 8), ('из 1 ·ит 1 7) 1 ('vз 1 ·и51 3) 1 

(u4, 'V1u, 4), (uo, 'V7, 0) 7 ('V8 7 'V7 1 12), ('u9 7 'И7 1 9). 

5.21. Нсtйти уедови.л, liеобходимые и доt.:татО'iliые для. eдиli
t.:твelitlO(.;'I'И. Ot.:TOBliOl 'О дерева. liаимеliь.ше1 'О вet.:ct. 

5.22. Доказать., '-!ТО t.:еть. лш1летt.:л 11роt.:той1 ~L:.Jrи. дюбой 

11од1·рс:\.ф, норожд~liliЫЙ мtlожеt.:твом вt.:ех верши.!!, доt.:ти.жи.мых 

и.з некоторо1·0 корил, лвдлетt.:л деревом. Heptlo ди. обра.тtlое'( 
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5.23. Ис.;аодьзул сLJН'оµитм Демукµона, найти аоря.дковую 

функцию <.;ети, заданной с.;.rшдующими матµицами с.;межно<.;ти; 

а) 

U U U U 1 U U U U U U 
1 U U U U U U U U U U 
1 U U U U U U U 1 U U 
U U 1 U U U 1 U U U U 
u u u u u u u u u u u 
U 1 U U U U 1 1 1 U U 
U 1 U U U U U 1 U U U 
U U U U U U U U 1 1 U 
U U U U U U U U U 1 U 
u u u u u u u u u u u 
1 U 1 U U 1 U U U U U 

б) 

U U 1 U U U U U 
1 U 1 1 1 1 1 U 
U U U 1 1 U U U 
U U U U 1 U 1 U 
U U U U U U 1 1 
1 U 1 U U U U U 
U U U О U U U 1 
u u о о о u u u 

5.24. Со<.;тавить аодµобное оаи<.;сtние сLJП'оµитма вы '!ис.;.r1енил 

аоµлдковой функции <.;ети1 кот·оµый в <.;ду'iае, е <.;ди входной гµаф 

ес.;ть <.;еть, µаботает как cL.111 'Оµитм Дему кµона, е <.;ди же ина'!е, 

то <.;ообщает о нсLJ1и 'iии. в 1 'µафе контуµов и ос.;танаВJ1иваетс.;л. 

5.25. Эй.л,еровь~м цик.л,ом н неоµиентиµонанном 1'µафе 

назынает<.;л цикд, н котоµом каждое µебµо I'µафа аµоходит<.;я. 

µовно один µаз. Доказать, '!ТО <.;ня.зный неоµиентиµованный 

I'µаф имеет эЙдеµов ЦИКJI ТОI'да и TOJIЬKO ТОl'Да, КОI'Да <.;Теаень 
V 

каждои его веµшины "rетнал. 

5.26. Доказать, 'iTO оµиентиµованный 1'µаф не <.;одеµжит 

контурон ТОI'да и TOJIЬKO ТОI'Да, КОl'да нµи. НОИ<.;Ке 1:3 l'дубину 

из некот·оµой веµшины (незсtви<.;имо от ее выбоµсt) множес.;тво 

обµатных ду l' ау<.;то. 

5.27. Доказать, 'iTO н <.;нязliом oµиeliтиµoнaliliOM 1'µафе liаЙ

дет<.;л неµшиliа1 аµи аои<.;ке н l'дубиliу из котоµой l'дубинliыЙ 

ос.;тонный JШ<.; лвдлет<.;я деµевом. tleµнo ди обµатное'( 

Ука з ан и е; ис.;аодьзуйте µезудьтат зада'iи 5.15. 

5.28. Найти в<.;е нозможные l'дубинные ос.;тонные дес.;а, 11оду

'iё:1..ющие <.;я. аµи аои<.;ке из веµшины ·u1; 
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а.) ДJI.Н: !H:~OpИ.~J:iTИ.pOBa.J:i.tlOL 'О 1 'ра.фа. L: ll) В~рШИ.J:iа.МИ. И. MJ:iOЖ~

L:TBOM р~б~р 

Е = { {'V1 1 'V2}1 {'V1 1 'U:;}1 {'V21 'U:;} 1 {'V21 'U4} 1 {'U4 7 'U5} 1 {'V5, 'Uo}7 

{'Ufj 1 'U7} 1 {'U5, 'U7} 1 {'И7 1 'И~ } 1 { 'И~ 1 'И!)} 1 { 'И!) , 'V1u} 1 {'И~ 1 'V1u}} i 

б) ддл орие.tlтировсtн.tlого L'pctфct L: 10 верши.tlсtми. и. множ~

L:твом ду1' 

Е = {('u1, и2 ) 1 ('u1 , 'И:; ), ('u:;1 'V2)1 ('ui , 'И4), ('ui, 'V1u )1 ('u41 'И5 )1 

('u5 1 'Ио) 1 (и7 7 'Ио ) 1 ('u7 7 'V5 ) 1 ('u7 7 'И~ ) , ('и~, 'И!) ), ('и!) 1 'И1u ) , ('uiu , ·и~) }. 

У к а. з а. .tl и. е; ра.t.:t.:мотреть ра.Зди. 'i.tlЬШ норлдки. pctt.:110Jюжe

.tlИ..Н: В~рШИ.J:i В L:llИ.L:Ka.X L:M~ЖJ:iOL:TИ.. 

5.29. Н.ьпrодни.ть нои.t.:к в 1·дуби..tlу для: неори.~нтировсtнных 

1·рсtфов1 и.зобрсtжеtlJ:iЫХ J:ia. риt.:. 5.471 из ра.ЗдИ'i!iЫХ t.:тсtртовых 

В~рШИJ:i. 

5.30. Н.ынод!iи.ть ноиt.:к в ширину и.з в~ршины 'Vi для. ориен

тирова.!iJ:iОL'О l'ра.фа. и.з За.Да.'iИ 5.28. 

5.31. Н.ынод!iи.ть ноиLж в шири!iу из вершины 'V5 для. ориен

тировсt!i!iОL'О 1·pctфct1 изoбpctжe.li.liOL'O J:ia. риt.:. 5.38. llot.:дe оt.:тсt

новки а,,1п·оритмсt нрододжить ноиt.:к из в~ршины 'И~. Срсtвнить 

L:ТОИМОL:ТИ. нрохожд~!iИ.Н: t.:O ЗJ:ia.'i~J:iИHMИ норлдковой: фу J:iКЦИИ. (.;~
ТИ7 llpИB~Д~J:iJ:iЬIMИ J:ia. риt.:у J:iK~. 

5.32. Ддл орю:штирова.!iJ:iЫХ 1·рсtфов1 Зa.Дa.J:iJ:iЬIX мtlожеt.:твом 

ду1· t.: ука.Зсt!iи~м м~ток (верши.!iсt, верши.ш::1.,, м~тксt.) 1 решить 
За.Дсt'iу тpct!iЗИTИBJ:iOL'O зсtмыксt!iИЯ (в нодукодьц~ В) и За.Дсt'iу 

вы 'iИL:JШJ:iИЯ. кра.Т'iа.Й:ши.х pa.L:L:TOЯ.J:iИЙ: ( в llOдy КОJIЬЦе н,+); 
а.) ('u1 1 'V2, 8) , ('ui , 'Vi, 2), ('u1 1 'И;; , 5) , ('ui, 'И11 3), ('u:; I 'И2 1 2) ; 
6) ('u1 1 'V21 2) , ('u1 1 'V4, 10), ('ui, 'V:; 1 3), ('и:;, 'V51 4)1 ('u5 , 'V41 5)1 

('u27 'U4 7 7), ('u4 , 'И;; , о); 
в) ('u1 1 'И2 1 10)1 ('u11 ·u4 , 5), ('ui , 'И1 1 о); ('u21 ·u:; 1 7)1 ('u21 'V4, 2)1 

('u21 ·u5, 9)1 ('и;; , 'V:; 1 8) , ('и;;, 'И4 1 10)1 ('u4, ·и:; 1 5)1 ('u41 'V5 , 4)1 ('u4, 'V1,, 7)1 
('u5 , 'V1 , 8) , ('u5, 'И;; , 4); 



374 5. 1'1:JUJ->ИH l 'J->AФUH 

1') ('u1, 'И'l,, 2), ('u1 , 'И3, 3) , ('u'l,, 'И3, б), (и3, ·u'l,, 5), ('u'l,, 'И4, б) , 

('u3, 'И5, 2), ('u4, 'И5, 3), ('u5, 'И4, 4), ('щ,; , 'И4, 1), ('ит, 'И5, 5) , ('Иt, , 'И7, 4), 
('uт , ·u2, б) ; 

д) ('u1 , ·u'l, , 1) , ('u'l,, 'И3 , 3) , ('u3 , 'И4, 4), ('u5 , ·u4, 5), ('u5 , 'Uf:;, 1), 
('Иt,, 'И1, 1), ('u1, 'И7, 2), ('u'l,, 'И7, 1), ('u4, 'U7, 1), ('ит, ·u3, 2), ('ит, 'U5 1 1), 
('uт 1 'Ио, 1) ; 

5.33. Ориеl:iтирова.1:пiыЙ 1'раф задаl:i матрицей <;межl:iО(.;ти, 
(.;Одержащей метки <;оотвеТ(.;'l'вующих ребер; 

о 7 8 9 10 
о о 8 9 10 
о - 2 о 9 10 
о -4 -3 о 10 
о -7 -б - 5 о 

_1--}ешигь задач:у о 
V 

КрёtТ'iёtИШИХ ПУГЛХ длл данtlого орие!:iтиро-

вatltlOl'O 1·рафа, обратив В!:iимаш,1.е шt то1 'iTO метки tlекоторых 
дУl' pctBl:iЫ O иди отрицат~lЬl:iЫ. НЫЯ(.;l:iИТЬ, нримеl:iИМ JlИ 3Де<;ь 

а.111'оритм Фдойда - Уорш~1а - Кдиl:iи. 

Moжl:io ди изме!:iить ме·гки ду 1' таким образом, 'iтобы а.111 'о
ритм Флойда - У оршеда - Клини <;га.11 непри.меtlимым'{ 

5.34. У<;тсtl:iовить, можl:iО ди ип1одьзовать аJН'Оритм ФдоЙ
да - Уоршеда - КдИl:iИ ДJIЯ BЫ'iИ(.;Jlel:iИЯ (.;ТОИМО(.;ТИ нутей 

l:iаибольшей длины во взвешеl:itlОМ графе. Сформулировать 

огранич:е11ие 11а граф1 при котором такое и<;пользоваl:iие воз
мож!:iо. 



6. БУЛЕВЫ ФУНКЦИИ 

6.1. Понятие булевой функции. 
Булев куб 

.1:3 диt.:кретliОЙ мсtтемсtтике бодьшую родь игра.ют кolie'-11:iЫe 

фу liКЦИИ. к О'Н,е'Ч'Н,Ой фу'Н,КЦией 1:iс\ЗЫВа.ЮТ иrпибриже'Н/Uе oд-

1:iOl 'O KOlie'-11:iOl'O MliOЖet.:твct в дРУl'Ое. На.ЖliЫЙ KJla.t.:t.: Та.КИХ 

фу liкций обрсL3 уют бу девы фуliкции. 

Ву.л,ева фу'Н,КЦUЯ ( от n 11epeмeliliЬIX) - это lll-)OИ3BOJ1ЬliOe 

отобрсtжеliие вида. 

(6.1) 

т .е. бу дева. фу liкция. онредедеliсt lict МliОжеt.:тве вt.:ех п-эдемеliт-

1:iЫХ (нри ·п ~ О) пис:леdивиrпел1>нисrпей (иди n-кoмнolieliтliыx 

кирrпежt:-й) liY деЙ и едиliиц и 11ри1iимсtет двсt во3можliых 31:ict
'-ieliия. ; О и 1. 

С ноliлтием булевой функции. тet.:liO t.:влза.liы ноliлтил буш:~вой 

коlit.:тсtнты и булева. 11еременно1 'О 'i<. 

Ву.лева КО'Н,СmаН,mа - это ·инd·ив·иdния, кинс:rrщ,'Н,rпи t.: облсt
t.:тью Зlict'-ieliиЙ { О, 1 }. Тсtким обрсL3ом, t.:ущеt.:твуют две булевы 
конt.:'l'сtнты; О и 1. llo онределению нринимсtетt.:л, '-!ТО ксtждсtя. 

булева. кolit.:TctliTa. еt.:ть тсtкже бу левс1, фу liкцил от О 11epeмeliliЬIX 

( '-i'l'O внолне a.licLJIOl'И'-iliO онределению нул1>ир'Н,ИU иперичии). 
Ву.лево пере.м,еnН,ое - это U'Н,dив·иd'Н,ие переменние t.: облсt

t.:тью Зlia.'-ieliи.Й { О, 1 }, т.е. это нepeмeliliOe, которое может нри

liИМа.ть только двс1, ЗlicJ,'-ieliи.я.; О и 1 (нодобliо тому, кс1,к дейt.:тви-
V 

тельliое нepeмeliliOe 11ри1iимс1,ет 11рои3водьliое деиt.:твитедьliое 

.. в JПП'~l-)с:tту I->~ Ш) Т~()l-)И:И. бу Jrевых фу нкци:Й Тl-)с:tl.\И:ЦИ:()ЮЮ у 1ютµ~6JШ~Т(.:1f. 

Т~l-)МИ:Н: 
11 
бу Л~Вс:t l!~l-)~M~Н:Hc:tn. "' ( В Ж~Н:(.:К()М l-)() 1.\~). Н() Tc:tK Kc:tK В 1.\c:tHH()M 

К()мп:л~кL:~ уч~бни:к()в 11µи:нп.т т~µмин "11~µ~м~н:н:()~" ( L:l-)~1.\H~l '() l-)()1.\c:t), мы 

llИ:Ш~М В~31.\~ 1) бу Jl~!IO lr~l-)~M~н.t,IO~ ;\ . 
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Зl:ia'iel:iШ:~, а ком11J1екс;l:iое 11epeмel:il:iOe - 11роиз1:юдьl:iое комш1екс;-

1:iОе Зl:ia'iel:iиe). То1 ·да с; ис;11одьзоваl:iием 1101:iя.тия. бу дева 11epe

м~l:il:iOl 'O мы мож~м задать буде.в у фу 1:iкцию ( о.1) занис;ью у = 
= f" (x1, ... ,x,J, в которой каждое будево 11epeмel:il:iOe Xi , i = 1, ·п, 

и фу!:iКЦИЛ f" нри!:iимают два ВОЗМОЖl:iЫХ Зl:ia'iel:iил; u и 1. llepe
мel:il:iЫe х1, ... 1 Хп 1:iсtЗывают нри этом nеремен:н,ым·и бу.л,евой 

фупкции f". Фикс;ируя Зl:ia'iel:iиe сч ~ { U1 1} каждо1·0 нepeмel:il:iO
гo Xi, нодуч.аем кортеж а = (сх1, ... , a,i) из множеt.:тва {U1 1}'\ 
1:iазываемый пабором зnаЧ,еnий nеремепных х1, ... , Хп, и 

с;оответt.:твующее ему ЗJ:iaLrel:iиe фу!:iкции f" (сч, .. . ,схп) 1 которое 
будет 31:iач.еl:iием 11epeмel:il:iOl'O у, t.:011oc;1·aвдel:il:iЫM зaдal:il:iЫM 31:iа

ч.еl:iия.м не р eмel:il:iЫX х 1 1 ••• , х п . 

lloд ч.ерк1шм, ч.то1 ес;ди с;1~ециаJ1ь1:iо ш~ 01 ·оворе!:iо нротивl:iое, 
в выраж~l:iии у= f" (x1, ... ,x,J вс;~ 1шp~мel:il:iЫ~ 11реднода1·аютс;я. 
нонарtiо рсtЗди 'itiыми, т.е. нробе1'ающими каждое 1:iеза.виt.:имо 

от дру1·их множеt.:тво { U, 1}. 
llоалтию будевой фуliкции можliо 11ри,цать ин:ой t.:мыt.:д, по

нимал эдемеl:iты множес;тва { U, 1} как ис;тиннос;тные зна'iенил, 

а имetitIO llOtiИMM едиtiицу как " Иt.:TИliY 1' 1 а liY JlЬ как "JЮЖЬ;.. 

Такие ис;·1·инноt.:тl:iы~ знач.ени.н мо1·ут быть как мы знаем с.;0110-, 7 

с;тавден.ы каждому выс:r,;азьнзан.:u:ю. ТОL'Да булева фун.кцил еt.:ть 

liекоторое 11равидо1 нозводлющее каждому фикс;иµоваliн.ому на

бору иt.:тин.1:iоt.:тн.ых зн.ач.еl:iиЙ, т .е. н.абоµу 31:iач.еl:iиЙ бу девых 

11еремен.liых, (;0110(.;Тавить то ИJIИ ИliOe И(;ТИН.liОL:ТН.Ое зн.а'iен.ие. 

Так может быть вы'iиt.:лен.о, н.анµимер, ис;тин.н.ос;тн.ое зн.ач.еliие 

(;JЮжн.01·0 выс;казыван.ил, t.:ос;1·авден.liо1·0 110 011µедедеliн.ым 11µа

видам из нµос;тых выlжсtЗы.ван.ий. llодобн.01·0 µода с;Jюжн.ые 

ВЬl(;КёtЗЫВан.ия: t.:ос;тавля:ютt.:я: (.; llОМОЩЬЮ .Л,(}ё, 'U'Ч,ес;r,;их unepU'll/Uй; 

иди 1' и 1' e(;JIИ то ;, и т 11 У казан.liая. JIOL ·и ч.ес;ка.н Иli-
" ' " ' 1, • • • ' • • • • • 

теµ11ретация: буде.вой функции 11озволя:ет нон.я:ть, ноч.ему буде.во 

11eµeмelitlOe ч.ас;то нсtЗывают JIOI 'И чеt.:ким неµеменным *, а бу ле
ву фуtlкцию - JЮL'ич.ес;кой фуtlкцией (или фуtlкцией аJн·ебµы 

JЮI'ИКИ). 



б.l . lluнJ1тиe буле1юй функции. Ь'улен куб 377 

Кроме то1'0, L:Ol'дo..L:liO онредедеliи.ю, будевс:1, фуliкци.л от п нe

peмeliliыx еL:·1ъ отображеliи.е п-й декартовой L:тенеliи. мliожеL:твсL 

{U,l} в мliожеL:тво {U,1} 1 т.е. lie 'П'О и.lioe 1 ксLк n-apnu,J(, ипери
·и/ия licL мliожеL:тве { U, 1}. Тем <.;с:1,мым JIOl'И. 'iеL:ко..я. и.liтер11ретс:1,ци.л 
будевой фуliкци.и. L:Оl'да<.;уетL:л L: ее щн,ебрсLи.'iеL:кой и.liтернретсL
циеЙ; будевсL фун:кцил е<.;ть оперсLцил ( в ш1гебрсLи. 'iе<.;ком L:MЫL:Jie 
ЭТОl'О t;JIOBcL) lia, МliОЖеL:тве И.(.;'1'И.lili0(.;TliЫX ЗlicL'ieliи.Й. Tol'ДcL 

и. ноliя.ти.е JI01 'И. 'iе L:кой онерсLци.и., которое быдо введено po..liee 
( (.;М. 1.1) 7 ОКсLЗЫВсLеТL:Л 'iа,(;ТНЫМ (.;JlY '-la,eM uбще1 'U 11UliЛТИЛ u11ерс1,
ции ( (;М. 2 .1) . 

8удем обознсL'iсLТЬ 'iерез P'l. мliоже<.;тво в<.;ех будевых фуliк
ций (ддл вL:ех возможных Зliо..'iений п 'iИt;Jia, неременных), с1, 

'iерез P'l. ,n - мliожеL:тво вL:ех будевых фуliкци.й от п нepeмeliliЫX 

(ддл фикt;ИрОВа,Н:liОГО п). 

Из онредt'денил L:дедует, 'iTO 

P'l, = U Р'l.,п· 
n;::u 

Итсtк, обдсtL:тью онредедеliил дюбой булевой функци.и от п 

{ }п пepeмeliliЫX ЛВJlЛ{;Т(.;Л МНОЖ{;(;ТВО u, 1 , Т'.е. бу,11,ев куб" ризмер-
'Н,UС:m 'U ·п. Эдементы булево.. кубс1, { U, 1 }п нсLЗывс1,ют п-мерnым·и 

буJl,еf3ыми f3eкrnupaмu (иди nаборам·и) . Чиt;Jю в<.;ех эJшмelil'OB бу

JШВо.. кубо.. { U, 1 }'i L:ОL:то..вдлет 2n. Эдемеliты будевс:1, куба будем 

тс1,кже liсLЗЫВа,ТЬ el'O верШИ.liа,МИ. 
8удев куб {U, l}n я.вJн1е1'<.;Н нuc:·uu1,eJ1,eм., буJ1,евой UJ1,ё-ебры ~вп 

( это же обозно..'-lение '-lct<.;тo будем и<.;11одьзовс:1,1ъ и ддл L:оответ

<.;твующе1 ·о будевс1, кубо..) . Но в дюбой будевой щн•ебре А = 
= (А V А О 1) 011°едеJ1лет<.;л ксLк извеL:тно еL:те<.;твенное от-1 1 1 1 1" . 1 1 

nuшen·ue nupJ(,dкa ~ тс1,к, '-lTO ддя: нроизводьliых а, Ь Е: А L:оотно-
шеliие U ~ Ь BЫllOJlliЯ.eTL:Я. ТОl'Да, И ТОJ1ЬКО ТОl'Да,1 KOl'ДcL U V Ь = Ь 
( иди, '-lTO рс:1,вноL:идьliО, u., А Ь = а). Нс1,11омним ( L:м . 3.4) 1 'iTO буде
вс:1, щн•ебрс1, Iffin я:вдлет<.;я: lie 'iем иным, кс:1,к п-й deкaprnuf3uй сте

пенью dfЗух:J,11,ементпний бyJl,ef3oй а,11,ё-ебры Iffi = ( { U1 1} 1 V, f\ U1 1). 

"'YпL)гp~бJDiК>TL:». гi:J..кж~ т~рмины: ed'U'li'U'Ч,'HЫU ·куб ризм.ерн.,исrп·и п, 

п-мер·ны.:й еd·ан.,u·Ч,н.,ый куб; вмеL:'l'О L:JIOJ;j.i:J.. 1,куб;' 1·овор,п' тi:J..кже " 1·и~1еркуб ;', 



б. НУ Jll!.JHЫ ФУНКЦИИ 

Со1'даt;но общему нринцину раt;нроt;траненил отношенил норлд

ка шt декирrпиrзи прu'Uзrзеде'Н.,'Uе М'Н.,ИЖесrпrз ~( t;M. 4.5), ддл 11рои3-
1юдьных двух наб~ров а= (сх1, . .. , a 1i) и (:J = (f:J1, .•. , f:Jп) И3 М>п 
имеет меt;ТО (Х ~ (:J то1-да и ТОJ!ЬКО ТОl'да, КОl'да CXi ~ f:Ji ДJ!Л ка

ЖДОl'О i = 1, п, т.е. с.ц V f:Ji ~ f:Ji . 
Друl'ИМИ (.;JЮВами, (Х ~ (:J ТОl'Да и TOJlЬKO ТОl'Да, КОl'да CXi = f:Ji 

иJ1и сч = U, а f:Ji = 1 для. каждо1'0 i = 1, п. Et;J1и t;ущеt; ·1,ву~т 

хотя. бы одно i ддл котово1'О вынодня.~тt;я. сх · = U (:J· = 1 то 
. ) l:' ~ i ) i ' 

име~т М~(.;ТО t;TpOl'Oe Ю:~рав~Н(.;ТВО (Х < (:J. ~ ч:аt;ТНО(.;ТИ, ~(.;JlИ 

t;ущес.;твует ровно одно такое i, то набор (:J дuм'U'Н.,'ltpyern над 

набором а, так как Лt;__!!О, ч:то в этом t;дуч:ае н~1ь3л найти такой 

набор ?, ч:то а <?< (:J. 
Пример 6.1. Н буд~вом кубе IВs4 

(U, U, 1, 1) < (1, U, 1, 1) < (1, 1, 1, 1), 

нрич:~м второй и3 этих наборов доминирует над н~рвым, а тре

тий - над, вторым (но, еt;т~t;тв~нно, тр~тий уж~ не доминирует 

над 1шрвым, а лишь t;тро1'О больше е1'0). Наборы же (U1 1, U, 1) 
и. (1, U, 1, 1) - 'Н.,t;с;риrз'Н.,'UМЫе -;J.л,еме'Н.,1пы1 так как первал кuм
нонента втор01 'О набора бодьше нервой комноненты 11ерво1 'о 

набора, но 3ато вторал комнонента 11ерво1'О набора бодьше 

1.н·орой ком11он~н1·ы вторОl'О набора. lloд ч:еркнем также, ч:то 

OllИ(.;c.iHHOe t;рсtвнение наборов В03МОЖНО TOJlЬKO ДJlЛ фикt;иро

ванной ра3мернос.;ти и никак н~1ь3я. t;равнивать наборы ра3ных 

ра3мерноt;теи. # 
Рас.;с.;мотренное отношение норлдка на Iffi'n будем на3ывать 

бу.л,евы.м, порядком. 

Нудев куб как упиряdu·Чtе'н,'Н.,ие М'Н.,ИЖесrпrзи, можно и3обра-

3ить в виде d·ииё-раммы Хассе. На рис о . 1 нриведены диа1'рам

мы Xat;c.;e ддя. будевых кубов ра3мерноt;тей от U до 4. 
Другой t;ПОt;Об .н.агллд.н.ого и3ображе.н.ил булева куба Оt;иоваи 

на том, ч:то диа1'рамма Xat;t;e дюбо1·0 конеч:но1'0 уноря.доч:енно
l'О множеt;тва А может быть 3адсtна в виде uр'Uенm.:ириrза'Н.,н,ий 

c:em'U, так ч:то dуё-а и3 rзершины, t;О11оt;1'ашшнной эдементу х Е: А, 



б.l . lluнJ1тиe буле1юй функции. Ь'улен куб 

1 11 111 
о 

I 1 = 0 

п=О 01 10 011 110 
о 

n=l 
001 100 

00 

п=2 
1111 ООО 

п = 3 

1110 

1100 

0011 

0001 

0000 

Ри{;. 6.1 

u 

KU TUl'Дa., KUl'Дa. у ДUМИ!iирует lia.Д х и Ка.ЖДЫ.И уртзе'Нtt> cernu 
L:Ul:ТUИT И3 нершиli, L:UllUL:Ta.НJШliliЫ.X llUlla.p!iU lieL:pa.llliИMЫM ЭJШ

меliТа.М MliUжet.:тнa. А (т.е. эдемеliта.м ю:жuтuрuй а.liтицени н А). 

Ехиды с:ет,·и L:UlIUt.:Ta.Bдeны M'{J.,'Н.,UMUJf,bl-(,blM, а. выхиды - мar,;c:u

MUJf,f>'Н.,blM :Jдемен.,там А. 

Ка.ждый уронень нрtщt.:та.ндя.ющей буден куб ]Вп t.:ети L:Оt.:тоит 

из llt.:ex 13,ершиli, t.:оот13,етt.:·1·1>ующих liа.бора.м, у которых p013-liU 
k ( О ~ k ~ п) ком1101iеtlт отди '-iliЫ. от liY дя: ( мtloжet.:·1•13-0 13-t.:ex 
та.ких 1iа.боро13, ддя. фикt.:иpo13-a.lili01 ·о k ш:1.зы.13-а.Ют k- c.tioeм бу де13-а. 
куба. ]Вп). 



б. НУ Jll!.JHЫ ФУНКЦИИ 

Сеть1 сдужс:tщую и.3обрс:tжени.ем будевс:t кубс:t рс:t3мерности. 'n, 
будем Шt3ывать бу.л,евой п-сетпью и.ди. нрuстu бу.л,евой се

тью, если. уноми.нани.е о ра3мерности. онускс:tетсл. Тс:tк кс:tк 

будев куб и.меет 'Н,U'UМе'Н,t>Ш'Uй :Jлеме'Н,т - 'Н,улевuй 'Н,абuр и. 'Н,U'U

бuлr>Ш'Uй :Jлеме'Н,rn - е(}U'Н,'U'Ч,'Н,ЫЙ 'Н,абuр, то каждая. буJшвсt сеть 

и.меет еди.liствеliliЫЙ вхuд ( нoмe'ieliliЫЙ liY девым lic:tбopoм) и. 

еди.нственный выход (нoмe'ieliliЫЙ едини. 'iным lic:tбopoм). 

Hc:t ри.t;. 6.2 нри.ведеtlu и.3обрс:tжеtlи.е будевс:t кубс:t Ш>4 в в.и.де 
сети.. 

О-слой 

1-слой 

2-слой 

Ри(;. 6.2 

1111 

llоми.мо бу JШBc:t норя.дкс:t 11UJШ3HO тс:tкже ввести. lic:t бу ш~вом 
кубе дру1 'Ое отношени.е 11орлдксt1 которое мы будем на3ывать 
.л,екс'ико-гра(f!и'ческ'и.м пор,11.,дко.м, и.спuлыуя uбu3t~:ач:ени.е --<. 

llуеть а, {-J Е: Iff>'~- ( ДдЛ 11pUИ.3BOJIЬHOl 'O фи.кси.рованно1 'О n). llo 
Ullpeдeдeli:И.IO, а--< {-J , e(.;Jl:И. 

п п z:. CXi . 2n-i ~ z:= fli . 2n-i . (6.2) 
i -l i -l 



б.l . lluнJ1тиe буле1юй функции. Ь'улен куб 381 

Каждсt.н из t.:умм в 1н:~µctвetlt.:'1•вe (б.2) еt.:1-ь tle '-!ТО иtloe1 ксtк 11µед
t.:ТсtШШ.liИе .liекотоµого нсtту l)ii.llЬ.liOГO 'iИt.:Jlct ( ВКЛЮ'iаЛ и нудь) в 
двои 'itlOЙ t.:иt.:теме t.:'iИt.:дetlия. ( 11µи '-!Иt.:де l)ёLЗрл.доJ:3, µctв.liыx фик

t.:11µ01:Ht.litlOЙ µёLЗмеµtlоt.:ти п). Hct ксtждый бу J1ев вектоr мож.liо 
t.:мотµеть как ю:t такое 11µедt.:таш1еtlие (двои'itlЫЙ код) .liсtтурш1ь

но1 ·о 'iИt.:Jict, и декt.:ико1·µафи'iеt.:кий ноµлдок tlct будевом кубе lff,n 

еt.:ть J:Ie 'iTO иное1 как r:,сrпr:,сrпвенный ·ч, ·ис.л,ивий пир.ядик на нод

м.liожеt.:тве {u, 1, ... 1 zn-l} М.liОЖеt.:тва rн..J { U} (11rи уt.:Jювии, '-!ТО 
'-iИt.:Jlёt 3ё:\.Дсt.liЫ В ДВОИ'-itlОЙ t.:иt.:теме t.: '-!Иt.:деtlил.)* . 

Заметим, '-!ТО от.liошение декt.:ико1·µсtфи'iеt.:ко1·0 11оµлдка лв

длетt.:Л1 в отди'iие от будева 11оµлдка1 отношением .л,·инейнQr:И 
rюр.ядка. 

Пример 6.2. Набоµ (1, U, 1) как двои'-itlЫЙ код 'iИt.:Jict 5 = 
= l · zi + U • 21 + l · 2° декt.:ико1·µафи '-!еt.:ки бодьше tlctбoµa (U, 1, 1), 
t.:JIY жсtще1 'О двои 'i.liЫM кодом 'iИt.:Jict 3) .liO 111)11 этом у KёL3ct.litlЫe 

набоµы не t.:µавнимы 110 отношению булева ноµлдка. # 

Однако Jrекt.:ико1'µафи'iеt.:кий ноµлдок 11µи изу'-lеJ:Iии булевых 

кубов и1·µает вt.:номосатедьную µодь. 1::3 '-iсtt.:тноt.:ти1 нµи изобµа
жеtlии будевых кубов (в виде диш·µсtмм Xat.:t.:e иди в виде t.:ети) 

lll)ИHЛTO µа~:.;11одёtl'ё:\.ТЬ веµшины КсtЖДОI'О k-t.:JIOЛ В J!еК(.;ИКОI'l)сtфи

'-!еt.:ком 11оµл.дке ( 110 возµсtt.:таtlию - t.:Jreвct tlct11µctвo иди t.:веµху 

в.liиз) . Незде в дш1ьнейшем, µа~:.;~:.;уждая: о буш~вом кубе ю:tк об 

уноµлдо'iенном мнuжеt.:тве, мы имеем в виду булев пuµлдuк. 

Грань-ю бу.л,ева куба µёLЗмеµноt.:ти п - k 1 1'де ·п - µазмеr

но~:.;·1-ь будева куба, называют мtlоже~:.;тво набоµов, имеющих не 

мetlee k од,и.liсtковых кoм11otletlт. 

Гµань µёLЗмеµноt.:ти п - k в !В'п будет онµедt',дена, et.:Jrи фик

t.:иµовать k номеµов 1 ~ i1 ~ .. . ~ iк ~ ·п и k конt.:тант 0-1, .. . 1 O"k 

из множе~:.;твсt J U 1}. '1'01 'да 1 ·ваtlь oбoзtlct'icteмaл как ]En,i i , ... ,i" 
\. 1 r 1 cr1 , ... ,crk , 

е~:.;ть множе~:.;тво вt.:ех таких а Е: lffin, 'iTO CXi1 = 0-11 .. . 1 ai" = O"k. 

llµи этом коµтеж tlОмеµов ( i1, ... 1 iк) tlсtзывают наnрав.п,епи-

"' оодее l:ГfIOl •о; у нор»L\О'iеююе м11оже~.;т1ю (JEn , ~) изvмvрфкv 1ю1.\м110-
же~.;:гву { (), 11 •• • , 2н-l} С N U { ()} i.; е~.;те~.;т/;j.е1111ы.м ч.и~.;Jювым норп.цком. 



б. НУ Jll!.JHЫ ФУНКЦИИ 

Tl])n, i 1 , .. . ,ik- Е k 
е.м t?.panu li.J)cт1 , ... ,ri k- • L:JIИ 'iИ<.:JIO п - 1 O111н:щеюrющее ра.змер-

liО t.:ть l'PёLliИ1 pёLBliO l (т.е. k = п - l ) 1 то тс1..кую l'PёLliЬ liс:tЗывс1..ют 

ребро.м бу4ева куба lff>n. Тс1..ким обра.зом1 ребро - это мliоже

<.:тво1 <.:о <.:тоя.щее из двух liёLборов, одиli из которых домиliирует 

liёLД дру 1 'ИМ ( в <.:мы<.:де бу девс1.. 11орлдкс1..) . Дру 1 'Ими <.:Jювс1..ми. , эти. 

двс1.. liёLбopc1.. отди'iёLЮт<.:л дру1' от дру1'с1.. 3.1:iёL'ieliиeм единt.:твенliОЙ 

комнонеlifЫ· Ддл ребрсt буде.1:.щ кубс1.. будем иt.:11одьзовсtть обознсt

'iеliи.е [а, (i] 7 llOJlёbl'a...Н, 'i'l'O второй lictбop ДОМИ.liи.ру ет lia..Д 11ервым. 
Jlюбая: вершиRсt булевс1.. кубс1.. <.: <tитс1..етt.:л грсtнью ра..змерRо<.:ти U. 

Moжlio нока.зсtть, 'iTO 'iИL:JIO в<.:ех 1'pёLlieЙ рс:tЗмерliо<.:ти. п - k 
t.:о t.:та..ВJ1лет 2k • С;~. 

Пример 6.3. В 'iетырехмерtlом будевом кубе lff>4 liёL11pc1..
ВJШliиe трехмерной l'pctliи зсtда..етt.:я. фик<.:ировс1..liием OДliOL'O из 

liОмеров от l до 4 и фик<.:ировсtliи.ем знсtL1енил t.:оответ<.:тву

ющей комноliенты нс1..боров1 11ринсtДJШЖс1.,Щих этой l'pctliи. Hct 
ри.<.: . 6.1 выде.1шliы ребрсt 1'рёL1iи. ~,l. Этсt 1·рс1..1iь <.:о<.:тои.т из во<.:ь
ми lictбopoв ; 

(u, u) u) о), 
(U, 1, О , О) , 

(О, 01 01 1)1 

(U, 1, U, 1) , 

(U1 01 11 0) 1 

(О , 1, 1, О), 

(01 01 l , 1) 1 

(U, 1, 1, 1). 

Нс1.. ри<.:. б . l выде.11ены в<.:е ребрс1.. булевсt кубсt lff>3 , имеющие 
liёLllpёtВJШliИe ( 1, 2) . # 

l 'pa..liи булевсt кубсt1 имеющие OДliO и то же lia..11pa..ВJ1eliиe1 liа..-

зывсtют пара44е4t,nы.м·и. Две 11с1..па.11де.11ы:rые гнсtни lff>n,i1 
, ... :ik- и l' l' ст1 , . . . ,а k-

l~ i ,iL , ... ,ik на.зыва..ют соседпи.ми еL:Ли один из нс1.,бопов (а- . . . а- ) .u..,.,--y1 , ••• , Tk- 1 . l' l , , k 

и. ( 'Yl ' ... ' r k) ДОМИliирует liёtД дру l 'ИМ. Hct риt.: . б. l l 'PёLliИ ~,l 
41 Зl i З l i 

И JВ ' L:Ot.:eдliи.e pёtBliO КёLК И. L'PёLliИ. (ребра.) 1~,., , ' И l~v, ' . Но l 1 """U , l) """U , l 
Зl i Зl i 

ребрсt !В ' ' и 11~,., , ' tle я.вдлют<.:я. t.:о<.:едliи.ми. . l ,l) """U,l . 

Нетрудно ДОL'сtдсtтьt.:я., что ксtждсtя. 1 ·рсtнь ра.змерноt.:ти п - k 
будевсt кубс1.. lff>n t.:с1..мс1.. лвJ1лет<.:л буJ1евым кубом рс:tЗмерно<.:ти ·п - k 
и <.:одержит, L:JШДОВа..ТедЬliО, 2п-k вершиli. TO'iliee l'ОВОрл, ЭТёt 
1'pctliь вме<.:те <.: оrrи-tошен'Uем пор.лdка, 'Uнdу·ц'Uроf> анным булевым 



б.2. Лtблицы буленых функций 

порлдком аа Iffin, будет у 11орлдо'--iеааым маожеl:твом, пзuмuрф
н,ым бу деву кубу ]E't-k ( l: буш~вым норлдком ю:t аем). По;н'ому 
чаL:то грани булева куба называют его nодкуба.м'и. 

В то же времл булев куб Iffi'n изоморфао вюrадываетL:л ( не
L:кодькими l:11Оl:обами) в булев куб большей размерноL:ти, а 

имеано будев куб Iffin вкдадываетl:л (ка.к l'ра.нь) в будев куб Iffin+k, 
k ~ 1, L:тодькими l:11ОL:обами, L:кодько L:ущеL:твует разаых п-мер
аых l'рааей В кубе размерllОl:ТИ n + k, т.е. zk · ст~+k l:110l:Обами. 
Так, одаомераый куб lff> вкладываетl:л в двумераый lff>i L1етырь
мя. L:110L:обсtми - как одна из е1·0 'Штырех одаомерных 1'ра.ней 

(т.е. как одно из его 'iетырех ребер, L:м. рис;. о.1). 

До1 ·оворимс.;я. внредь занис.;ывать конкретаые наборы ( эде
меtiты булева куба с.;оответс.;твующей размерtiос.;ти) без с.;кобок 

и заш1тых, т.е. будем 11иl:сtть tle (0 1 1, l), 1), а. l)ll)l (ес.;ди, коне'i
ао, это tie ведет к tiедоразумеаиям). 

Н заклю'--iеаие найдем мuщн,uc:rnr:, мн,uжес:rrн:.а вс.;ех булевых 

фу tiкций от п неремеtiных ддл фикс.;ированао1'О п. llос.;кольку 

каждал булева функцил отображает маожес.;тво из zn эJ1ементов 
в двухэлемеtiтное множес.;тво, а. мощнос.;ть множес.;тва вс.;ех ото

бражений из п-элементноr'О мtiожес.;тва в rп-эдементное paвtia, 
i'~ как извес.;тао т,п то мощнО(.;'l'Ь МtiОжес.;тва р. , . r)авна 2 Н 7 7 ~ ,п .t' • 

'iа(;ТНО(.;ТИ, нри п = О llOJiy'iaeм две булевы конс.;тааты; l) и 1. 

Замечание 6.1. Пос.;кОJ1ьку булева фуакцил от п п.еремеа-
V V 

ных Н.illrн.етсн. в то же времн. и п-арнои 011ерациеи tia мtiожес.;тве 
{О, 1}, то нри п = l) 11олу'--iаем н,у4r:,арн,ую uперицпю. Jic.;ao1 'iTO аа 
маоже<;тве { l), 1} <;уще<;твуют две нульараые онерации; l) и 11 

V 

которые е<;ть ае 'iTO иное1 как ауль и единица двухэлементаои 

булевой ёLJП 'ебры. 

6.2. Таблицы булевых функций 

Бу4еf:>а фун,к'И/UЛ urn п перемен,н,ых может быть задана таб

дицей, с.;ос.;тон.щей из двух с.;толбцов и zn с.;трок. Н нервом 

с.;толбце 11ере'iиСJ1я:ютс.;я. вс.;е tlаборы из lff>n в Jшкс.;икоr·рафи 'ie-
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lЖОм 11орлдке, а. во втором - зна.'-iенил функции на. на.бора.х. 

Форма. та.блицы 11роизвольной булевой функции 11риведена. ни

же (та.бд . 6.1). 

Табл,ица б.1 

Xl .. . Хп f" (xl,···,xn) 
о ... о / (U, . .. ,U) 
. . . ... 

(ak 1 ... CXf. п) 
' ' 

/ ( CXk;,l, • • •, СХk; ,п) 
. . . ... 

1 ... 1 / (1, ... , 1) 

В (k + 1)-й с.:троке тсtблицы ра.п10Jюжен нсtбор 

ЛВJ1я.ющийс.:я. двои '-J.НЫМ кодом '-J.Иt.:Jlct k ( 11ри U ~ k ~ 2п - 1) . 
f->а.с.:с.:мотрим некоторые 11римеры булевых функций, которые 

будем зсtдёLвсtть 11ос.:редс.:твом тсtблиц. 

При п = 1 имеем LJ.етыре булевы функции (табл. 6.2). 

'Гaб✓t'U'l,fa б. 2 

х /1 (:с) I i(x) /3 (х) /4(х) 

о u u 1 1 
1 1 u 1 u 

Функцию /1 называют rпаждесrпвеппай фупкц·ией, а 

функцию /4 - 0"1,ри·цап·ие.м,. Функции / i и /3 НВJ1я.ют<.;н функ
цилми (от ОДНОl'О 11ерем~ННОl'О), 11ринима.ЮЩИМИ 110 (.:ТОЯ.ННО~ 

знсt'i.ение (U и 1 с.:оответс.:твенно) . Их тсtкже За.'-J.а.t.:тую назывсtют 

конс.:пtнтой U и конс.:тсtнтой 1. llос.:тоя.нные функции, рсtзуме

ет<.;л , мо1'ут быть 011ределены и 11ри дюбом (большем 1) '-J.И<.;де 

не ременных. 

Н табл. 6.3 уксtзсtны с.:емь (из 2i ~ = 16) нсtиболее всtжных ДJIЛ 
ДсtJ1ьнейше1'0 изложения: булевых функций от двух неременных. 
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Xl X 'l, /1 /'2 /3 /4 /5 /о /7 
о о о о о 1 1 1 1 
о 1 1 о 1 1 о 1 о 

1 о 1 о 1 о о 1 о 

1 1 1 1 о 1 1 о о 

llоt.жольку ю:t.жд.сш булева. функци.л от двух 11ереме1111ых еt.:ть 

од11овреме11110 и. би.11сtр11сtя. онерсtци.л lict м11ожеt.:тве { О, 1}, то 
et.:тet.:твetltlO ДJIЛ Тс:\.КИ.Х фу liКЦИ.Й И.t.:llOJIЬ3OBctTЬ 3с:\.11И.t.:Ь, 11ри.11лтую 

дюr би.tlctptlыx онерсtци.Й: xwy вмеt.:то w(x,y). 
Длл фуtlкци.й, 3ctllИ.t.:cttltlЫX в 'l'сtбл. о.3, нри.tlИ.Мс:\.ЮТt.:Л t.:ледую-

щи.е обоз11сt'-lе11и.я.: 

/1 (х1,х'2) = х1 V х'2, 

/'2(х1,х'2) = х1 ·Х'2 (и.ли. /'2 (х 1 ,х'2) = х1 f\x'2), 

/3(х1,:с'2) = х1 ® х'2, 

/4 (х1,х'2) = х1 • x'l, 

/5 (x1,x'l) = х1,...., x'l, 

/o (Xt,X'l,) = Х1 1 X'l,, 

/7 (x1,x'l) = х1 t х'2 . 

Фу11кци.ю / 1 11сtзывсtют дизъюнкцией, /'l - копъюпкци

ей, /3 - с.л,ожепие.м no .моду.л,ю 2 ( rнod 2), /4 - и.мn.л,ика

цией; /5 - зквива.л,ептпостью, /ь - шmр'и~о.м Шеффера, 

/7 - сrпре.л,кой П'ирса. 

Ди.3ЪЮtlКЦИ.Л И КОliЪЮliКЦИ.Л, Ка.К видно) - это онерсtци.и. 

drзух:Jдеменrп'Н,ИU будеrзий uдс:,ебры - ибъеd'U'Н,f:;'Н,'Uе и. перес:ече

'Н,'Uе t.:оответс..:тве1нrо ( тогдсt ксtк функция отрицсtнил ес..:ть не "!ТО 
и.11ое, ксtк dunuд'Н,r:;'Н,'Ue в этой будевой сtJн'ебре). Н то же время. 

ДИ.3ЪЮliКЦИ.Л И. КОliЪЮliКЦИ.Л - это tle '-!ТО И.tlOe , Ка.К OДliOИ.MetltlbШ 

дИё,'U'чес;к'ие ипери'Ц'U'U, введе1111ые в 1.1 (в t.:вете JIOl'И'-let.:кoй и.11-

тернретсtци.и. будевой фу11кци.и., t.:м. 6.1). 0'-lеви.дным обрсtЗом 

t.: JIOl'И. '-lе t.:ки.ми. t.:ВЛ3Кс:\.МИ., llOMИ.MO отри.цсttlИ.Л, t.:OOTliOt.:ЛTt.:Л и.м

ШlИ.Кс:\.ЦИ.Я. и. экви.вwш11т11оt.:ть ( хотя. их обоз11сt'-!е11и.л ксtк бу JШвых 
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фу tlкций: tlet.:кuдькu uтди 'iа.Ютt.:я. uт .1::н:~eдetltlЫX в 1.1). Тсt.бдицы 
длл введенных. бу JШВЫХ. фу tlКЦИЙ: ЛВЛЛЮТL:Л ТUГДсL не '-ШМ иным, 

ка.к фuрмuй: нредt.:тсt.ВJШtlИЛ rпабл·и·ц ·ucm·unnucrn·u. 

Дш1ее, MUЖtlU За.метить, 'iTU t.:JIOЖetlиe llU мuду JlIO 2 t.:UBllcL

Дct.eт t.: онерсt.цией: t.:Jюженил кил,t,·ца выч~rпив Z 2 но модудю 2, 
штрих Шефферсt. еt.:ть отрицсt.ние кuнъюнкции, а. t.:тредка. llиp

t;ct. - отрицсt.ние дизъюtlкции, т.е. 

llриведем ддл нримера. тсt.бдицу будевой функции от трех 

неременных. (тсt.бд. б.4). 

'Габл,и·ца б.4 

Xl Х'!, Х3 J' (x1 1 X'!, 1 X3) 

о о о о о 

1 о о 1 о 

2 о 1 о о 

3 о 1 1 1 
4 1 о о о 

5 1 о 1 1 
б 1 1 о 1 
7 1 1 1 1 

Эта. функцил нсLЗывсt.етt.:л .м,ажоритарной функцией иди 

функ·и/ией ~о.л,осов ан·и.я,. За.метим, ч:тu в п.ервuм t.:тuдбце 
3 тсt.бд. б.4 ддл ксt.ждо1'О на.бора. из { 01 1} уксLЗсt.н е1'О номер, т.е. 

ч:иr.;до, двоич:ным кодом которого t.:лужит дсt.нный на.бор. 

Теорети'--lеt.:ки тсt.бдицей можно зсt.дсLть дюбую булеву функ

цию, но нри бодьшом '--!ИL;де неременных. этот t.:ноt.:об нрсt.кти

'iеt.:ки tle нримеtlим. Дш1ее ( t.:м. 6.4) мы рсt.t.:t.:мuтрим t.:нut.:uб 

3ёLДсLнил бу девых. функций в виде форму д, сLншю1 'И'iНЫЙ сtнш1и

ти 'iеr.;кому 3ёiДсLНию элементсLрных. функций в сLнш1изе [I]. С 

ТО'iКИ зренил JIOl'И'ier.;кuй интернретсLции булевой фуtiкции ее 
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таблица еt,;ть таблица иt.;TИlil:iOt.;ти liекоторо1'О t.;JIOЖliOl'O f:>ыска

зьнзан·ия. llepeмeliliыми функции ЛВJIЛЮ'l't.;Л нходлщие н L:JIOЖliOe 

!3ЫL:Ю::\3Ы!3аliие нроt,;тые !3Ы(.;Ка3ЫВанил. 

Кроме то1'O, нолезliо иметь н ниду1 '-iTO7 заниt,;ынал таблицу 

буленой функции от п 11еремеliных1 lieт необходимоL:ти каждый 

раз нере'-iИ(.;JIЛТЬ 13(.;е liаборы ДJIИliЫ n - ДOt.;TaTO'-iliO 3а.11Иt.;ать 

вектор зnа'Чtеnий булевой фупкции1 11O1:iимал, '-iTO i-л ком-
11O1:iеliта это1 'о нектора еL:ть Зlia'-ieliиe фу liкции lia i-м liaбope 
(дно и '-il:iOM коде 'iИt.;да i). 

Тогда мажоритарнал фуикцил / может быть задана так: 

Moжl:io также 11ере'iиt.;J1ить l:iOмepa тех 1:iаборон1 l:ia которых 
фуtiкцил нриliимает 31:ia'-ieliиe l; 

I = { 37 57 01 7}. 

Обобщением нонлтил буленой функции t.;ду жит нонлтие бу

лева оператора. Булев oneparnop - это произвольное ото

бражеliие вида 

(б.3) 

длл производьиых п1 ni Е: NU { l)}. 
Нулев онерат'ор (б . 3) может быть задаli ноL:ред;t.;твом L:емей

L:гва булевых функций в виде 

{ 

У1 = i1 (x11 .. . 1Хп), 

Ут = f'т (Х1 1 • • • ,x,i) . 
(б.4) 

Фуliкции f'i в (б.4) будем liаЗынать коордипатпы.ми фупкци
.я.ми булева оператора (б .3). Et.;J1и ннеL:ти некторы нepeмel:i

liЫX у= (yi , ... , Ут) их= (х1 , ... , x,i), то буден онератор (б.3) 1 
3c1ДaliliЫЙ t.;емеЙt.;'1'!30М KOOpДИliaTliЫX фуliКЦИЙ (о.4), MOЖliO За

llИL:аТЬ н таком ниде: 

(б.5) 
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6.3. Фиктивные переменные. 
Равенство булевых функций 

Кдю'iеным ношп·и.ем н теоµи.и. буJl,евых фун.,к·и/ий я.ш1я.етt.:я 110-

liяти.е l-)a.llliЫX буденых фуliКЦИ.Й. Ддя фуliКЦИ.Й от OДliOl'O и. TOI'O 
же 'iИ.t.:да. нeµeмeliliЫX п lieт liеобходи.моt.:ти. µа.t.:t.:ма.тµи.на.ть ка.

кое-то t.:пeциi:\JIЬlloe опµеделение µа.веllt.:тва., ибо та.кие фу1Iкции 

µа.нliы, еt.:ли. они. t.:ошrсtда.ют ка.к ии1,ибри.:ж;ен.,·u,Я, буJ1,еви куби Iffin н 
lff>. llµобJшма. t.:оt.:тои.т н том1 'iтобы онµедеди.ть µа.неlit.:тно буJш
вых фу нкци.й неза.ви.t.:и.мо от 'iИ.t.:Jia. ш~µ~м~нных. 

Пример 6.4. Рсtt.:t.:мотµи.м булевы функци.и. f (x,y) = х Vy и. 
g(x,y,z) = xzVxzVyzVyz. 

Можно за.мети.ть1 и.t.:нользуя тождеt.:тва. буJ1,евий UJ1,ё-ебрь~, 

'iTO 

g ( х, у, z) = ( :с V у)( z V z), 

а. ноt.:кодьку z V z = 1, то 

и. фу нкци.и. f и. g еt.:теt.:твеliно µа.t.:t.:ма.тµи.ва.ть ка.к µа.вньш, неt.:мо

тря На. то 'iTO они За.ВИ.(.;ЯТ от ро.ЗНОГО 'iИ.(.;Jia, н~р~м~нных. # 
.13 нримере б.4 функция g онредеJшна. ка.к функция от трех 

неременliых, но зна.'iени.е нeµeмeliliOI 'O z не вли.яет lia. знсt'iени.е 
фуliкци.и.. Обобщм t.:и.туа.ци.ю нри.мера., можliо внеt.:ти. ноliя:ти.е 

фи.кти.вноr 'О 11еременно1 'О будевой функци.и.. 

Определение 6.1. llepeмeliliOe X i liо.Зына.ют фиктив

пым переменным будевой функци.и. f (x1, ... ,x,J, еt.:ди. зна.'iе

liи.е функци.и. lie Зс.\.llИ.(.;И.Т от 3Ha.'ieliИ.Я ЭТОI'О нeµeмeHliOl'O, т.е. 

~t.:JlИ для любых зна.'i~liи.Й неременных х1, ... , Xi-1 , Xi+l, ... , Хп 

f (xi, .. . ,Xi-1,0,xi+l, .. . ,x,i) - f(xi, ... , X i -1, l,xi+l, ... ,хп), 

D у дем liо.Зыва.ть нeµeмeliliOe х , lie яшrяющееt.:я фи.кти.вliым 
нepeмeliliЫM фуliкци.и f, существепны.м переменным Дa.li
liOЙ фуliКЦИИ и l'Овори.ть, '!ТО функци.л f t.:ущеt.:тненliО За.ВИ.t.:И.Т 

от нepeмeliliOl'O х. 
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Пуt.:ть Дa,tla, буд~вс1., фуtlкция. у = f(xi, ... ,x,i) от п a~p~м~tl
tlЫX.. llуеть t.:yщ~t.:TB~tltlЫMИ ll~p~M~tlН.ЫMИ этой функции Я.ВJIЯ.

ютсл н~р~м~н.н.ы~ Xi1 , . • . , Xi ,., 1·,це ·г ~ п и 1 ~ i1 < ... < i,. ~ п. 
llриt.:вс1.,ивс1.,л кс1.,ж.цому фиктивному 1шрем~н.н.ому функции f нро
извольно~ 3На.,'I~НИ~, ПOJIY'IИM функцию f , тс:1.,кую , '!ТО ОНа, ~L:ТЬ 

функция. от ,,. неремен.н.ых., т.е. еt.:ть отобрс:1.,жен.ие из пw· в ffis1 и 

длл любо1'О набира U'i1 , • •. , U'i,. зна·ч,ен·ий переменных Xi1 , ••• , :,ei ,. 

имеет меt.:то рш~ен.t.:тво 

н.езс:1.,виt.:имо от зю.t'iен.ий фиктивных. неремен.н.ых. фу н.кции f 
(т.е. ,:1еремен.н.ых., отди'iн.ых. от Xi 11 • •• , Xi,.) . Тем t.:с1.,мым фун.к
цил f ока.зываетсл уже фу н.кцией, 011редt',J1ен.н.ой н.с1., некоторой 

1---мерн.ой ё-ран'U бу.л,еfJа куба Iffin. 
До1·овс.римt.:я. ·1·одько 'iTO 011иt.:с1.,н.н.ый нерех.од от функции f к 

фу н.кции f, у же tle имеющей фиктивных. неремеtlн.ых., н.а.зывс:1.,ть 
уда.11ен.ием фиктивных. неремен.н.ых. ( функции /). 

Замечание 6.2. ll ка'iеt.:тве у11омя.tlу·1·ой выше г-мерtlоЙ 

~·ран.и может быть взя.та J1юбая. 1·ран.ь t.: напраfJ.л,ен·ием, задан.н.ым 

номерс1.,ми фиктивных переменных. Фию.:ация: грс1.,ни ознс1.,qс1.,ет 

фикL;с1.,цию кон.кретн.01 ·о н.аборс1., зн.с1.,'iен.ий фиктивн.~1х неремен.

н.ых.. ТоI'Дс\. L:оотве·1ттвующс1.,л этой 1·рс1.,н.и фу н.кция. f ноду 'iс\.ел;л 
из иt.:ходн.ой функции f в результате нодt.:таtlовки вместо ка

ждого фиктивного пepeмetltloгo того конкретtlого зна'iенил, 

которо~ зс1.,дс1.,но укс1.,зс1.,нным выш~ нс:1.,бором. 

llерн.~мся. к нрим~ру б.4. Уда.11яя фиктивное н~рем~н.н.ое z 1 

вмеt.:1·0 фу tlкции у ноду 'iим дибо фу tiкцию у ( х, у, О) , которая. 
3 3 · · онред~ленс1., н.с1., (двумерной) грс1.,tlи ~ ' бул~ва кубс1., lff>3, J1ибо 

33 
фуtiкцию у (х,у,1), 011peдt',JleHliYIO tla 1'рс1.,ни Iffi1'. На11рс1.,вдеtlием 
Кс\.ЖДОЙ из этих l'ри.ней будет OДtiOKOMllOHetiTHЫЙ кортеж (3), 
он ред eдetltlЫЙ tlОмером фиктивtlОl 'О aepeмetltlOl 'О z. # 

с 
V 

ИL:llOJIЬ30Bёl..tiИeм 110.tlЛТИИ фиктИВtiОl'О И t.:уще t.:твен.НОl'О 11е-

ременно1 'О можно дс1.,ть L;J1едующее онре.цедение ра-вн.ых. будевых. 

фуtiкций. 
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Определение 6.2. Dуш~вы фуtlкци.и. j" и. g н.а.зывают рав

пь~.м'и, есди. и.х су ществеtlн.ые неремен.н.ые t.:ОО'1'ветt.:'1'вен.н.о рав

н.ы и. н.а каждом н.аборе зн.а'iен.и.й эти.х 11еремен.н.ых фун.кци.и. j" 
и. g 11ри.н.и.мают равн.ые зн.а'iен.и.л. 

Чтобы раt.:нозю:tть 110 табди.ц~ буJшвой фуtlкци.и., я.вJш~тt.:я. 

ди. аеремеtlн.ое X i фи.кти.вн.ым1 н.ужн.о раt.:<.;мотреть вt.:е 1:нtборы <.; 
фи.кt.:и.рован.н.ым зн.а'iен.и.ем i-й комнон.ен.ты ( оди.н. ра.з фи.кt.:и.ро

вав это зна'iени.е как О, другой раз - как 1). Из 011рtщ~1ени.л б.1 
лt.:н.о, '!ТО неремен.н.ое :1:i фи.кти.вн.о ТОI'До.. и. TOJIЬKO ТОI'Дё:1.., КОI'Дё:1.. 

ддя. дюбых двух наборов, отди. 'i.ающи.хt.:л тодько зн.а'iени.ем i-й 

комнон.ен.ты, фун.кци.л 11ри.н.и.мсtет рсtвн.ьш Зtlсt'i.ен.и.л. 

Пример 6.5. а. Из табд. б.4 <.;J1едует, 'i.TO мажир-итарная 
функ'U/UЯ tle имеет фи.кти.вн.ых аер~м~н.н.ых, так Ка,К1 Н.а,11ри.мер, 
f"(O,O, 1) = 0 1 а, f" (l 1 0, 1) = 1, т.е. аеремеtlн.ое х1 <.;ущеt.:твен.н.ое. 

ДаJше, f" (l 1 О, О) = О, tlO f" (l, 1, О) = 1, '!ТО ОЗНа,'iа.ет t.:yщet.:твetl

tlO<.;ть 11еременно1 'О X'l,; ддя. х3 и.меем f" ( 1, (), ()) = (), но f" ( 1, (), 1) = 1, 
'!ТО OЗtla,'ia,eт <.;уще<.;твен.tlо<.;ть и. этОI'О 11epeмetlн.OI'O. 

б. Ни.же 11ри.ведена, та,бди.ца функции. g от 'i.етырех неремен.

н.ых ('1'а,бд. б . 5) . t>екомен.дует<.;л нровери.ть, '!ТО неремен.tlое X'l, 

лвдлетl:л фи.кти.вным и. 'iTO оt.:таJrьные аеременн.ые l:ущеl:твеtl
н.ы. DOJШ~ то1'0, а,Н.аJ1и.з 'l'а,бди.цы 11ока.зыва,ет, '!ТО Э'l'а, фун.кци.л 

еl:ть tle '!ТО и.tloe 1 как ма,жори.та,рн.м фуtiкци.л, t.:уще<.;твеtlн.О За,
ви.t.:лщм от неременных х1 , х3 и. х4. # 

Кроме ароцедуры удаJrени.я. фи.кти.вных неременных И.l:llОJIЬ

зуют и. нроцедуру доба,вден.и.л к мtlожеt.:тву неремен.н.ых будевой 

функции. одной и.ди. неt.:кодьки.х фи.кти.вных аеременн.ых. 'l'ак, 

еt.:ди. Дё:\,Н.а, фун.кци.л f" (xi, ... ,хп) Е: Р'!.1п, то можн.о ввеt.:ти. н.ово~ 
фи.кти.вн.ое аеремен.н.ое у , оаред~rи.в н.овую, равн.ую и.t.:ходн.ой, 

l:OI'дa,t.:нo онредедени.ю б.2, фун.кци.ю от 'n + 1 11еременн.01'0 Та,
ки.м обрсtзом; 

( t.:м. нри.мер б.4) . 
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'l'аб,Л,·u·ца б. 5 

Xl :.ci ;J.;3 Х4 y (:.c1 , x i ,x3 ,x4 ) 

u u u u u u 
1 u u u 1 u 
2 u u 1 u u 
3 u u 1 1 1 
4 u 1 () () () 

5 () 1 () 1 () 

о () 1 1 () () 

7 () 1 1 1 1 
8 1 () () u () 

9 1 () () 1 1 
1() 1 () 1 u 1 
11 1 () 1 1 1 
12 1 1 () () () 

13 1 1 () 1 1 
14 1 1 1 () 1 
15 1 1 1 1 1 

Сш:~ду~т 3о.м~тить, 'iT'O фиктивно~ 11~p ~M~liliO~ можно (в 
---.. 

liовой фуliкции f) ,, 110L;тавить lia шuбо~ м~L;то". Иди, 1'оворя. 

TO'ili~~, можl!О 011р~д~дить L;~меЙL;тво фуliкций fi, i = 1, п, L; 
фиктИВliЫМ ll~p~M~li.l:iЫM у так, 'iTO 

lloliя.ти~ фиктивliОl 'О 11~p~м~liliOl 'O нозводя.ет такж~ 11роиз

водьliЬШ дв~ буд~вы функции раL;L:матривать как функции от 

OДliOl'O и TOl'O ж~ 'iИL:да ll~p~M~liliЫX. . 

Д~ЙL:TBИT~JlЬliO, llY(;'lЪ функция. f ( Х l, .. . , Х п) ~(.;ТЬ функция. 

от n ll~p~M~liliЫX., а фу liКЦИ.Н у (у1, ... 1 Ут) - фу liКЦИ.Н от 'fn 11~
peмeliliЫX. 0бО31iёt'iИМ MliOЖe(;TBa 11epeмeliliЫX фу liКЦИИ f и у 
'i~pe3 Х И У (.;00'l'B~TL:TB~lili0. Ра<.;ширим MliOЖe(;TBO 11epeмeli

liЫX фу liКЦии f до Х U У , ввода 1шремеlil!ЬШ из У \ Х ( еL;ди Oliи 
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t.:ущеt.:твуют) кс1,к фи.кти.вные. Tu'iнu тс1,к же 11u t.:ту11и.м t.: функ
ци.ей у, добс1,ш1яя. фи.кгивньrе 1rеµеменньrе из множеt.:твс1, Х \ У 

( et.:.trи, кuне'iнu, онu не ну t.:тu ). То1'дс1, поду 'iИ.М функци.и. f и. 
у, pёl..BliЫe, t.:OГJiёl..(;liO OllpeдeJШliИ.IO О.2, фуНКЦИ.ЛМ f И. fJ (;00TBeT
t.:TBeliliO и. онредедеliliЫе Кёl..К функции от OДliOl'O и. TOl'O же 'iИt.:Jiёl.. 

неременных, t.:оt.:тс1,вдлюще1'0 IX U У 1. 
Нетрудно µс1,t.:11µ0(;·1·µс1,ни.ть 01111(.;ёl..нну ю кон(;тру кци.ю нс1, 11µ0-

и.звuдьнuе коне'iное мнuжеt.:тво будевых функци.Й и. t.:'iи.тс1,ть тем 

t.:ёl..МЫМ вt.:е функци.и. ЭTUl'U мнuжеt.:'l'Вёl, функци.лми. UT UДHUl'U и. 
того же 'iИt.:Jiёl.. неµеменных. 

В зс1,клю'iение ра.t.:(;мот·рим понлти.е пµоектиµующей функ

ци.и.. 

Функци.ю ргi от п неµеменных, тс1,кую, 'iTO 

на.3ывс1,ют ( i-й) проектирующей фупкцией. Н общем t.:ду 'ia.e 
нумера..ци.л множеt.:тва.. неременных мuжет быть лвнu не 3а..Дё1..

нс1,, и тuг,цс1, при uпре,целении проектирующей функции t.:Jп:щует 

укаЗывс1,ть не номер t.:оответствующе1·u 11еременнu1·u, с1, t.:ёl..мо 

неременное. Н этом t.:.11y 'ia.e 11µuекти.µующё1..Я. фу нкци.я. рг1 t.: 
множеt.:твом неременных Х этой функции и вы,цеJшнным не

ременным :с Е: Х онµедt',дя.ет(;Л та.к: 

1)1.х ( х· ) - х· .. :i· •• • , , • • • -

(за. мно1·оточ.и.лми. ,, t.:крыты;' неременные нроектиµующей функ

ции., Ol'JIИ 'iHble от неременНОl'О х) . 

Из онредедения. t.:дедует, 'iTO 11роектирующс1,я. функция. µг; 
имеет един(;твенное c:yщec:rnf>ennue ·nepeмennue, а. именно нере

меннuе х. Нее оt.:тёl..Jrьные неременные нµоектиµующей функции 

лВJrлютt.:л ф'Uкrп·иf>nым·и. Поэтому любые две проектирующие 

функции рг1 И ргr pUf>'Н,bl1 <..:Ol'Jlc:\.t.:HO ОНредедеНИЮ О.2 , 111!11 JIЮ
бых множе(;твс1,х неременных Х и У , (;Одержа..щих неременное х. 

Нме<..:те <..: тем ддл двух раЗди'iных неременных х и у 11µ0-
ектирующие функции рг; и рг; - µс1,зньrе функции. Тс1,к , 
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рг1 ( х1, х2) - фу 1tкци.н:, отди. '-ilio.J-J. от фу 1tкци.и. рг2 ( х1, х2), 110-

lЖОдьку1 1tсt11ри.мер, pr\(1,0) = 1, рг2 (1,О) = О. 

Внредь до1 '01:юримL:я: дюбую и.з множеL:т1:щ рсtвных между 

L:обой 11роекти.рующи.х фу liкци.й рг1 oбoзlict'-ictть L:и.мвоJюм х ее 
eди.1iL:твetl1to1 'О L:ущеL:твенно1 'О неременного. 

Замечание 6.3. Т'сtкое обозюt'iе1tи.е нроекти.рующи.х фуtlк-
u 

ции еL:ТЬ YL:JIOBllOL:TЬ и определенш:tя: BOJIЬHOL:TЪ, L:ОL:ТОЯ:ЩоЯ в 

том, '-!ТО нроекти.рующоя: фуtiкци.л рг1 ксtк бы отождеL:твдлетL:л 
L: L:сtми.м нереме1пiым х. О днсtко отождеL:твдеliи.е фу 1tкции и нe

peмetltlOl 'O liE:ЩOllYL:TИ.MO, Та,К Ка,К llOliЛTИ.e 11epeмe1ttlOl'O, хоть И. 

L:BЯ:3a,tl0 L: llOliЛTИ.eM фу1tкции, liИ.Ka,K не еL:ТЬ '--lа,l:ТНЫЙ (.;JlY'iёtЙ 110-

ня.тия. фу 1tкции. llepeмeнlioe - тодько и.мл, некое обоз1tёt'iе1tи.е, 

которое и.L:11одьзуетL:я. 11ри. ёtliёtди.ти. 'iеL:ком 3ёtДёt1tи.и. фуtiкци.и., 1to 

НИ.Кс:\.К tle (.:а,Ма, функци.л. Тем не ме1tее рёtДИ Кра,ТКОL:ТИ, мы 

L:охрёt!iи.м oбoз1tёt'ieliи.e х кёtк oбo31iёt'ietlю~ дюбой и.з нроекти.

рующих фу 1tкций рг1 и будем иL:11одьзовсtть ИliOl 'Дct даже вы
рсtже1tи.е 11 фу1tкци.л х\ 1101iи.мсtл нод эти.м дюбую и.з yкci3a..tltlOl'O 
L:емейс.:твёt 11роектирующих фу 1tкций. 

б.4. Формулы и суперпо3иции 

Тёtбди. 'iliЫЙ L:110L:06 3ёtДёt1tи.л булевий функ'U/U'U lie я.вдя.етс.:я. 

эффекТИВllЫМ. Им нрёtКТИ. '-ieL:KИ liедьзя: BOL:110JlЬ30BctTЪL:Л при. 

боJ1ьшом '-!И.(.;JШ 11epeмetl1tыx. llоми.мо это1'О с.:нос.:обёt с.:ущес.:твует 

L:HOL:oб нредL:ТёtВJiеtlи.л будевых функций в виде формуд. Этот 

L:llOC.:06 a,Ha,JIOl'И'ieli а,На,JlИ.ТИ'iеL:кому L:llOt.:Oбy 3с:\.Да,НИЯ: функци.й 

дейс.:тви.тедьtlОl'О 11epeмetl1t01'0 [I]. 
Кн.к извес.:тно, в мсtтемсtти'-lеL:ком ёtНа,J1и.зе мы иt.:ходиди из 

011ред eдetltlOl 'O м1tожес.:твёt эдеме1tтёtр1iых фу liкци.Й и. с.:трои.ди. и.з 

ни.х (.;JЮжные функции, занис.:ывоя: и.х в виде формуд, нанри.мер: 

у= sin(tgx), у= ln(L:osx)
1 
у= e- t;l)::;(x+tg:c) и. т.11. Aнa,JIOl'И.'iliO 

обL:тОИ'l' дедо ддл будевых функций, но тодько вмеL:то эдемен

тёtрных функци.Й мёtтемёtти.'-!ес.:ко1'О ёttla,JIИ.Зёt мы и.с.:нодьзуем ЭJШ-
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м1::шта.рliые булевы функци.и. - l'да.вliым обра.Зом, те фуliкци.и. 

от ОДliОЙ и. от двух 11epeмeliliыx, которые мы онре.цеди.ди. в 6.1. 

Но в отJIИ'i:Ие от ма.тема.ти'iеt.жого c:LШ.:LJIИЗc:L в теории булевых 

функций t.:та.витt.:л зада'-iа предt.:та.вJ1енил любой булевой функ

ции. та.кой форму JюЙ1 которал t.:одержа.J1а. бы t.:тро1 'О онредеJшн
liОе кolie'iliOe множеt.:тво эдемеliта.рliых бу девых фу liкци.й. Эти. 

фу liкци.и. liа.Зовем нока yt.:JIOBliO 
1
, бё:L3и.t.:liыми. фу liкци.я.ми. 1•• Мliо

жеt.:тва тс:Lки.х бc:L3и.t.:liыx фуliкци.й мо1·у·1' быть рё:L31iыми., liO, та.к 

и.ди. и.liаче, мы хоти.м и.меть liечто вроде фyliKЦИ.Olia.JlЬliOl'O ба

зи.t.:а ( и.ди. мliожеt.:твс:L та.ки.х ба.Зи.t.:ов), через эдемеliты которо1 'О 

можtlо бь1Jю бы выра.Зи.ть дюбу ю бу JШВ у фу liкци.ю. AliёLJIOl 'И. 'ilic:LЯ. 

за.цачс:L lie может быть peшelia ддя. фу liкци.Й дейt.:тви.тедьliо

l'О неремено1 'О. Ддл булевых же функций за.дача. ока.Зываетt.:л 

рс:Lзреши.мой1 и. это обуt.:Jювлено нрежде вt.:е1'0 тем, что буJшва 

фу liкци.л я.вдлетt.:л ·кmн::ч,'Нtий ФУ'Нt'КИ/Ut:й. 

Чтобы ма.тема.ти. чеt.:ки точliо t.:форму дирова.ть и решить 110-

t.:тс:Lвденну ю выше Зc:LДc:L'iY, lia.M необходимо уточliить ноliлтие 

формулы. 13 a,lia,JIИ.Зe, llOt.:KOJIЬKY Та,М lie B03liИKc\.Jla, Зс\.Дс\.'iа, 110-

дoбliOl'O рода., мы MOl'JlИ Ol'pa,liИ. 'iИTЬt.:Л ИliТУИТИВliОЙ идеей фор

муды как lieкoe1-o t.:ноt.:оба 11редt.:таВJ1еliи.л фуliкци.и.. 13 теории 
будевых фуliкци.й мы хоти.м дока,3ывать утверждеliи.л ви.дс:L 11 дю
бая. будевс:L фуliкци.л может быть 11peдt.:'1'c:LВJ1elia формудоЙ lic:L.д 

зaдaliliЫM мliожеt.:твом бc:L3и.t.:liыx фуliкци.й Р 1'. Но то1'да lic:LM 

liY ЖliO дс:Lть математи. чеt.:кое онредеJШliи.е 
1
, форму ды lic:LД Зc:LДc:Lli

liЫM Мliожеt.:твом бc:L3и.t.:liыx фуliкци.Й Р 1'-, а тс:Lкже у ·1'О'iliи.ть, что 

Зlic:L'iи.т 1,будева. фyliKЦИ.JI нpeдt.:Tc:LВJШlic:L tlекоторой формудой 1•• 

Кроме 'l'Ol 'O, форму ды обретают 
1
, t.:c:Lмot.:тoя.тeJ1ьliy ю жи.з.liь 1' еще 

и. нотому 1 что OДliY и. ту же булеву функци.ю можliо нредt.:тс:L

вить, вообще 1 'ОВОря., ра.ЗliЫМИ формула.МИ ( Ка,К lic\.Д О.ЦliИМ и. 

тем же ба.Зиt.:ом, так и lic:LД рё:L31iыми. ба.Зиt.:с:Lми) . То1'дс:L liеобхо

ди.мо и.меть мехаliИ.ЗМ ЭKBИ.BёLJШliTliOl 'O 11реобрё:L30Вё:LliИ.Л форму д, 

т.е. 11ереходс:L от Зa.Дc:LliliOЙ формуды, нредt.:'l'с:Lвдлющей tlекото

рую будеву фуliкци.ю, к liОвой, t.:кажем1 бодее нроt.:той формуле, 
которан нредt.:1·авдя.е1· ту же t.:амую фуtiкци.ю. 
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О 11редеJ1ен.и.е форму ды оt.:н.ован.о н.а нон.яти.и. t.:Jюжн.ой фу н.к

ци.и.1 и.ди. t.:y 11ер11ози.ци.и.. 
llyt.:ть будева фун.кци.л f' еt.:1ъ фун.кци.л. от п неремен.н.ых, а 

бу девы фу н.кци.и. У1 1 ... 1 Уп - нрои.зводьн.ьш ( и. н.е облзатеJ1ьн.о 
рёLЗди.'iн.ые) фун.кци.и. от одн.01'0 и. то1·0 же 'iИ.t.:J1a 11еремен.н.ых1 
которое обозн.а'--lи.м rn. 

О11редеJ1и.м фун.кци.ю / (g1 , ... ,Уп) , н.азываемую суперпози

цией фупкций I 1 g1 , ... 1 Уп так1 'iTO ддл дюбо1'0 сх Е Iff>rn и.меет 
меt.:то равен.t.:тво 

Таки.м образом, t.:у11ер11ози.ци.я / (g1 , ... 1 gп) еt.:·1ъ н.е 'iTO и.н.ое, 

как r,;uмnuз·u,-u/ux бу,11,евых иперитпирив g о I, 1'де будев онеµатор 

g задаетt.:я t.:емейt.:твом коорди.н.атн.ых функций Yi , i = 1, п. 
Ддл. t.:у11ер11ози.ци.и. f' (g1, ... 1 Уп) и.t.:11одьзуетt.:л также обозна

'iени.е S (f' ,g1, ... , Уп)- llреднодожени.е о том, что вt.:е функци.и. 

Yi , i = 1, п, - функции. от од,н.01'0 и. то1'О же 'iИ.t.:да неµемен

ных, не 01 ·рани.'iи.вает общноt.:ти., llОlЖОдьку, как бьvю нокёLЗано 
(t.:м. 6.3), дюбое коне'iное множеt.:тво будевых функций вt.:е1·да 
можно µаt.:t.:матри.вать как множеt.:·1·во функци.Й от одно1·0 и. TOl'O 
же 'iи.t.:да неремен.ных. 

Замечание 6 .4. Обратим вни.мани.е н.а то, 'iTO в общем 
t.:J1y 'iae " у µавн.и.вани.е ;, 'iИ.t.:да неµеменных фу нкци.Й Yi , i = 1, п, 
t.:вл.зан.о t.: добавдени.ем фш'~:rn·иы-1,ых переменных, а е1·0, как и.з

веt.:тно1 можн.о ot.:y щеt.:·1'ВJ1лть рёLЗными. t.:11о t.:обами.. llоэтому 

t.:унернози.ци.л f' (у1 , ... , y,i} , вообще 1 ·овоµя, онределена однозн.а'i
но ди.шь t.: ТО'iНОt.:тью до равенt.:тва будевых функци.Й t.:01·даt.:но 

онµедедени.ю 6.2. # 

llyt.:ть дан.о некоторое множеt.:тво бу девых функци.й F. То
гда фор.м,у.л,ой пад .мпожесrпво.м, 11' мы t.:'iи.таем дюбую кон.

t.:гангу из F ( еL:Ли она гам еt.:ть) и любое булево пеµеменное. 
ДаJше, et.:J1и. и.звеt.:тно, 'iTO Ф1, ... , Фп (п ;?: 1) - формулы н.ад 

множеt.:твом F, а / - фу н.кци.л и.з F от п 1шµеменных, то выµа-
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ж~liи~ f ( Ф 1, ... , Ф п) ~Lть форму да.. lia..Д МliОЖ~t.:т1::юм .Р. Ника..ких 

дру1'их формуд liaд мliожеt.:твом .Р, кроме онредедеliliЫХ выше, 

li~ t.:ущеt.:твует. 

Замечание 6.5. l. СтрОt'О t'Оворл, в формуJш f (Ф1, ... 1 Фп) 

фи1-урируе1' lie t.:а..ма.. будева.. фуtiкцин из мlioжet.:'l'Ba.. fi', а.. ее 

oбoзlia..Lteliиe, т .е. ·ш,-,,d'Uf:>'udnuJ1, киnстпиnтпи t.: обюtt.:тью 31iaL1eliиЙ 
P'l,, Но мы, 'iтобы lie yt.:JIOЖli.Я.Tь термиliОJЮl'ИЮ , буд~м ото

ждеt.:тш1.я.ть oбoзlia..'ieliи.я. ба..Зиt.:liых функций, т . е. функций и3 

3a..Дa..lili01 '0 мtlожеt.:тва.. F, t.: t.:а..мими ба..Зиt.:liыми фу 1iкцю1ми. 

2. Обы 'iliO 11ред11ода..l'а..ю·1- , 'iTO ра..t.:t.:ма..трива..ютt.:.я. 11epeмeliliыe 
и3 liекоторо1'О 3apa..1iee фикt.:иpoвaliliOl'O (и lie более 'iем t.:'ieтlio-
1-0) MliOЖet.:l'Ba.. 11epeмeliliЫX Х. 

Пример 6.6. а. llyt.:ть .Р = { V, •, - }. Это мliожеt.:тво, t.:о

t.:то.я.щее и3 фуtiкций cJuзъюnr.:Ц'U'U, r.:unъюnr,;'u/u'u и urnp'U'UrUH'UJI,, 

liа..Зыва..ют стаидар'mиь~.м баз·исо.м. ФормуJ1а..ми lia..Д t.:та..н

да..ртliым ба..3иt.:ом будет дюбое 11epeмetltloe; х , у, ... , х1 , ... , 
:i;n и т.д. Дадее, И3 неременных х, у как формуд и функции V 

можliо ноt.:троить liOB у ю форму ду , 1iа..11ример V ( х, у) иди · ( х, у). 
Эти формуды, однако, еt.:теt.:твенно 3аниt.:ыва..ть неt.:кодько ина

'iе. llоt.:кодьку ка..жда..л будева фуtiкци.я. от двух ш~peмeliliЫX 

(каковы, в 'iа..t.:тноt.:ти, ди3ъюнкцил и конъюнкцил) лвдлетt.:л oд

liOвpeмetltlO б'Unupnuй иперач·ией tla мtlожеt.:тве lff> = { О, l}, то 
формулы t.: такими функцилми обы'iно 3а..Ниt.:ывают в 

1
, инфикt.:

liОЙ форме\ т.е . ка.к (х V у) , (х · у) и т.11. Alia.JIOl'И'iliO ддл 

отрицанил иt.:11одь3уют 3а..ниt.:ь х, а не -(х). 

Кроме того, в формула..х на..д t.:та..нда..ртным ба..Зиt.:ом , во

нервых, ону t.:ка..ют t.:кобки, иt.:11одьз у я. U(:C:И'Ur'Uarn'Uf:>HИcrnь бу.л,еf:> ых 

uперац'ий V и·, т.е. вмеt.:то ((1: Vy) V z) нишут (xVyV z); во-вто

рых, O11уt.:каю1', как нра..ВИJЮ, BtleШtlИe t.:кобки, 3Ш1Иt.:ыва.я. фор

муду, a..Ha.JIOl'И'iliYIO 11оt.:ледней 1 11роt.:т·о ю~к х V у V z; в-третьих, 

иt.:нодьз у ют t.:Ol 'дa..шeliиe о 
1
, t.:та..ршиlit.:тве" ( иди о 11риоритете) 

V V V 

онерации, 11ода1'ал, 'iTO t.:а..мыи выt.:окии нриоритет имеет онера-

цил отрица..liИЛ (т.е. ОЮ1 вt.:еl'Да. BЫllOJltlЛeтt.:.я. неред КОliЪЮliКЦИеЙ 
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И. ДИ.З'.ЬЮtlКЦШ:~Й), за·1'ем и.дет KUtl'.ЬIOtlKЦШ1. И. llUL:дe tlee - ДИ.З'.Ь

юнкци.я .. 
С у'iетuм t.:казаннu1 'U фuрму J1a ( ( х V у) V ( (у • z) • ·и)) мuжет 

быть 11ере11и.t.:ана так: 

(xVy) Vy·z ·'U. (б.б) 

Сuглаt.:нu uпределени.ю фuрмулы, мuжнu предt.:тавить нpuцet.:t.: 

пut.:трuени.л фuрмулы (б.б) t.:J1едующим uбразuм. Из неременных 

х, у и. функци.и. V t.:трои.м формуду Ф1 = (х Vy), затем и.з нее и. 
функци.и. отри.цсtни.л ноду'iаем формуду Ф~ = Ф1, т.е. формулу 
( :с V у). Далее из не ременных у, z и функции · L:троим формулу 
(у· z), а и.з нее, 11еременн01'O ·и и. онлть функци.и. · - формулу 

Ф3 = (у · z) · ·и, которую зани.t.:ываем как у · z · ·и. И нсtкuнец, 

и.з формул Ф~ , Ф3 и. фуiiкци.и. V t.:трои.м формулу Ф~ V Ф3, т.е. 

формуду (б. б). 

Они.t.:анtlыЙ нроцеt.:t.: можtlо tlal'JHIДtlO и.зобрази.ть в ви.де up·u

e'Н,m'UpufJa'Н,'Н,Uё-U cJepefJa (риt.: . б.3). Лщ;rпья это1'О дерева номе

'iены 11ереме1i1iыми. и.ди. кutlt.:Tatlтaми. фuрмуды, ct каждый у;зе,1/,, 

tle я.вля.ющийt.:я. дИ.L:'l'ОМ, - ОДtlОЙ и.з фуiiкций из множеt.:твсt F 
(iia риL:унке эти. узлы изображеtlы в виде кружо'iков1 вtlутри. 
которых указаtlо и.мл фуiiкци.и.). 

х у 

V 

у 

Рис. 6.~ 

и 

z 
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б. Рс:1,~..:~..:мuтри.м м1tuж~~..:т.1::ю буд~вых. фу1tкци.Й {®, ·, 1}, кuтu
pu~ называ..юг базисом Ж ezaJl.кuna. llpи. зс:1,11и.~..:и фuрмуд на..д 
бази.~..:uм ж~l'ct.llKИ.lia, И.L:11UJ1Ь3уют т~ ж~ 11ри.1tци.11ы, '!ТО И. нри. 3с\,-

11И.L:И. формул lia.Д ~..:тсt.ндартliым бази.~..:ом. llри.ори.т~т он~ра.ци.и. 

КОН'ЬЮliКЦИИ L:'iИ.TёL~TL:Л выш~ нриорит~тсL он~ра..ци.и. С.Л,(}Жf;.'Н,'UЯ, 

пи миdу.л,ю 2. Та..к ка..к нuсд~д,tlЛл а..с.:с.:оци.а..ти.в1tа., то нри. за.ни.с.:и. 

формул i..: этuй uн~ра..ци~й сuu·1'в~·1ттвующим образом ону~..:ка..ют 

с.:кобки.. 1'а..к, формуJiа..МИ Ш.t.Ц базис.:ом ж~l 'ct.llKИ.lia, будут; 

ху ® х ® у, x ® l, xyz ® xy ® xz ® yz ® x ® y ® z®l. 

llpuц~i..:c 11ui..:тpu~1tю1 н~рвых. двух. фuрмуд и.зuбра..ж~li в ви.д~ 

дер~вь~в lia, ри.~..:. о.4. 

х 1 

х у у х 

Риl:. ().4 

в. llyi..:ть м1tuж~~..:твu бази.~..:1tых. фу 1tкци.Й Р i..:ui..:тuи.т и.з ед,и.tl

с.:твеliной функци.и. 1 (шrnp'UX Шеффери). Кс:1,к би.liа.рн.сLЛ он~ра.

ци.л, этс:1, функци.л не а.~..:~..:оци.сt.ти.вна., т.~. буд~ва. фун.кцил (x ly)lz 
н.~ ра..вна.. будевой фуliкци.и x l(ylz). Поэтому нри. за.ни.си. формул 
lia.Д м1tuж~~..:твuм { 1} L:Jшдует за..бuти.ть~..:я. u pa..c.:i..:тct.1tuвкe Lжuбuк. 

llримеры формуд на..д множес.:твом { 1}: 

(xlx)l(yly), (x ly) l(x ly), (xlx)l(xlx). 

Н1t~ш1tие ~..:кuбки. мы uнуска..ем и. в этuм с.:ду ча..е. Д~рево1 110-
V 

казыва..ющее нроц~~..:~..: 11ui..:тpo~1tюi н~рвuи и.з зс1,11и.~..:а..1t1tых. выш~ 

формуJ1, и.зобра..Ж~liО И.а.. ри.~..:. о.5. # 
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Мы будем и.L:нодьзовать за11и.L:ь 

ф ( Х l 1 ••• , Х п) 1 у Ка.3ЫВi:LЛ 'l 'eM l:а.МЫМ 1 

'iTO формула Ф L:одержит 11epeмetl
liЬШ х1, ... , Хп, и. тодько и.х. Мliоже
L:тво 11epeмeliliЫX формулы Ф будем 

обозliа.'iать 'iерез V u:г ( Ф). 

Нам 11оtlадоби.тL:л также 11ош1.

ти.е nодфор.му.аы. 

Из 011veдe.J1etlия и. J:..>a.L:t;мOтJ:..>eli

ныx 11ри.меJ:..>ОВ L:дедует, 'iTO llJ:..>OЦet;L: 
110L:троени.л форму ды еL:ть 11poцet;L: 

х х у у 

Рис. 6.5 

011редедени.л некоторой t;Jюжной будевой функци.и., т.е. t;у11ер

нози.ци.и.. Форму да ,, t;оби.раетL:л •· и.з "элементарных формуд ··, 
т .е. 11еременных и ба.3Иl:liЫХ функций, -гак, ч:то на каждом ша-

1 'е и.з у же 11оду 'iенных форму д t;трои.тt;л но вал, бодее L:Jюжнал 
формула. Еt;теL:твенно назвать эти. ,, 11ромежуточ:ные 1• форму

ды нодформу дами. раt;L:матри.ваемой форму ды. Так, в 11ри.мере 

о.о.а формуды Ф1, Ф2, ф~ (и., коне'iНО, Ш:~ременные И. ба.3И.l:НЫе 

функци.и.) - ЭТО llOДфOpMyJIЫ формуJIЫ (о.о). 

СтрОI'О 11онлти.е 11одформуды может быть введено t;дедую

щи.м обра.3ом. llyt;ть W - формуда lia.Д F . Еt;ди. W Е: F и.ди. W 
et;'lЪ 11еременное, то ее еди.нt;твенной нодформуJюЙ лвдлетt;я она 

l:ама. f}t;J1и. W и.меет ви.д j' ( Ф1 , ... , Фп), 1 'де j' - фу нкци.я. и.з Р от 

п неременных, а Фi , i = 1, п, t;уть формулы над F, то нодфор
мулами. формулы W будут; 1) вt;е формулы Фi ; 2) для. каждо1'0 
i = 1, -п, вt;е 110,цформуды формулы Фi . 

В дереве, и.зображающем 11poцet;t; ноt;троени.л формуды, 

каждое noddepefJo, вt;е ди.t;тьл которо1'0 лвдлютt;я также и. 

ди.l:тьями Bl:eI'O дерева, 011реде.~1лет некоторую 110.цформуду. 

Ксtждому на.бору знсt'iений 11еременных, входящих в За.Да.ti

ную формулу, можно 011ре,це.J1еt1t1ым образом L:011оt;та.ви.ть З'Нtа

-чен.ие этой фор.м,у.аы. Н.ы 'iИ.(;JШНИ.е ЭТО! 'О Зliа.'iени.я. В ТО'iНО(;ТИ. 

L:оответt;твует 11poцet;t;y 11оt;троения формулы из 110.цформуд (в 

кotle'iliOM t;чете и.з ш~ременliых и ба.3и.l:liых функци.й). 
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Пример 6. 7 . Пuда1·ан 1> фuрмуш~ (б.б) х = 1, у = U, z = ·и = 1, 
11оду чим значение формуды (б.б), ра1>ное 

(1 V U) V U · 1 · 1 = U. # 

Таким uбро.Зом, 110 каждому набору значений ш~ременных 
формуды мuжнu 11u uнредеденнuму а-1н·uритму 1>ычис..:ди1ъ зна
'iение фuрмуды. Это зна'iи·1· 1 'iTU каждая. фuрмуда 011редеш=rет 

(иди 11редс..:та1>J1я:ет) некоторую буде1>у функцию. 1:31:>едем 110-
нлтие функции, nредстав.л.яемой форму.л.ой над множе

ств ом F. Мы 11ода1'аем, что; 

1) дюбал константа из F 11редста1>длет с..:аму с..:ебя.; 

2) дюбuе 11еременное х из Х 11редс..:та1>J1нет прuекm'Uрующую 
фу'Н,К'U/U'Ю х ('1·u'iнee, дюбую из множест1>а равных между сuбой 

11роектиру ющих функций сущесrпrз е'Н,'Н,Uё-И перемt:'Н,'Н,Uёu х 1 с..:м . за

мечание б.3); 

3) el.:J1и формуды Ф1 1 • •• 7 Фп над множес..:т1>ом F 11редс..:·1'а1>J1л

ют сuuт1>е1·ст1>еннu функции Yl, ... 1 Уп 1 а f - функция из F uт 
п 11еременных (п ;?= 1), тu фuрмуда f ( Ф1 1 • •• , Ф,ь) 11редста1>длет 

с..:у 11ер11озицию функций f(y1, ... ,Уп); 
4) дру1'их буJ~е1>ых функций, 11редс..:та1>J1лемых формудами 

над мнuжес..:т1>ом F, кроме тех, которые мо1'ут быть нодучены 

с..:огдасно пп. 1-3 данllого определеаил, lle сущес..:гвует. 

Функцию, 11редста1>дю:~му ю некоторой форму доЙ над мно

жес..:т1>ом F , но.Зы1>ают суперпозицией над множестnвом Р. 
Таким обро.Зом, с..:у11ер11озицил над множес..:твом F - это дюбс:1Л 

с..:у11ер11озицил функций вида f (yi, ... ,Уп), 1·де f Е: F, а каждая. из 
функций У1, ... , Уп есть J1ибо ЭJ1емент F, J1ибо не ременное ('1'О'i
нее, нроектиру ющал функция.), дибо некоторс:1Л су нернозиция. 

над .f . Множество всех су 11ер11uзиций над F будем обозна

чать [F] и но.Зывать замыканием множества F бу.л.евых 
функций. 

lluня.тия. фuрмуды и сунернозиции взаимно 11ред11ода1·ают 

дру1' дру1·а. Су11ер11озицил над множес..:твом F есть некоторая. 
l.:Jюжная: функция:, которая: 011редеденным обро.Зом нос..:троена из 
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ба3ИПiЫХ фу 1:iкций - фу 1:iкций фикt.:иpoвal:il:iOl 'O Мl:iожества F 
(и 11роектирующих фуi:iкций) . Само "t.:тpoel:iиe ;· t.:у11ер11озиции1 
т.е. то1 из каких именно бсJ..зиt.:ных функций и в ксJ..кой поt.:Jш

довсJ..тедьl:iоt.:ти uбµа3 у етс}i рез у дьтиру юща}i (.:.JIOЖl:icJ..}i фу 1:iКЦИ}i 

(t.:у11ер11озицил) 1 и еt.:ть формудсJ... 

Е(.:.11и булевсJ.. фуi:iкцил f" (x1, ... ,хп) нредстсJ..вдлетсл форму;юЙ 

Ф(х1 1 ... , хп) 1 то будем ниt.:ать f" (х1, ... 1 хп) = Ф(х1, ... 1 :~::п) , иди, 

коро'-iе, f" = Ф(х1 1 ••• , хп). 

Определение 6.3. М!:iожество бушшых фу 1:iкций F 1:iа3Ы

всJ..ют: 

1) за.м,кпуть~.м,, если любё:tJI формула l:icJ..Д F 11ред t.:'I'сJ..ш1лет 

1:iекоторую фуi:iкцию из F; 
2) noJl.'nЫM, ес;ди дюбсJ..л будевсJ.. фуi:iкция: может быть нред

t.:тсJ..вдеl:iсJ.. 1:iекоторой форму доЙ l:icJ..Д F. 

Онределеl:iие б.3 paвl:io t.:идьl:io (.:.JШдующему (1:ia " я.зыке с;у-

11ер11озиций 1•): множеt.:т.1:ю F функций зсtмкl:iуто, ес;ди ксtждсtл 
t.:у11ер11озиция: 1:ictд F еt.:ть фуi:iкция: из F, т.е. [F ] = F, и 11од1:iо 1 
еt.:ди вс;я.ксJ..я. бу девсJ.. фу 1:iкцил ес;ть 1:iекоторал t.:y нернозицил 1:iад 

F, т. е. F] = Р'2,. 

Замечание 6.6. Можно зсtметить, ч.то онредедеl:iие форму
ды и с;у11ер11озиции 1:iад зaдal:il:iЫM Мl:iожес;твом будевых фуl:iк

ций 11охоже 1:icJ.. 011реде;ш1:iие ~ l-:замыка·1--1ля м1:iожес; 1·всJ.. в адё-ебрах 

( t.:м. 4. 2). Эти онµеделеl:iил, pcJ..B.l:iO ксtк и Ut.:l:iUBёLl:il:iЫe l:iёL них 

опредеде.1:Iия: ЗсJ..Мк.1:Iутоt.:ти и пош~от-ы М.1:lожеt.:тв булевых функ

ций, мu1 'У 1· быть 11ереведе1:iы 11Одl:iОt.:тью l:icJ.. сtJн 'ебрсtи 'iеt.:кий 

лзык. 'l'Ol'Дci ЗёLМКl:iутое Ml:iOЖe(;'l'BO будевых функций, L:Ol'Jlci(.:

HO онредедению б.3, окажетс;л не '-iем иным, ксtк замкnутым 

пvdмнvжес:rпвим 1:iекоторой сtJн'ебµы будевых фуi:iкций , cJ.. 11од-

1:iОе мl:iожеt.:тво будевых фуi:iкций - с:'ис:rпемий vбра:зующ·их этой 

сtJн ·ебµы. О дl:iaкu нри нонытке 'iИt.:то шн ·ебраи 'iеt.:кой интеµ11ре

тсJ..ции uнредедения. б.3 возl:iиксJ..ют 1:iекuтuрые техни 'iеt.:кие труд-

1:iОt.:ти 1 обt.:ужде.1:iие которых выходит за рамки этой Kl:iИl'и* . 

" См. , iiо.,Щ>и.мt,р ; Mampvcvв H "Jl., Стецеп·к;v Н" А. 
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Пример 6.8. Ддл каждой из 01чя~деJrе1н1ых в 6.1 функций 
от двух неременных мы можем зани.t;ать t.:дедующи.е формуды 

над t.:тандсtртным бсtзиt.:ом: 

Х1 ® X'l, = Х1 . X'l, V XtX'l,7 

Х1 • X'l, = Х1 V X'l,7 

Х1 ,.._,, X'l, = (xi V X'l,) • (x'l, V х1), 

Х1 l:.C'l, = Х1 . X'l,7 

XtfX'l,=X1VX'l, , 

Еt.:ди. мы 11011одни.м t.:·1,андартный бази.t; фу нкци.ей • (и.мшш.

ксtцю:~Й) , то формула для: эквивале11т.н:оt;ти. нри.мет вид 

Тот фсtк-1', 'iTO однсt и тсt же функция (в дсtнном t.:дy'icte экви.
Вi:LJшнтноt.:ть) может быть 11редt.:тсtвлена 110 крайней мере цвумл 
разными. формулами. над одним и тем же м11ожеt.:твом, а и.мен110 

нсtд { V 1 • 7 - 1 • }, нокi:LЗывает 1 'iTO t.:оответt.:твие между форму

Jiсtми нсtд фикt.:ировсtн11ым множеt;твом и нредt.:таВJrлемыми ими 

фу11кция:ми не Я:13J1я:етt;я: взаим110 однозна'i11ым. Эта t;итуаци.я: 

до некоторой t.:те11ени. aнi:LJIOl'И 'iна рi:LЗJюжению 110 биз-ис:у tJекти
рив КИ'Н,t;;ч,'Н,им,ер'Н,И'с!И Jl,'U'Н,ей,·н.,иёи r1.,рис:три'Н,с:тва [ IV] . Форму лсt, 

11рtщt.:тсt13JIЛЮЩаЛ некоторую будеву функци.ю1 вырсtжсtет 17 рi:LЗ
дожени.е ;, этой функции 110 фи.кt;ированному "фу нкционi:LJrьному 

бi:LЗиt.:у ". О дна и тсt же функция: может иметь неt.:кодько тсtких 

рi:LЗJюжений. В отли'iие от Jrи.н:ей.н:ой i:LJrгeбpы в этом t.:дy'icte 

возникает t;и.·1·у ацин, ко~ 'да возможны рi:LЗди 'iньш рi:LЗJюженил 

за.цс1.,н11ой функции но одному и тому же бi:LЗиt.:у . Нанример, 

формулы ( 'J.: V у) и х · у 11ад t.:тандарт11ым бi:LЗиt;ОМ нредt.:тавдя:ют 

одну и ту же функцию. 

Нi:LЗовем эквивадептпым·и формуды, которые нредt.:та13Jrя:

ют равные функции. Эквива.л,ептпым (иди тождествеп

пым) nреобразовапием формуды Ф нi:LЗывают нереход (110 
онредеденным нравидам) к дюбой форму де Ф, экви.вi:LJrентной 
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фоµмуде Ф . Необходи.мо Gд~1сtть неGкодько 3сtме'iсtни.й отноGи.

тедыiо 11µсtвю1, GOL 'дсt<.:но котоµым oGy щeG'l'ilJIЛIO'l'GЯ. экви.щt.11ен·1'

ньш пµеобµсt3овсtнил фоµмул. 

Нведем нонлти.е тождеGтвсt. Тождеством (нсtд множе

Gтвом F С Р'2) на,3ывсtют выµсtжени.е 

(б.7) 

1-де фоµму ды Ф и. W - экви.всlJшнтньш фоrмулы нсtд F. Фоµ
му дсt Ф на,3ывсtетGл 11:µи. этом .левой, ct фоµмудсt W - правой 

'Часmf>ю тождества (б.7) . 

Левая: и. пµсtвая: 'ictGти. тождеGтвсt пrед;GтсtВJrлют µавные бу

девы функци.и.. llоэтому 11ereGe'ieни.e множеGтв неrеменных 

Vиr·(Ф)={х1, . .. ,хп} и. Vur·('l')={y1 1 ... ,ym} ДОJ1жно Gодеr
жсtть вGе cyщt:crnf>t:HHЫt: nt:pt:мt:нныt: функци.Й f (x1, ... , x,i) и. 

у(у1, ... ,Ут), 11µедGтаВJ1лемых фоµмудсtми. Ф и W GоответGтвен
но. .1:3 'iсtGтноGти, еGди. это неµеGе'-iени.е 11yGT'O, ·го обе функци.и. 

V 

rсtвны некотоrои конGтсtнте. 

Пример 6.9 . .1:3 тождеGтвсtх х V х = у V у, х V х = l неµеGе
'-!ение множеGтв неrеменных в JШвых и нrсtвых 'ictGтлx 11уето1 

11:µи. '!ем во втоµом тождеGтве 11:µсtвсtл 'ictGть вообще не Gодеµжи.т 

неµеменных . .1:3 тождеGтве ( х V у) · ( z V z) = х V у V 'U · v у ю:tзсtнное 
неµеGе'iени.е µсtвно { х 1 у}. 

HGe зсtни.Gсtнные в нrи.меrе б .8 выµсtжени.л лвдлютGл тожде

Gтвсtми. нсtд множеG1'вом {V, ·, -, ®, •, "", 1, t}, 11:µи.'iем во вGех 
V V 

эти.х тождеGтвсtх множеGтвсt неrеменных в Jrевои и. 11:µсtвои 'ict-
Gтлx тождеGТВсi GOBllciДciIOT. TctKOL'O же µодсt тождеG'l'Всi -
И/КС'uимы бyJl,t:f>uй UJ/,ё-t:бры"" (кrоме тождеGтв х V х = l и. х 1\ х = U) 
и вытексtющие из них тождеGтвсt (нодобные, нсtнµимеµ, ;зиr,;иним 

dt: Мирё-ини). # 

Без доксiЗсtтельGтвсt Gфоrмулиµуем GJrедующие пµавила то

ждеGтвенных 11:µеобrсiЗовсtний. 

" llol:ю.>Jiькy вl:е переменные, фю'ури:рующие в эти:х тожд,еl:твах, еl:ть 

булевы переменны~, то р~'-!ь 3Цеl:ь и:д,ет ()0 акl:Ю>мах булевой: ал1 '~бры 

аримен.и:1.'еJ.1ьно к ч.аl:1.'н.ому сдуч.аю - д,1J.ухэдемен.пшй: буде1J.0Й: aJ.L.L'eбpe !В. 
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Теорема 6.1. l. Еt;.11и. в тождеt.:·1·ве (о.7) tlекоторые 11ере

ме1пiьш замени.ть произвольными форму дами. ( над множеt.:твом 
F), то тождеt.:тво t.:oxpatlи.тt.:л, т .е. ноду ч.еtltlЬШ в рез у дьтате та
кой замены tlОвые формуды оt.:тану ·1't.:Л экви.вш1ентными.. 

2. ~t.:ди. в формуд~ Ф нрои.зводьtlую ~~ нодформуду замеtlи.ть 

дюбой ЭКl~И.BШletlTtlOЙ ~й, то llOдy Ч.И.Тt.:Л форму да, ЭKBИ.BaJl~tlTtlaЛ 

формуш:~ Ф. # 

Чтобы и.t.:нодьзовать t.:формуди.рованtlьп~ в теореме o. l 11ра

ви.да1 нужно фи.кt.:и.ровать какую-то t.:и.t.:тему и.t.:ходных тож

Д~t.:тв. Тогда возни.ка~т вонроt.:: можно J1и утверждать, ч.то 

нри. tlаддежащ~м выборе и.t.:хо .дных тожд~t;тв t.: номощью нра
ви.д l и. 2, t;формуди.роваtltlЫХ в теореме 6.l, можtlо и.з формуды 
Ф нодуч.и.ть экви.вш1ентtlую ей формуду \.lJ 7 каковы бы tlИ. быди. 

эти формулы1 и.ди, l'Оворл неформшrьно, дюбьш ди две экви.ва
деtlтtlы~ форму ды tlaд зaдatltlЫM мtlожеt.:твом F можtlо " траtlt.:

форми.ровать" дру 1' в дру 1 ·а, и.t;нодьз у я. фи.кt.:и.рованtlу ю t.:и.t.:т~му 
Ot.:tlOBtlыx тождеt;тв tlaд F и. нравида, t;формудироваtltlые в те-

t-: i? ореме u .. 

t>at;t;мo·1,petlи.e это1'О вонроt.:а выходи.т за рамки. уч.ебtlи.ка. 

Ответ на не1'O завиt;ит от то1·O, какое множеt.:тво булевых функ

ци.Й F и какал <.:и<.:·1,ема иt;ходtlых тождеt;тв над F выбраtiы. 

Отмети.м, ч.то ддл t.:тандартного бази.t;а ответ· tla вонроt; поло
жи.тедеtl, нри. ч.ем в кач.еt;тве И.t;ХОДtlЫХ тождеt;·1·в и.<.:110J1ьзуют<.:л 

акt;и.омы будевой шн·ебры. 

В t.:вете И.ЗJIOЖetltlOl 'O может быть ноt.:тавдеtlа задач.а нои.t.:ка 
tlаи.бодее 11роt;1•ой (в oнpeдeJШtltlOM t.:мыt;де) формуды, t.:реди. вt;ех 

экви.ва.11еtlтtlых между t.:обой формуд, 11редt.:тавш1ющи.х дaliliYIO 

будеву функци.ю. t>eшetlиe этой задач.и для: tlекоторо1'O клаt.:<.:а 

формуд tlaд t;Таtlд;артным базиt.:ом будет раt.:t.:мотрено в 6.6. 
llotlлти.e формулы нозволлет также вз1'длtlу ·1ъ 11O-tlовому tla 

Jю1·ич.еt;кую иtlтернретацию булевой фуtiкции. Н t;илу yt.:тa

tlOвдeHtlOl'O в 6.2 взаимtlо ОДtlОЗtlач.но1'О t.:оответt.:твил между 
JЮ!'И. ч.еt;ки.ми. t.:вя.зками. V, !\, , •, ~ и. будевыми. фу tlкци.я.ми. 
V, ·, -, •, ,.....,, дюбому t.:JIOЖtloмy выt;казываtlи.ю, t;Ot;тaшШtltlO-
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му из ш~котоµых " 111-->0(.;ТЫХ ~, ВЫ(.;Кё:1,ЗЫВёЬliИЙ (.; И.(.;llOJlЬЗOBa,J:iИ{~M 

укёtЗа,.1:iliЫХ выш~ JIOl'И. 'i~(.;КИ.Х (.;ВЛЗОК, OДHOЗlia,'i.1:iO (.;0110(.;Та,ВJlЛ~Т(.;Л 

фоµмуда, lia,Д М.1:iОЖ~(.;твом L = { V, f\, - , --+1 ........,}, т.~. кс:t,ждому 11µO

r.;тому ВЫ(.;Ка,ЗЫВа,J:iИ.Ю (.;0110(.;Та,ВJНШТ(.;Л бу JШВО ш~µ~м~.1:i.1:iОе (тс:t,к 

'iTO I-->ёtЗliЫM ВЫ(.;КёtЗЫВа,liИ.ЛМ (.;O11O(.;Та,ВJIЛЮТ(.;Л И I-->ёtЗliЫe Ш;µемеli

ные) 1 а, (.;ВЛЗКИ V J А, ' 1 • 1 ~ За,МеllЛЮТ(.;Л (.;ООтветr.;твующи.ми 

фу.1:iкци.лми. из м.1:iожеr.;твс:t, L . То1·дс:t,, 1:iа,нµи.меµ, выr.;кёtЗЫВа,.1:iИЮ 

(Р • Q) f\ (Q • Р) ( 'iитс:t,ет(.;л; 11 е (.;дИ Р1 то Q, и еr.;ди Q, то Р ;') 

бу д~т r.;O11O(.;Ta,ВJI~lic:t, фоµму да, ( х • у) · (у • х). 

Тс:t,ки.м обµёtЗом, r.; Jюги. qеr.;кой ТО'iКИ зµеllил фоµмуда, Нс:t,Д 

М.1:iОж~r.;твом L е(.;ТЬ выr.;кс:t,зывс:t,1:iи.е . llо(.;КОдьку мы имеем воз

мож.1:iоr.;ть вы'iи.t;J1лть Зlic:t,L1e1Iи.л фоµмуд и нµоводи.ть их экви.

вшш.1:iтl:iые нµеобµёtЗовс:t,.1:iи.н ( и.r.;нодьз у н, в 'ia,(.;TJ:iO(.;ти., с:t,К(.;и.омы 

бу девой шн ·ебµы), мы ноду 'ic:t,eм шн ·ебµс:t,и. 'iе(.;ки.Й c:t,1111c:t,µc:t,'1' ддл 

унµощеliИЛ (.;JlOЖliЫX ВЫ(.;Ка,ЗЫВа,НИЙ ( нутем ЭКВИВШП:ШТliЫХ 11µе

обµёtЗОВа,.1:iИЙ) и вы 'iИt;Jie.l:iи.л их и.r.;ти..l:i.l:iOt;Tl:iыx Зl:ic:t,'iel:iи.Й. 

Но TUl'Дa, BU3liИ.Ka,IOT вuнµur.;ы; Ка,К 111-->а,КТИ'iе(.;КИ. 11ur.;тµuи.ть 

ддя. J1юбой .1:iа,Ш~µед За,Да,.1:il:iОЙ будевой фу.1:iкци.и. 11µед r.;·1'с:t,ВJ1я.ющую 

ее фоµмуду lia,Д фи.кr.;иµовс:t,1:iliЫМ мliожеr.;твом бёtЗиt;liых фуliк

ций Р'( Кс:t,ковы уt;Jювил ШJдноты множе(.;ТВс:t, Р'( 

Дш1ее ((.;М. 6.5 и 6.6) мы µa,(.;(.;MO'l'I-->ИM вонµО(.; о 111-->~Д(.;Та,ВJШНИИ 

дюбuй будевой фу.1:iкци.и. 1:iа,Д t;'l'a,.l:iДa,l-->l'l:iЫM бёtЗИ.(.;ОМ и вонµо(.; 

о нои.(.;ке ми1Iимш1ьной ( в утоL1J:iлемом 1:iи.же (.;Mыt;J1e), liс:t,ибодее 

11µ0(.;той фоµмуды На,Д r.;тс:t,н,цс:t,µтliым бёtЗиr.;ом, 11µед(.;Тс:t,ВJ1лющей 

Дa,J:i.1:iYIO фу .1:iКЦИ.Ю. 

6.5. Ди3ъюнктивные и конъюнктивные 
нормальные формы 

Jlюбм фuрм,уJ1,а ви.,цс:t, х иди х 'Н,аd cu1,a'Н,daprn'Н,ЫM баз·исuм1 1-де 
'l' х - нµои.з.1:.юдь.1:iое ш~µеме.1:i.1:iое , .1:iс:t,зывс:t,еТ(.;Я. .л,итера.л,о.м. с:t,ки.м 

обµёtЗом 1 дитеµш1 еr_;ть обознс:t,'iеl:iи.е либо r_;c:t,мo1 ·o 11еµемен1Iо1 ·о х, 

либо е1·O отµицаliил. Чаr.;то и.r_;нользуют тс:t,кое oбoз.l:ia'iel:iиe; длл 

и- Е: { U, 1} ни.шут хrт, нони.мс:t,л нод этим (.;c:t,MO неµеменное х, et;J1и. 



4Uб б. НУ Jll!.JHЫ ФУНКЦИИ 

ст= l; 
ст= u. (6.8) 

Поn;(;ТёiВJlЛЛ в (о.8) U и: l ВМе(;ТО х, llOJIY'iёieM 

ст - l· 
- ' ст - l· 

- ' 
ст= u 

' 
ст= u. 

Чаt.:то иt.:нодьзуют также обоз1tа'iе1tие х, 11O1tимaJJ. нод этим 

любой из двух J1итераJю.в - :.с или х. 

Формула вида х1х2 ... Хт ((;оот.вет(;т.веlil:iО вип;а :i:i V xi V ... 
. . . V Хт), где в1.,;е фигурирующие в tleЙ неремен:tlые понарtlо 

разди 'itlы, tlазы.ваетt.:л эде.мептарпой коп ъюпкцией ( 1.,;оот
.ветс.;т.веl:itlО эде.мептарпой дизъюнкцией). 

Определение 6.4. Дизъюпктивпа.я, пор.мадьпа.я, фор
ма (ДНФ) от нepeмetll:iЫX х1, .. . , Хп - это формула .вида 

К1 V ... V Кт, l'де K i , i = l , rn , - ЭJШме1tтар1tал КОtlЪЮtlкцил, 

с.;оп;ержащан l:iекоторьш из дитераJю.в х1, ... , Хп- Н том 1.,;ду

L1ае, ко~ 'да .в каждую КОl:iЪЮl:iкцию К i ддл каждо1 'О 1tомера 

j = l, п .входит .в TO'itlOL:ти о.ци1t из дитераJю.в Xj, ДНФ 1tазы.ва
е·1'1.,;л совершеппой дизъюнктивной пор.мадьпой фор.мой 

( СДНФ). 

Двойп.-,венн:ым образом, т .е. 1.,; и:1.,;пользованием прnН,ц·ипи 

dr::, uйc:nи>~'Н,'Н,UC:'fn·u длл бyft~r::,ьix Uftё~бp, O11ределлют1.,;л копъюпк

·тивпа.я, пор.мадьпа.я, форма (КНФ) и совершеппа.я, копъ

юпктпивпа.я, пор.мадьпа.я, форма ( СКНФ). 

Теорема 6.2. Любал булева фун:кцил, отди'-Itlал от кон:-

1.,;тан:ты U ( соответствеано от коастанты l) нредставима в виде 
СДНФ ( соот.ветс.;т.веl:il:iО .в .виде СКНФ) . 

• Докажем нер.вое из двух (.взаимtlо д.войст.ве1ttlых) ут.вержде
tlИЙ теоремы. Ддл функции / Е: P2,ni tle ра.вtlоЙ тождест.веtlн:о 
U, рассмотрим множес.;тво С} = {сх: / (а) = l}. Каждый н:абор и:з 
С} 1tазы.вает1.,;л копституептой единицы фу 1tкции /. Так 
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юtк 110 уt.:Jюви.ю f f= U тождеt.:твен1J.о, то МliОЖеt.:тво С}- не нуt.:то. 

Ка.ждому lia.бopy СХ с С}- 110t.:Ta..l:H1M В t.:оответt.:тви.е ЭJШMeliтa.p
liYIO КОliЪЮliКЦИ.Ю Ксх. = xr1 х~:г ... Х~1~ 7 которую 'l'а.КЖе Ш:t3ЫВа.ЮТ 
ко1J.t.:ти.туе1J.той еди.liи.цы фуliкци.и. f. Н.t.:lio, '-iTO К i.x обра.ща.ет

t.:я. в еди.liи.цу TOJIЬKO lia. ш:tборе а. То~-.ца. И.t.:КОМОЙ СДНФ ДJIЯ. 

фуliкци.и. f будет 
! = V Ki_x. 

Cot'Jir:tt.:liO 11ри.1iци.11у двойt.:твеt11J.оt.:ти. 1 СКНФ ддя. той же 
фу liкци.и. будет и.меть ви.д 

f = (\ Du:, 
- ' r т() 
U:cvг 

l 'де МliОЖеt.:тво liа.боров су = { а; f (а) = u}' и. ксtждый lia.бop а 
и.з CJ liа.Зывсtют кoncrn·urnyenrnoй пу.л,.я фу liкци.и. f; нри. этом 
ЭJШMeliтr:tpl:ir:tH ДИ.3ЪЮ1:iКЦИ.Ji lJi_x t.:OllOt.:TёtBJIН.eTt.:H KOlit.:TИ.Tyeliтe liY

JlЛ а 110 t.:дедующему нрсtви.ду; 

1)- = ,,.а1 V ,,.а:г V V ,,.ап 
u: .....,1 .....,2 • • • .....,п , 

т .е. еt.:ди. в lictбope i-л ком1101J.е1J.тсt pc\.вlict U, то в lJ'ii t.:тс\.вим 

i;ctмo 11epeмe1J.1J.Oe Xi , еt.:ди И.lic\.'-ie - 0·1'рИ.Цс\.1J.11е 11ереме1J.но1'0 X i 

(тсtки.м обра.Зом, ди.зъюнкци.л lJr:x обрсtЩсtетt.:л в нудь тодько нсt 
Нс\.боре а). • 

Из дoкa.Зc\.liliOl'O t.:Jшдует , '-iTO дюбс\.Л будевсt фуliкци.я. може1' 

быть нредt.:та.вдеliсt в в.и.де формуды lictД t;Tctliдr:tpтt1ым ба.Зи.t.:ом 

(СДНФ и.ди. СКНФ), и., Зliс\.'-iи.т, t.:Tc\.liДc\.l)TliыЙ ба.Зи.t; е~;ть 11од1J.ое 

мliоже~;тво бу JШвых фу liкци.й. 

Рс\.t.:~;мотрим в ксt'iеt.:тве пр11мерсt поt.:троени.е СДНФ и СКНФ 

ддл мажuр·и·rпаuьрнuй функ·и/U'U (~;м. 6.1). Коlit.:Т'и.туентсtми. еди

ницы ДJIЛ нее t.:лужсtт Нс\.боры; а1 = (U, l, l), а2 = (l, u, l), 
а3 = ( l, l, U) и. а4 = ( l, l , l) . Им t.:оответ~;тв у ют эдемеliтсtр

liЬШ ко1J.ъю1J.кци.и.; Ксх1 = х1х2х3, Кu::г = х1х2х3 , Ксх.".> = х1х2х3, 
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Ксх.4 = x1xix3. То1'д1;1.. СДНФ1 11rед,Gт1;1..вдлющо..л м1;1..жоrи.т1;1..rную 

функцию, и.меет ви.д 

(б.9) 

Ддл ноду'i.ени.л СКНФ д,дл той же функции. выни.шем вGе кон

L;ти.туенты нудя. д1;1..нной фуtiкци.и.; (U, U, U), (U, U, 1), (U, 1, U) , 
(1, U, U). Со110Gт1;1..ви.м и.м эдемент1;1..rные ди.зъюliкци.и.; х1 V xi V 
V х3 1 х1 V xi V х3, х1 V х2 V х3 и. х1 V х2 V х3 L;ОответG'l'венliо. 

1:3 rезудьтате llOJIY'i.И.M СКНФ ДдЛ Мс:!,ЖО!-)И.Та!-)liОЙ функции. 
в в.и.де 

(6.lU) 

31;1..мети.м, 'i.TO eL;J1и. в фоrмуде СКНФ (б . lU) мы !-)ctL;кroeм L;кобки. 

и. нrеобrазуем ноду Lrенное выrажени.е L;OI'дaGнo законам булевой 

аJН'ебrы, нrоведл тем L;амым :Jr.:в ·1.мзал,t'-нmн.,ыt'- nрt'-uбразurзания 

СКНФ, то нrи.дем к фоrмуле СДНФ (б.9 ) 

6.6. Построение минимальных ДНФ 

ед Н Ф, КОТО!-)М (;Т!-)ОИ.Т(;Я. 110 табл,и·цt'- бyл,t',f}(JU фунr,;ч·иа, 3 1;!,

'i.ct(;TYIO 0Ка3ывает(;Л веGЬМс:!, (;JЮЖНОИ7 т.е. ОНс:!, Gод,еrжи.т ДО(;Тсt

ТО'-!НО MliOI'O :Jдt'-Мt'-нrпарных r,;uн ъюнr,;·ц·ий и. л,·urnt'-paл,urз. Необ

ходимо у меть наход11ть В 011!-)ед,едеНliОМ (;МЫ(;JШ Ml1Hl1MaJ1ЬliY Ю 

ДНФ, npt'-dr.:rnar;л,,J(,ю'Щyю 11L;ходную функц11ю. 

Yтo'-lliИM зад,1;1..'-lу. 

Определение 6.5. Будеву фуtiкц11ю у liа3ыв1;1..ют ·uмn.ll,U

кa'nmoй * будевой фу нкци.и. f" , eL;дl1 ддя. дюбых набирив зничt'-'Нt'Uй 

nt'-рt'-мt'-нных 11з у= 1 (;J1едует i = 1. 

Замечание 6. 7. Н1;1,11омli11м , 'i.TO фу liкци.и. i и. у можliо !-)1;!..L;
L;м1;1..тrи.в1;1..ть Кс:!,К фуНКЦИ.И. ОТ ОДНОI'О И. TOI'O Же '-!И.Gдс:!, lle!-)eMeHliЫX 

(L;м. 6.3). Обозна'i.ая. это '-IИGJIO '-lereз n 7 можно так уто'i.ни.ть 
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11оr1лти.е и.м11ди.ко..t-1'1'ы; фуr1кци.л у Е: Р'2,п ес;ть и.м11ди.кс:1,r1тс:1, фуr1к

ци.и. / Е: Р'2,п , ес;ди. ддл Ко..ЖДОl'О нибири сх Е: lff>n и.з у( С:Х) = 1 с;Jшдует 
/ (а) = 1. Терми.t-1 " И.MllJlИ.Ka,tlTci ;~ ес;тес;твеr1r1ым обрсi30М а,(;(;ОЦИ.-

V V V V 

и.ру~ТL:Н И. (; JIOl 'И. 'i~L:KOИ (;Ш·13КОИ, tlсiЗЫВо..~МОИ И.МШJ.И.Ко..ЦИ.~И, И. L: 

OДtlOИ.M~tltlOЙ буJ1~вой фуr1кцш:~Й. д~ЙL:TBИ.TeJJ.ЬtlO, ~(.;JlИ. g И.MllJlИ.
IO:ttll'a, / , то и.з (у ➔ /) = 1 и. у = 1 t.:шщу~т, 'iTO и. / = 1, т.е. 

И.(;TИ.tltlO ВЫL:КсiЗЫВо..tlИ.~ 

(Vй с Iff>п )((g(й) = 1) ~ (/ (й) = 1)). # 

Е(;J1и. фуr1кци.л / 11р~дс;тс:1,в;1~r1с1, СДНФ, то дюбм ее эдемеr1-

тсtрr1сtл коr1ъюr1кци.л ( кинсrп·и1пуенп1,и иJин·ичь~ фу r1кци.и. /) будет 
е~ И.МllдИКа,Н'ГОЙ. 11од~3НО 3с:1,метить Та.КЖ~, 'iTO ~L:JIИ. Yl и. У'2 -

И.МШlИ.КсitlТЫ / 7 ТО ДИ.3ЪЮtlКЦИ.}1 Yl V 9'2 Та.КЖ~ }lBJlH~Tt.:H И.MllJlИ.

Ka.lITOЙ / . Д~йt.:твит~льно, ~L:JIИ У1 V У'2 = 1, то У1 = 1 или У'2 = 1. 
Но то1'да., 11оt.:кодьку ка.жд,ш и.з эти.х фуr1кци.й ~с;ть и.м11ди.ка.r1тсt 

/ , и. У1 V У'2 еL:ть и.мш1и.ксtнтсt f. 
Из 011р~д~JШНИ.}1 б.5 и. 110H}l'l'И.}l ривных бу,1~евых функц·ий ( t.:м. 

опред~ление о . 2) t.:JI~дyeт, '!ТО бул~вы функции f и g рсtвны, 
V V 

et.:JlИ. И. TOJlЬKO ~(;JlИ. Ка.ЖДо..Л И.3 НИ.Х t.:ду ЖИ.Т И.МШlИ.Ко..НТОИ дру 1 'ОИ; 

f = l 'd у= 1. 

Определение 6.6. ДНФ на,3ыва.ют мипима.льпой, ~(;J1и. 

онсt t.:од~ржит нсtименьш~~ 'IИt.:JIO .л.:urnepuдuFJ t.:р~ди вt.:~х ДНФ, 
V 

ЭКВИ.Ва.Jl~НТНЫХ ~И. 

Обрсtти.м вни.мсtние нсt то1 'iTO нод LlИ.L:JIOM ди.тера.Jюв в ДНФ 
нонимсtют 'iИ.t.:JIO вt.:ех нодформуд этой ДНФ, которые я.вдлютt.:я. 

дит~ршrсtми. Тсtк, СДНФ (б.9) с;одержит 12 дитерсtJюв (110 три. 
JlИ.T~pa.Jla, В Ка.ЖДОЙ И.3 'i~тыр~х ЭJI~М~Нта.рных конъюнкций) . 

Пример 6.10. ДНФ х1х'2 V х1х'2 r1e лвдлет<.:л миr1и.мсtJ1ьr1ой, 

тсtк ксtк ее можно 11реобра,3овсtть к эквивш1ентной ДНФ, не 
V ~ 

L:одержсtщеи ни одно1'О из дитерсtJюв х1 : 
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Нмес.;то <J.етырех дитера,.1ю1:3- 1:3- ис.;ходliоИ ДН Ф ноду 'iё:tем ДН Ф, 

GОGТОЛЩУЮ ИЗ ОДНОl'О ЛИ.'l'epa,.11i:i,. 

Определение 6. 7. Д.л,ипой ДНФ Hi:LЗЫl:3-i:LIOT <J.И(;JIO 1:3-ходя-
V 

щих в liee ;эдeMeliTi:tp!iЫX КОliЪЮliКЦИИ. 

ДНФ lii:LЗЫl:3-i:LIOT крат~айшей, е(;J1и Olii:t имеет lii:tи.мeliьшyю 
ДJ!ИliY с.;реди В(.;еХ :ЭKBИBa,J!eliTliЫX ей дн ф. 

Зё:tметим, '-!ТО кpi:tT'ii:tЙШi:tЛ ДН Ф может lie быть миliима,.11ь-
1iОЙ t,;реди вt,;ех ДНФ, :эквива,.11!::ШТliЫХ иt;ХОДliОЙ фуtiкции . Н 

то же время. миliима,.11ьliые ДНФ Зi:t'ii:tt,;·1·yю OKi:tЗЫBi:tIO'l'GЛ крё:tт

'ii:tЙшими.. llоэтому ноиt,;к миliи.ма,.11ьных ДНФ, кё:tк мы t,;eЙ'ii:t(.; 

увидим, 11роводлт с.;реди крё:tт'iё:tЙши.х ДНФ. 

Hi:tШi:t Зi:tДi:t'Ii:t GUt;TUИT В гl'UM, 'i:ТUбЫ ОПИGi:tГЬ метод ПOt;TpUe

liИЛ мини.ма,.11ьнuй ДНФ, экви.ва,.1ш1iтliuЙ Зi:tДi:tHliOЙ будеl:3-оЙ функ

ции. Мы рi:tGGмотрим нроt,;тейший метод Ti:tKOl'O poдi:t, OGli0-
1:3-i:tliliЫЙ lii:t а.л,-гор·иrп.м,е К вайпа - М ак-К.л,оски. Этот· а,.11-

l'Оритм и.с.;ходи.т облзё:tтедьliо из СДНФ, которi:LЛ t,;трои.тt,;л 110 
тё:tбли.це функции. тё:tк, кё:tк это быдо 011иGi:tliO pi:t!iee ( t,;м. 6.5). 

Онишем llOGJШДOJ:3-i:tTeдьlio :этё:tны, t;ОGТi:tl:3-длющие а,.111'оритм 

Kl:3-i:tЙlii:t - Мё:tк-Клос.;ки.. 

1. Склейка. Пус.;гь К 1 и К 2 - две :элементё:tрные кuнъ

Юliкции, 1:3-ходящи.е 1:3- иt,;ходную СДНФ Ф, которi:LЛ нредt;Тi:tl:3-длет 

фу liкцию /, нри <J.ем ддл 1iекоторо1 'О 11epeмeliliOl 'O х и tlекоторой 
:элементё:tрной кuнъюllкции К выполнлютс.;л рё:tвенс.;твё:t К1 = хК 
и К2 =хК . 

To1'дi:t имеем, t;Ot'дi:tt;HO тoждeGTl:3-i:tM бул,~(}ИU UJl,ё-~бры, 

К1 V К2 = хК V хК = (х V х)К = К. 

Мы полу'Iё:tем :элементё:tрную конъюнкцию К, кuгорё:tл с.;одержи:т 

lii:t оди.!i J1и.тера,.11 меньше, 'iем К 1 и К2, и я.вдлетс.;я., кi:tк и обе 

конъюнкции К 1 и К 2, имндикi:tнтой / . Обрi:tЗнu 1 ·uвuря., мы 

,, с.;кдеиди ;, две имш1икё:tliты в oдliY, в которой '-!Ю;до дитера,.1ю1:3-
Нi:t единицу меньше. 

Онерё:tцию 11олу<J.еliи.л К 110 К1 и К2 , 011и.Gё:tнную выше, можно 

11ровеt,;1•и и ддл дюбых двух эдементё:tрных конъюнкций нодоб-
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но1'О ви.д1;1,, (.;О(.;т1;1,вдлющи.х дюбую ДНФ, экви.ва,ш~нтную и.с.;ход

ной функции.. Т1;1,кую 011еµс1,ци.ю на,3ывс1,ют простой ск.л,ейкой 

и.мш1и.кс1,нт К 1 и. К i 110 неµеменному х . 

у (.;'l'а,НОВИ.М l 'eoмel'JJИ. 'iеl:ки.Й L:MЫ(.;Jl llJJOL:TOЙ t.:КJШЙки. * ( (; ТО'i

ки. зµени.н с.;тµуктуры, и.ди. ,, 1·еометри.и. \ бу.лева куба, (.;М . 6.1) . 
Из дока,31;1,тедьt.:тв1;1, теоремы о 11редt.:'1'1;1,ВJ1ени.и. будевой фу нк

ци.и. в ви.де ДНФ ( t.:м. теорему б.2) мы знс1,ем, '!ТО t.:ущеt.:твует 
вза·им·1-ш идnизnач/нuе c:uurr1,вerrн.:rnв'Ue между множеt.:твом ЭJШ

ментс1,рных конъюнкций СДНФ, нредt.:·лtвдлющей функцию j', 
и. множес.;твом С} ее конс.;ти.·1,уент еди.ни.цы. Это с.;оответt.:тви.е, 

нш1омни.м, тс1,ково, 'iTO к1;1,ждому на.боµу сх = ( сх1 , . . . , cx,i} Е: С} 
отвеча.ет эдемеНТо.,JJНШI. конъюнкция. K"ri = xr1 

· ... · х~1• 7 11JJИ.НИ.
М1:LЮЩа,Л ЗНа.'iени.е 1 ТОдЬКО На, на.боµе (Х. '1'01 '.Ц1:L нpOl:TclJ'I (;КJШЙКа, 

может быть нµи.менена. тодько к та.ки.м двум эдемента.рным 

конъюнкци.лм Ки и. Kjj, с.;оответt.:твующи.м нс1,борс1,м сх , lJ Е: С}, 
'iTO ддл некоторо1 'О i ( 1 ~ i ~ п) 

Это зна.чи.т, что на.боµы сх 1 fJ та.ковы, что оди.н и.з ни.х дим·и

n·ируеrп На,Д дРУI'И.М ( они. JJ1:LЗJ1И.'i1:LIOTL:Л ЗНа.'iени.ем TOJlbKO одной 
комноненты) , т .е. они. обрсLЗуют ребри будева. кубс1, lffin . 

СJшдова.тедьно, нµос.;той l:КJШЙке, нри.менлемой к эдемен·1·1;1,р

ным конъюнкцилм и.с.;ход11ой СДНФ, пµедс.;та.ВJrлющей функцию 

f', нодлежа.т те и. тодько те ЭJrемента.µные конъюнкции, кото
µые t.:оответt;твуют эдемента.м кс1,ко1'0-ди.бо µебрс1, булева. куба., 

на. котоµом функци.л f' нри.ни.ма.ет еди.ни.чное зна.чени.е. Обра.з
но 1 '01::юря. 1 две L;ОL;едни.е вершины куба., нс1, которых функция. 

оа.вна. 1 с.;кJши.ва.ютс.;л" в r )ебr ю и.х t.:оеди.ня.ющее ". 
l' ,,, l' l' ) " 

С а,JI1'ебµс1,и. чеL:кой же точки. зрения. мы и.з двух эдемен-

та.рных конъюнкций Ксх и. K jj поду'-iсLем 11овую элементсLрную 
U:1 U:i- 1 U:i + l ,v а · 

конъюнкцию х 1 ... х i - l х i+ 1 ... :с; 1• , ди.шенную ди.терс1,J11:L :с i i • 

"' 1!0.цроб1ю о 1·~ом~rри.ч:~(жой: t_;yrи: ми.ни:ми:3,щи.и. t_;м. ; }1611,u'Нtcr.:uu C .lJ. 
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Итак, 11рименля. нроt;тую t;кдеЙку к иt;ходной СДНФ Ф, 110-
ду'iаем новую ДНФ Ф1; к ней также нрименлем нроt;тую lЖJШЙ

ку - полу'!аем ДНФ Ф2 ; продолжаем выполнлть эту операцию 

до тех 110µ, нока не окажетt;н, 'iTO ддн некотоµо1-о k в ДНФ 
Ф,с уже НеJIЬ3Л t;кдеить никакие две эщ~ментарные конъюнкции. 

Такое k вt;е1'да найдетt;л, так как СДНФ Ф t;Оt;тоит и3 коне'!-
,., 

но1 'о 'iИ(.;Jia эдементаµных конъюнкции, а они, в t;вою О'iередъ, 

t;Оt;толт и3 коне'iНОl'О 'iИ(.;Jia дитерщюв. llоду'iенную в ре3удь

·1,ате ДНФ Ф,с на.3ывают сокращеппой ДНФ функции /, а 
ее эдементарные конъюнкции - простыми имn.r,,ика'Нtmами 

будевой функции j' . 

Замечание 6.8. llонлтие нроt;той имндию::tнты онредедено 
V V 

'iepe3 11µоцедуру мно1'окµатно1'0 новторенил нроt;тои t;кдеики. 
Ино1'.Ца 11pOt;'I'YIO имш1иканту будевой функции / онредедлют 

не3авиt;имо от нонлтил о t;кдеике как такую эдементаµну ю 

конъюнкцию в t;Оt;таве некотоµой ДНФ, 11редt;·1·авднющей функ

цию/, 'iTO у дщшние из нее дюбо1'О дитерщ1а дишает ее t;вОЙt;'I'ва 

,, быть имш1икантой ". HctLipимep, конъюнкцил х1х2х3 не лш1л

егt;л нроt;гой имшrикангой .uажир·иrпар'Ний фy'НK'U/U'U, гак как И3 

ее СДНФ (о.9) можно УДа.JIИТЬ J1итеµщ1 Х3 И llOJIY'iИTЬ КОН'.ЬЮНК
цию х1х2 , котоµм будет t;нова имш1икантой функции, но уже, 

как будет 11ока.3ано дщше, нµоt;той. 

Можно ДОКа.3сtть, 'iTO эти ДВёt 011редеденил 11рОt;ТОИ ИМШIИ

канты равноt;идьны. # 

Геометри}l 011иt;анно1 'О выше мно1-ократно1 'О новторенИ}l 11µ0-
V V V 

(.;ТОИ (.;КJШИКИ, как можно ll0Ka.3ct.TЬ, (.;0(.;ТОИТ В Да.Jiьнеишем ,, (.;КJiе-

ИВёtНИИ -~ каждой наµы c:ucedn-ux ребеµ ( ё,раnей ра.3мерноt;ти 1), 
на котоµых 3На'iение функции рсtвно 1, в l'рсtни размернОt;'I'И 2, 
t;Оt;едних 1'раней ра3мерноt;ти 2 в 1'рани ра.3мерноt;ти 3 и т.д. 

~а.3бираемый ниже нримеµ нолt.:нлет эту идею. 

Пример 6.11. Задсtдим функцию f' от трех неµеменных 
(.;Jiедующей СДНФ: 

(0.11) 
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llодве1н'ш~м аµостой склейке аеµвую и тµетью, ct тсtкже вторую 
и '-lетвеµ ·1-ую эдементсtµные конъюнкции в (5.11): 

(б . 12) 

С 1'еометµи. '-lеской то'-iки. зрени.л скдеЙксt аеµвой и тµетьей конъ

юнкций в фоµмуде (б . 11) ознсt'-iсtет , '-!ТО функци.л i нµи.ни.мсtет 

еди.ни'-iное знсt'-iение нсt µебµе [lIOU 1 lOU] (рис. б . б), ct скдеЙксt 
V V V 

втоµои и '-!етвеµтои конъюнкции то'-1-

но тсtк же O11µедt;11лет µебро [OUl , 101]. 
Эти µебрсt лвдлют-сл соседними, и, кµо

ме TOl 'O, ОКсLЗЫВсtетсл, '-!ТО фу нкцил i 
аµи.ни.мсtет едини '-!Ное знсt'-!ени.е и нсt 

дµугой nctpe соседних µебеµ: [ООО, ()Ul] 
и [10(), lUl]. Здесь сксLЗывсtется. суще

ственное отJ1иL1и.е "1 'еометµии ;, бу девсt 
кубсt от кдсtсси. '-!ескоЙ; в булевом ку

бе µебµо - это actµa. веµшин, между Рис. 6 .6 

которыми нет никсtких " то'-iек " . То1'дсt любсtл actµct соседних 

µебеµ обµсLЗу ет l'I-->cttlь µсtзмеµtlости. 2, любсtн actµct соседtlи.х 1'µсt

ней µа.змеµности 2 обµсLЗует 1'µсtнь µсLЗмеµности 3 и т.д . Тсtким 

обµсLЗом , есди фу tlкци.л аµи.tlимсtет едиtlи. '-itlOe Зtlct'-!etlиe tlct двух 
соседних µебµсtх будевсt кубсt, то онсt µсtвнсt 1 в дюбой то'-lке 

обµсLЗуемой и.ми 1'µсtни. µсLЗмеµности. 2, если онсt µctllнct 1 tlct Дllyx 
11а.µШ1J1едьных соседних 1'µа.нлх µсtзмерности 2, то она. µа.вна. 1 
нсt соответствующей 1'µсtни. µсLЗмеµtlости. 3 и т .д . 

Пµименлл пµостую склейку к (б.12) (по пеµеменному х3), 

ноду'iсtем i ( x1 , x i, x3 ) = x i . llобо'iным резудьгсtтом склейки 
лвшюсь и удш1ение фикnи.1,вr1,ых nt:peмer1,r1,ыx функции х1 и Х3. 

Пример 6.12. 1--'сtссмотµи.м СДНФ мсtжоµи.тсtµtlоЙ фуtlк

ци.и. (б.9) . 

Имеем следующие скJшЙки.; 

X1Xi X 3 V X1Xi X3 = x i x3, 

X1X i X 3 V X1Xi X3 = Х1Х3, 
x1xi:.i:3 V x1 :.i:ix3 = x1 :.i:i . 
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Ддя. будевых фу1tкци.Й от трех и. 'iетырех неремеш:iЫХ нроце

ду ра lЖдеики. 1tа1 'длд1tо и. нросто вы11од1tя.ется. 1ta так 1tазывае
мых кар"~ах К арпо. Форма карт Kap1to, 11редстав..,1лющи.х t.;О
бой 11рлмоу1'одь1tые табли.цы, длл фу1tкци.и. от трех 11ереме1t1tых 

11оказа1tа 1tа ри.с; . б. 7, а для. функци.и. от 'iетырех 11ереме1t1tых -
1ta ри.t,;. б.8. На ри.с; . б. 7 t,;троки. отме'iе1tы 1tаборами. 31ta'ie1tи.Й 
11epeмe1t1to1'0 х1, а столбцы - xi, х3, а 1ta ри.с; . б . 8 с;троки. 

1tаборами. 31ta'ie1tи.Й 11ереме1t1tых х1, xi, а с;тодбцы - х3 , х4. 

~ 00 01 11 10 
2 

1~ 00 01 11 10 
1 

00 

01 
о 

11 
1 

10 

Рис. 6.7 Рис. 6.8 

Кар·га Kap1to есть не 'iГО иное, как форма табли.цы длл 

011ределе1tи.л будевой функци.и.. Каждал кдегка карты задаегt.:л 

с;воим набором зна"!ений переменных, при. "!ем в клетках, t.:о

ответt.:тву ющи.х ко1tс;·1·и.1'у е1tтам еди.1tи.цы да1t1tоЙ фу1tкци.и., t.:та

ви.тt.:л еди.1tи.ца, то1'да как оста.11ь1tьш кдетки. ос;таютt.:л нустыми. . 

Карта Kap1to ус;трое1tа так, 'iTO 1tаборы, онределлющи.е дюбые 
V 

две с;ос;ед1tи.е клетки, разл.и. ч:аюгс;л в Т'О'iНОt.:ги. в одно и нози-

ции (г.е. различ:аютс;л знач:ениями ровно одной компоненты), 

нри. ч:ем клетки ( од1tоЙ и. гой же t.:гроки. и.ли. од1tого и. того же 

с;голбца) , при.мыкающие к противоположным с;горонам прямо

у1'одь1tи.ка, также я:в..,1.я.ютt.:л с;осед1tи.ми. в только 'iTO 011реде
JШ1t1tом с;мыt.:Jш. Это мож1tо нредс;тави.ть с;ебе так, 'iTO карта 
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17 
3акру '-iи.вает(;л ;, в 

17 
ци.ди.!iдр " 110 обои.м J:ia11paв.r1eJ:iи.лм, т .е. в 

тоr> ;, . 
" 1"' 

С 1'еометри. ч:е(;кой то'-iки 3ре!iил карта Карно е(;ть (;нособ 

и3ображени.л булева куба (ра3мерно(;тей 3 и. 4)* . Любал пара 
(;О(;едних к.легок ( (; у9:егом "3акру9:енно(;ги" карты) опреде.11лег 

J:iекоторое ребро булева куба1 а любой 11рлмоу1 'Одьliик, (;ОСтол

щий и.3 2k: клеток (иди1 как 1'оворя.·1' 1 11ря.моу1'ОдЬJ:iИ.К с шющадъю 
2k:) длл J:iекоторо1'0 k 1 онредедлет 1'рань ра3мер!iости k. 

Пу(;ть булева фу нкцил j" 3адана таблицей, нред(;таВJiеНliОЙ в 

форме карты Kap!io. 011и.(;aJ:iJ:iЫЙ выше и.тераци.оJ:iliЫЙ нроце(;(; 

(;КJН::~Йки.1 в ре3 у дьтате которо1 'О ноду '-lается. (;OкpaщeJ:iliaJJ. ДН Ф 1 

нред(;тавдя.ющая. фу liкци.ю j' 1 нроводи.тся. J:ia карте Kap!io так; 
дюбые две соседliи.е клетки., содержащие еди.1iи.цы1 обводлт(;Л 1 
и 

17
1101 'JЮтивший ;, их нря:моу 1 'Одьliи.к ( он и есть обО3liаL1ение 

ре3удьтата скдеЙки на карте) 11ред (;тавлле·1тл (;JЮвом, содержа-

щим О ;, l 1' и. х ;. ( кr>е(;тик ;,) нни'-iем к нести.к ;, 3ани.мает 
17 7 17 17 17 1"' 1 1"' 17 1"' 

V 

1103и.ци.ю то1'0 11еременli01 'О, 110 которому нрои.3ведеliа (;КJ~еика 

(ри.с. о.9) . 

00 01 11 10 

о 1 xll 

1 1 1 1 
llx 

lxl 

Рис. 6.9 

С I'еометри'-iеской ТО'-!КИ 3ре!iил такой 11рлмоу1'ОJ1ь.н.ик 11Jю

щади 2 (;ООтветствует ребру булева куба, в каждой вершине ко

торо1 'О фу .н.кция. 11ри.1iи.мает 3lia'-1eliиe 1. Зани(;ь 11рлмоу1 'Одь.н.ика 

в виде сJюва можliо ноliимать как обо3liач:ение соотвеТ(;'l'вующе-

"' Можш> 1ю~.:тµои:ть кс:tрты Кс:tµ1ю и: 1.\JШ f)ё:t3м~µно~.:т~Й: 5 и: б , 1ю они: и.~.:

поль3уют~.:1! в~~.:ьми. I->~1.\KO. Мож~т быть по~.:тµо~ни. и: пµост~Й:шШ! ки.µти. 

Ки.µно 1.\Л>i функции: от 1.\ВУХ п~µ~м~нных, но 1.\Л>i тс:tки:х функций н~ во3ни:
ки.~т li~'1.'РИ.ВИ.и.J1ЫiЫХ 3i:tl\ o..'i lIOL:TI->O~liИ.>i МИ.НИ.Ми.J1ЬliОЙ: .LJ,tl ф. 
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l'O ребра. Так, на карте, нокёL3анной на ри.(.; . 6.9, 11ря.моу1'одьни.к 

ll x обозна'iает ребро 110, 111] , 11ря:моу1'Одьни.ки. же l x l и. 
x ll - ребра [101,111] и. [011, 111] (.;ОО'l'ве·1т·1'венно. 

llo таки.м обозна'iени.я:м JШl'KO ноду 'iи.ть и. ту и.мнди.канту , 
V V 

которая: я:вдя:ет(.;я. резудьтатом нрО(.;'l'ОИ (.;Кдеики.; ддя. это1'0 

ДО(.;ТёLТО'iНО 3ШIИ.(.;1::LТЬ ди.тераJI 'J.," i ((.;ООl'ВеТ(.; 'l'Венно X i ), e(.;JIИ. В i-й 
1103И.ЦИ.И. (.;ТОИ.Т 1 ((.;ООТВеТ(.;'l'Венно О), и. 111"юну(.;'l'И.ТЬ ди.тераJl Xi, 

e(.;JIИ. в i-й нози.ци.и. (.;ТОИ.'1' ,, кре(.;ти.к ". I'ак, 110 (.;JЮву l x O ноду'iи.м 
и.мш1и.канту х1х3. 

НаJ1и.'iи.е на карте Карно двух 11ря.моу1'ОJ1ьни.ков шющади. 2, 
находя.щи.х(.;я: в (.;0(.;едни.х (.;ТОдбцах и.ди. (.;Троках, ноказывает, 'iTO 

фу нкци.л нри.ни.мает зна'iени.е 1 на некотоµой наµе (.;0(.;едни.х 

µебеµ, т.е. на некотоµой 1'µани. µёL3меµно(.;ти. 2. То1'да они. мо1'ут 
быть uбъед;и.нены в uдин бuдьшuй нрлмuугuдыiик шющади. 4 
(ри(.;. 6.10). 

~ 00 01 11 10 
1 

~ -\ 
о 1 1 

1 1 1 ............, ............. ) 

/ \ "' хОО хОх x0l 

Рю;. 6.10 

Этот нря:моу 1 'Одьни.к можно за11и.(.;а·1ъ в ви.де (.;JЮва х О х , 

НОКёL3ЫВёLЯ. тем (.;1::LМЫМ, 'iTO (.;00ТВеТ(.;'1'ВУЮЩМ l'!-}1::LHЬ (µёL3меµно

(.;ТИ. 2) обрёL3ована J1юбой и.з двух наµ (.;О(.;едни.х µебер: (х ОО, x Ol) 
(два веµти.каJ1ьных нµя:моу 1 'Одьни.ка шющади. 2) и.ди. ( 00 х , 1 О х) 
(два l'ОрИ.30НТаJlЬНЫХ llIJЛMOYl'OJIЬHИ.KcL НJЮЩади. 2). 

То'iно так же можно 06'.ьеди.нн.ть в оди.н нµн.моу 1 'Одьни.к 

шющади. 8 два (.;О(.;едни.х нрлмоу1'одьни.ка шющади 4 ( µи.(.;. 6.11). 
e(.;Jrи. т·акие боJ1ьшие нµлмоу 1'одьники. находить (.;IJёL3Y , то 

"поглощаемые ;. ими меньшие пµлмоугодьники. уже не ра(.;(.;Ма

тµи.ваю·1'(.;Я. . Тем (.;амым, находя. на карте Карно 11ря.моу1'одьни.-
v 

ки. МёLК(.;И.МаJlЬНОИ llJЮЩёLДИ. И. не (.;ОДержащи.е(.;Л дРУl' В дру1'е, мы 
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V 

417 

10 
хо хо 

1 / 
01 xl 

1 

tlаходим l'pal:iи мaкt;И.Mo..llbJ:iЫX размер!iОt;теи И. мaкt;ИMo..llbtlЫe 110 

вкдю'iеl:iию, тсtкие, J:iё:t которых Зё:tДё:tJ:iJ:ic\JI фу J:iкци.л нри.!iимсtет 

eди.l:iИ'itl0e ЗJ:ict'iel:iи.e. llolЖOJrькy 1 'pcttlь рё:tЗмерtlОt;ти. k имеет 
2k верши!!, то выдеJrлемые oниt;atltlЫM t;1IOt;oбoм 11рлмоу1'Одь
l:iи.ки мо1·ут (.;0(.;'l'ОЯ.ТЬ T0JibK0 И.3 2k кдеток (ддя. J:ieкoтop0l'0 k, 
J:ie 11ревышсtюще1 ·о 'iИt;Jiё:t 11epeмel:il:iыx) . Тсtк, J:iё:t ксtрте, нриве

деl:iJ:iОЙ J:iё:t риt,; . б . 12, ноду 'iИ.М два нрлмоу 1 ·одьl:iиксt шющсtди 4; 
х U х U и U х U х, t;Оответt,;твующи.е l'pё:t!iЛM рё:tЗмер!iОt;ти 2, и одиl:i 

11р.нмоу1·одьl:iик Ul х 1, отве'iсtющи.й ребру, которое l:ie t;одержи.т

t;Н J:iИ. в ОДJ:iОЙ из у Kё:tЗё:tJ:iJ:iЫX выше 1 ·pct!ieЙ. lloд 'iерк!iем еще 

рё:tЗ, '!ТО t;Оt;едс.;тво кдеток, 11ря.моу1·0J1ьJ:iи.ков и. t;ctмo выдеде

tlи.е нрлмоу l'Одьl:iи.ков tla карте Kaptlo нроизводи.тсл с.; у'iетом 

ее " закру 'ietltloc.;ти. ;, . l3 эт·ой с.;.влзи. Иtlтepec.;eJ:i " 11рлмоу1 '0JIЬJ:iИK ;, 

tla ксtрте, нри..ведеtltlОЙ l:ia рис.; . б.12 , oбoзl:ia'iel:itlЫЙ х U х U. Oli 

oбpё:t30Bё:ttl дв у мл llё:tрё:tми 11роти.во11ОJIОЖtlЫХ у1 'JIOBЫX кдеток. 

Таким обрё:tЗом, еt;ди tlё:t ксtрте Kctptlo с.;рё:tЗу выдедя.ть вt,;е 

Mёt,K(.;И.Mo..llbtlЫe ( В yкё:tЗatltlOM выше (.;MЫt;Jie) 11рлмоу1 'OJlbtlИKИ. шю

Щё:tДИ 2k (ддл J:ieкoтopor'O k ~ U и. J:ie 11ревышсtюще1'О 'iИt;Jiё:t 
11epeмel:il:iыx) , то тем с.;сtмым мы " 1'еометри.'iес.;ки ~' рео..11и.зуем 

онис.;аtlliЫЙ patlee о..111 ·ебрсtи'iе <.:кий итерсtциОtlliЫЙ нроцеt;с.; с.;кдеЙ

ки. и в результате ноду'iсtем вс.;е нро<.:тые имшrиксttlты и.<.:ходtlоИ 

фу J:iкци.и. ( <.:о <.:тсt.вдлющи.е <.:oкpctщeJ:il:iY ю ДН Ф). Эти. и.мнди.ксtl:i

ты .В0(.;(.; 'l'ё:tJ:iё:t.ВJIИB<1IOTt;Л 110 3ё:t1IИ.<.:ЛМ 11рлмоу l 'OJibJ:iИ.KO.В T O'iJ:iO Тё:tК 
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же, как 011и.(.;ано выше ддя. нрО(.;ТОЙ (.;КдеЙки. Так, ддл карты, 

11риведенной на ри.(.;. 6.12, ноду'-iим (.;Окращенную ДНФ в виде 

:.с2Х4 V Х1Х3 V Х1Х2Х4. 

2. Определение ядра. 1 'оворлт, '-!ТО ЭJШментарная. конъ

юнкцил К накрывает элементарную конъюнкцию L ( и ни.шут 
К >-- L), еGди дюбой ди.терё:LJ1, входя.щий в К , входит в L. Так, 
Х1Х2 >-- Х1Х2Х3, Х1Х3 >-- Х1Х2Х3, HU Х1Х3 'f Х1Х2Х3, llUGKUJlЬKY BTU-

- V V 

рал конъюнкция. Gодержит литерал х3, 0·1тутс;твующии в ш~рвои 

конъюнкции. Jle1'кo нонлть, L1то ес;J1и. К >-- L, то К V L = К ( с;о
l'даGно тижdеr;;пв им пиё-4ИЩен·ш1,) . 

Каждая. вхuдлщал в Guкращенную ДНФ нрuL;тал имшrикан

та нокрывает некоторую элементарную конъюнкцию иGходнои 

СДНФ. На карте Карно этому отве'iае1· 11рлмоу1'одьник, ,, за

крывающий ;' L;ООтветGтвующую единицу. 

llµос;тую имш1иканту нс\.3ьшают ядровой, ес;ди она нокµы

вает некотоµую элементаµную конъюнкцию и.L;ходной СДНФ, 

не нокрываемую никакой дµу1·ой 11р0Gтой имндикантой. На 

каµте Карно 11µлмоу1'ОJ1ьник, GоответGтвующий лдровой имнли

канте, отыGкиваетс;л О'-iень нµоGто; это та.кои 11рлмоу1'Одьник, 

у да.11ив кuтuрыи нuду '-!ИМ единицу, не закµытую никаким дру

l'ИМ 11рлмоу1'ОJIЬНИКОМ. Тоl'Да, ни одна лдµовал ИMllJIИKёl,li'l'ёl, не 

может быть у Дё:LJlена из И.(.;КОМОЙ МИНИМё:LJlЬНОЙ дн ф И.(.;ХОДНОЙ 

функции, т .е. вс;е лдровые имш1иканты облзатедьно войдут в 

минима.11ьну ю ДН Ф. 

Множес;тво вс;ех я.дµовых имнликант ( с;клеек) с;окращенной 

дн ф На.3ЫВ11ЮТ ядром. 

Пример 6.13. а. У мажоритарной функции вGе имшrикан
ты лвллютс;л лдµовыми. Нанµотив, у функции, изображенной 

на ка.рте Карно на ри.G. б . 13 , }lдpu нуL;то, т.е. }lдровых имш1и

кант нет вовL;е. 

б. На каµте Карно на µи.с;. б . 14 в лдро 11011адают с;кдеЙки 

О х х 1, О х 1 х , 1 х 00. # 
Ес;ди. В(.;е llf-)0 (.;TЫe ИМШlИКаН'l'Ы 0Кс\.3ё:LJ1И(.;Ь В лдре, то с;окµа

щеннал ДНФ и еG'1ъ единGтвеннал минимё:LJ1ьнал и кµат'iаЙшал 
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Рис. 6.13 Рис. 6.14 

ДН Ф ддя. данной функции. Именно так обt.:тоит деJю t.: ма
жоритарной функцией (t.:м. нример б.12) . Н нротивном t.:Jiy'iae 
t.:мотрлт, не эквива..1ШН'l.'На ди ДН Ф, 11оt.:троеннал как дизъ

юнкция: вt.:ех я.дровых имндикант, ис;ходной СДНФ. Это будет 

иметь меt.:то ТОl'да и TOJIЬKO ТОl'да, КОI'да лдровые .l:1MllJIИ.Kaн

TЬI накрывают в с;овоку нноt.:ти вt.:е эJ1ементарные кон·ьюнкции 

иt.:ходной СДНФ. На карте Карно то1'да каждая: юштка1 t.:о

держащал единицу, доджна быть закрыта 11рлмоу1'одьником, 

отве'iающим некоторой лдровой имш1иканте. Еt.:ди это так1 то 
ДНФ I ноt.:троеннал 110 лдру I как ониt.:ано выше, еt.:ть минима..11ь
нал и крат'iаЙшал (t.:кдеЙки лдра закрыди вt.:е единицы карты 

Карно). llpи этом имнди.канты, не нонавшие в я.дро, вt.:е оказы

ваютt.:.н " и.збьп'о'iными \ т.е. их у да..11ение из t.:окращенной ДНФ 
V V 

не 11р.1:1вод.1:1т к нарушению эквива..11ентноt.:т.1:1 этои 11оt.:J1еднеи t.: 
Иt.:ХОДНОЙ СДНФ. 

Н оt.: ·1·а.J1ьных t.:J1y 'iалх нереходлт к отыt.:канию так называе
мых ту 11.1:1КОВЫХ ДН ф. 

3. Перечисление тупиковых ДНФ. llpot.:I'yю им11ли

кан1·у называют избыточ:пой (относ;и.теJ1ьно некоторой ДНФ, 
V V 

t.:одержащеи тодько нроt.:тые имш1.1:1канты .1:1 экв.1:1ва..11ентнои иt.:-

ходной СДНФ), еt.:ди. ее можно уда..11ить из этой ДНФ без 11отер.1:1 

эквива..1шнтноt.:ти ее иt.:ходной СДНФ. Так, t.:окращеннал ДНФ 
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( t.:M. риt.:. 6.14) t.:uдержит избыl'U'itlЫе ИMllJIИIO:Lli'l'Ы; ИMllJIИKё:Lli'l'ё:L, 
t.:оответt.:твующё:LЯ. 11ря.моу1'ОJIЬliИКУ ll)xl), ИJIИ ИMllJIИKё:LliTё:L, t.:OO'l'

.13eTt.:T.13YIOЩё:LЯ. 11рлмоу1'Одьliику xl)ll), может быть удё:LJ1енё:L (lio lie 
обе t.:рё:LЗу!). Это Зliё:L'iИT, ч.то Кё:LЖДё:LЛ и.з этих имш1икё:LIП' лвдл

етt.:л избытО'iliОЙ отноt.:итедьliо t.:окрё::1,Щеliной ДНФ I но yдё:LJreliиe 

одtlоЙ из liИX 11ривuдит к li0.130Й ДНФ, oтtlut.:итeдьtlo которой 

1:п'Орё:LЛ из уномлнутых имнликё:Lнт уже не будет избьп'О'iliОЙ. Н 

том t.:JIY'iё:Le, КОI'.Цё:L Кё:LЖ.ЦУЮ эдементё:Lрную КОliЪЮliКЦИЮ Иt.:ХО.Ц

ной СДНФ нокрывё:Lет н:екоторё:Lл лдровё:LЛ имнли.кё:LН:Тё:L1 имш1и
Кё:Lliты, lie вошедшие в лдро, можliо у дшrить OДliOвpeмeliliO. 

ТоI'Дё:L MOЖliO нредt.:Тё:LВИТЬ нроцеt.:t.: llOШё:Ll'OBOI'O у Дё:LJI(;liИЛ из

быто<rн:ых имшrикё:Lит, lli:L'iИHё:LЛ t.: t.:окрё:Lщенн:ой ДНФ, в резуль
тё:Lте которо1'0 ноду'iитt.:л некоторё:LЛ ДНФ, уже не t.:одержё::1,Щё:LЯ. 

liИ ОДliОЙ избытО'iliОЙ t.:кдейки. 

Jlюбую ДНФ, эквившrен:тную иt.:ходtlоЙ СДНФ, t.:одержё:Lщую 

вt.:е лдровые имндикё:Lнты и не t.:одержё:Lщую ни одной избыто'--1-

ной ИMllJIИKё:LHTЬI) Нё:LЗЫВё:LЮТ rпуn·иковой. 

Зё:Lметим, '--!ТО .13 t.:илу конеL1ноt.:ти множеt.:Т.13ё:L вt.:ех имшrикё:Lнт 
тунико.13ё:LЯ. ДНФ обя.зё:Lте.11ьно t.:yщet.:·1,.13ye·1,, т.е. в у11омлliу·1·ом 

выше нроцеt.:t.:е мы рё:Lно или поздно доберемt.:л до т·ё:Lкого мо

ментё:L1 KOI'Дi:L удшrение хотл бы одной с.;клейки 11риведет к тому, 

'--!ТО " откроетс.;я. ;, кё:Lкё:LЯ.-то едини '--lНё:LЯ. кдеткё:L нё:L кё:Lрте Кс1,рно и 
тем t.:с1,мым будет нотерлнс1, эквившrентнut.:ть ноду ч:ениой тё:Lким 

обрё:LЗом ДНФ иt.:ходной СДНФ. 

Дд}l СДН Ф, кс1,ртё:L Kё:Lptio которой 11ри.13едеtlс1, нё:L риt.:. 6.14, 
имеютс.;л две туниковые ДНФ; 

х1х4 V х1х3 V х1х3 · :с4 V xix3x4, 

х1х4 V :с1х3 V х1х3 · Х4 V x1xi · х4. 

llервые три конъюнкции t.:оответt.:твуют .ндру. 

Н общем (.;Jiy'--la,e длл 11ере'--lиt.::денил вt.:ех туниковых ДНФ 

может быть иt.:11одьзовс1,н (.;Jlедующий ё:LJн·оритм. Мы изJюжим 

el'o в термиtlё:LХ кс1,рт Kё:Lptlo и, донуt.:кё:Lл водьtlоt.:ть реч:и, будем 
отождеt.:'l'ВJIЛТЬ Мсl,К(;ИМё:LJIЬНЫе 11рлмоу1'ОдЬliИКИ На, кс1,рте Кс1,рно 

(; t;OOTBeTt;'l'.13 у ЮЩИМИ llpOt;'l'ЬlMИ ИМШIИКс\,tlТа,МИ. 
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llри.l:вои.м юtждой нроl:той и.мш1и.ю11п'е l:окращенной ДНФ 

некоторое и.мл; т .е . обозна'iи.м и.х, на11ри.мер 1 как Ki , K 'l,, ... , 
Кт. Длл любой единицы карты Карно, не покрываемой ядром, 

нере'iи.l:ди.м вl:е нроl:тые и.мш1и.канты, которые ее нокрывают, 

зани.l:ав и.х в ви.д~ :JJ1,e.м,er1,mapr1,uй d'Uз ъюr1,r,;'U/U'U, в которой 11~
р~м~liliыми. l:'iИ.TaIO'l'l:Л BB~Д~liliЫ~ выш~ и.м~на нрОl:ТЫХ И.МШlИ.

каliТ. ll~p~м~liliO~, и.м~liующее дaliliYIO нроl:тую и.мш1и.каliту, 

нри.ни.мает, 110 онредедеliи.ю, зна'iеliи.е 11 еl:ди. данная нроl:тал 

и.мш1и.канта выби.раетl:л дю1 нокрыти.л раl:l:матри.ваемой еди.

ни.цы карты Карно. 

Зани.l:ав вl:е эдементарные ди.зъюнкци.и.1 l:Оl:тави.м и.з ни.х 

КНФ. Раl:l:МОтри.м карту Kaplio на ри.l:. б . 13. Обозна'iи.в 

К1 = x1x'l, (lU x ), 

К4 = x1x'l, (Ul x ), 

Ш)ду'iи.М 

K 'l, = X'l,:.c3 ( x Ul), 

К5 = x'l,x3 (x lU) , 
К3 = :t:1X3 (Ux 1) , 
Ко= х1х3 (1 x U) , 

(К1 V К0 ) f\ (К1 V K 'l, ) f\ (K 'l, V К3) f\ 

!\ (К3 V К4) f\ (К4 V К5) f\ (К5 V К0) . (б.13) 

Тем l:амым мы образуем вl:11омо1,а·1·е.11ьную функци.ю (11ред

l:тавJrе1п1ую КНФ ви.дсt (б . 13) ), назывсtемую функцией Па

трика. Рсtl:крывая l:кобки в КНФ (б. 13 ) и Иl:Подьзуя тожде

l:твсt бу девой а.Jн ·ебры ( в 'iсtl:тности., тождество 1101 'JЮщени.я.) , 

11одуL1и.м ДНФ, в которой каждая ЭJШM~liтctpliaя коliъюliкци.л l:О

ответl:'l'вует liекоторой '1'у11и.ковой ДНФ и. , lictoбopoт, каждой 

туни.ковой ДНФ может быть l:OllOl:TctBJШHct однсt и.з эти.х конъ

Юliкци.и. 

Ддл наш~l'О нри.меrсt 110 (.:Туни.м так: ВЫ'iИ.(.:JlИ.М КОliЪЮliКЦИ.Ю 

нервой и. второй скобки. в выrсtжени.и. (б.13) , а тсtкже третьей и. 

'iетвеrтой, нн.той и. шеl:той l:кобок1 нol:Jie 'ie1 'О ноду 'iи.м 

(К1 V K1K'l, V КоК1 V K oK 'l, )f\ 

f\ (K 'l,K3 V K 'l, K4 V К3 V К3К4) !\ 

f\ (К4К5 V К4К0 V К5 V К5К0) . (б.14) 
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И(.;11одьзуя. тождеL;твсt, 1101'JЮЩе.l:iия., в нервой (.;Кобке в фор

муJш (о.14) мы можем удсt,J1ить в(.;е 'iJte.1:iы , (.;Одержсt,щие К1 , во 

второй (.;Кобке - вt.:е 'Iдены, (.;одержсt,щие К з, в третьей L;коб

ке - В(.;е 'iJle.1:iы, (.;Одержсt,щие К 5. llpoдeJ1ct,в это, рсt,(.;крыв В(.;е 

три t.:кобки и нриме.1:iив еще раЗ 1101'JIOЩe.l:iиe, око.1:i чсt,тедьно 110-
ду '-iим 

К1КзК5 V К1КзК4Ко V 

V К1К2К4К5 V К2КзК5Ко V К2К4К5 . (о.15) 

Эдеме.1:iтсt,р.1:iые КО.1:iЪЮ.1:iкции в ( о . 15) 011редеJ1лют тупиковые 

ДНФ. Dодее то1'0, тсt,к ксt,к в Да,.1:iном t.:J1y'-ict,e отt.:утt.:твуют лдро-
V 

вьш ИМllдИКа,.1:iТЫ, .1:iа,ИДе.1:i.1:iЬШ КО.1:iЪЮ.1:iКЦИИ Иt.:'-iернывсt,ЮТ ту llИ-

ковые дн ф. llepвct,Л ту 11ИКО13а,Л дн ф (.;O(.;ТОИТ И3 КО.1:iЪЮ.1:iКЦИЙ 

К1 , Кз и К5 , т.е. имеет вид 

Точно ·1• сt,к же 011редедя.ютt.:я. оt.:тсt,J1ьные туниковьш ДНФ. 

Обоt.:.1:iО13сt,ни.е 011и.t.:ct,.1:iнo1·0 выше i::t,JH'Opи.тмct, может быть ноду

'-iе.1:iо из t.:дедующи.х (.;Ообрсt,же.1:iи.Й. Фу.1:iкци.л llct,тpи.кct,, нредt.:тсt,

вде.1:iНа,Л кн ф) нринимсt,ет 3На,'-Iени.е 1 ТОl 'Да, и TOJlbKO ТОl 'Да,, ко
Г .Ца, Ка,ЖДМ Эд~М~НТ'а,р.1:iа,Л ДИ3ЪЮНКЦИЛ нрИНИМа,~Т 3На,'i~Ние 1. А 
эдеме.1:iТа,р.1:iа,Л ДИ3ЪЮ.1:iКЦИЛ 11рИ..1:iИМа,ет 3.1:ia,'-ie.l:iиe 1 13 том и ТОдЬКО 
в том t.:дучсt,е, КОl'Да, хотл бы ОД.1:iО ее 11еременное 11ринимсt,ет 3.1:ia,
'-ie.l:iиe 1. Co1•дct,L;.1:iO онредеJtе.1:iию фу.1:iкции llct,тpи.кct,, это 3На,'-iИ.'1' 1 
'-!ТО хотл бы ОД.1:iа, 11pot.:·1•ct,л имш1иксt,.1:iТа, выбрсt,.1:iа, ддл нокрытил 

L;Оответt.:твующей еди.1:iицы .1:ia, ксt,рте Kct,plio. llоt.:кодьку тсt,ким 

обра,;зом н~р~бирсt,ютt.:н. вt.:~ li~ нокрывсt,~мы~ н.дром ~ДИliИЦЫ ксt,р
ты Kct,p.1:io, то 1 •ct,pct,liтиpyeтt.:.я. ЭKl3ИBa,JШliTliOL;TЬ иt.:комой ДН Ф 

ИL;ходной СДНФ. Однсt,ко, KOl'Дct, функция: llсt,трика. 11peдt.:тct,BJШ

lia, ДНФ и мы выбирсt,ем в ТО'-iНОt.:ти о,цну и.з ее элементсt,рных 

КОliЪЮliкции, 11одсt,1'сt,Л1 '-!ТО вt.:е входящие в liee 11epeмeli.l:iыe pct,в
liЫ 1, мы т~м (.;а,МЫМ И3 вt.:ех 1303МОЖliЫХ 13а,рИа,.1:iТО13 11окрытил 

ксt,ждой ~ДИ.1:iИЦЫ .1:ia, ксt,рт~ Kct,plio выбирсt,~м в ТО'--1.1:iО t.:ти оди.li всt,

ри.сt,нт. З.1:iсt,'-iит, 11оду'-iе.1:iнсt,л в резудьта.те ·1•сt,ко1·0 выбора, ДНФ 
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дш-1 и.L:хuдш.>Й (ми.tlи.ми.зи.ру~мuй) СДНФ д~ЙL:тви.т~дьtlu буд~т 
V 

туни.кuвuи. 

Hu нyжtlu зс:tм~ти.ть1 '-iTU 11~р~'-iю.:д~ни~ туникuвых ДНФ 

ЛВJI.Я:~ТL:Л L:а.МЫМ .1:i~llри.лтным И. трудо~мки.м ЭTa.llOM BL:~l'O ё\.11-

l'Ори.тмс:t МИНИМИ3а.ЦИИ. EL:JlИ '-iИL:JIO ~ДИ.1:iИ'-i.1:iЫХ КJШТОК Ка.рты 

Кс:tрно1 н~ нокрывс:t~мых я.дром1 доt.:та.ТО'-iНО Вt'..J1ико 1 то функция. 
llc:tтpи.кc:t будет веt.:ьмс:t L:Jюжной и ее упрощени.~ L:0110L:тс:tвимо 110 
тру доемкоt.:ти t.:o вt.:ем нроцеt.:L:ом минимизации.. 

4. Отыскание среди тупиковых ДНФ кратчайших 

и минимальных. Среди tlа.Йденных ту пиковых ДНФ tlс:tходлт 

крс:tт'-iаЙшие и ми.ни.мщ1ьные. Крс:tт'-iа.Йшш=r ДНФ может не быть 

мини.мщ1ьtlоЙ1 в то времл ка.к '-ic:tt.:тo ми.ни.мщ1ьнш=r ДНФ ЛВJ1летt.:л 
и крат'-iаЙшей. На11ри.мер 1 ДНФ х1х2 V х2 лвдлетt.:л крат'-iаЙшей 

но не МИ.НИМё\JlЬ.1:iОЙ. ДеЙL:ТВИ"ГедЬ.1:iО7 Х1Х2 V 'J:2 = Х1 V :t:2 и О'-iеви:д

НU7 '-iTU втuра.Л из запиL:с:tнных ДНФ мини.ма.11ы-1с:tл и. крс:tт'-iа.Йшс:tл. 
ДНФ х1х2 V х2 и.ме~т ту ж~ дди.tlу 1 '-iTU и. х1 V х2 1 Hu в 11ервuй 
ДНФ три. ли.тера.11а1 а. во второй - два.. 

Отмети.м1 '-!ТО из 11лти туни.ковых ДНФ1 которые 011иt.:ы
вс:tютt.:л функцией llc:tтpи.кc:t ( 6.15) 1 крс:tт'-iа.Йшими. лвдлютt.:л две. 

Кс:tждм из li.И.X ми.liи.мщ1ьtlс:t 1 та.к ка.к обе 0liи. имеют оди.liс:tковое 
'-iИ.L:JIO ди.терщюв. 

Пример 6.14. Рс:tL:t.:мотри.м карту Kc:tptlo tla. риt.:. б.15. 

Рис. 6.15 

ООхх 

хОхО (К1) 

ОхОх 

lllx (К5) 

lxlO (К6) 
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Н ре3удь·1'сL'l'е нроведенил lЖдеики ноду'iим Gдедующую Gо

крёtщенную ДНФ~: 

Ядро t.;ОGТёLВJ1я.ют t.;кдеЙки (нроGтые имш1иксLнты) х1х3 и 

х1х2. 

Шеt.;ть кдеток1 t.;одержё\J-Цих единицу 7 нсL ксLрте Кёtрно ОGтёL

ютGЛ непокрытыми лдровыми GкдеЙксLми. Ддл нелдровых GКJШ

ек (uбu3HcL'ieliныx К1 , ... , К6) GUt.;Та.вдлем функцию llсt·грика. в 

виде 

llреобрёL3ул ее cLliaJIOl'И'iHO функции (6.13), ноду'iёtем 

Имеем, t.;JшдовсLтедьно, нлть туникuвых ДНФ. Зш1ишем их, ддл 

HёLl 'JПJ.ДHUt.;'l'И 7 'l'a.K: 

Х2Х4 V Х3Х4 V Х1Х2Х3, 
Х2Х3 V Х1Х2Х4 V Х1Х3Х4, 

:L\x3 V х1х2 V х2х3 V Х3Х4 V х1х2х3 V x1:i·3x4 1 

я.дрu х2х4 V х2х3 V х1х2х4 V х1х2х3, 

Х2Х4 V Х3Х4 V Х1Х2Х4 V X1:t·3:.G4. 

И3 этих нлти ту никuвых ДНФ крёtт'iсLЙшими лВJ1лютGл нер

всLл И втора.я.. И3 liИX, В (.;ВОЮ О'iередь, МИliИМа.JlЬНОЙ лвдлетGл 

нерваJJ., та.к ксLк UlicL t.;uдержит на. один дитера..11 меньше. 

Н ито1'е ноду 'icLeм минима..11ьную ДНФ в виде 

" Обрс1:ги:м еще рс1,3 вн:и:мс1,н:и:е н:с1, то , ч:то кс1,жд,ый: выд,еюiемый: 1тр>:1:моу1 'Одь

н:и:к tlc\. кс1,рте Кс1,рн:о и:меет шющс1,1.1ь, рс\.вliую некоторой: с.;теиеliи. J.J,ВОЙ:ки:. 

llоэтому, н:с1,ири:мер, l'ри: с.;ос.;ед,н:ие ед,ин:ич:н:ые кдетки н:е МОL'ут быть об·.ь

ед,ин:ен:ы в од,ин: ирнмоу1 'Одьн:ик, с1, их "н:с1,кроют ;, д,вс\. ирнмоу1 'Одьн:икс1, uдо

щс1,д,ью 2, 11ерес.;екс1,ющи.ес.;>:1: 110 OJ.J,tlOЙ: кдетке. 
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ll ДёЬliНОМ (.;ду 'icl,e МИ.НИ.Ма,JlЬНё:1,Л дн ф OIO:LЗa,Jlcl,(.;Ь еди.нс.;твеннои, 

хотл1 кс1,к это мы ви.де.11и. в рс1,нее рс1,зобрс1,нных 11ри.мерс1,х, в 

общем c.;J1y'ic1,e мо1'ут с.;уществовс1,·1ъ нес.;кодько ми.ни.ма,,11ьных 

ДНФ. # 

Техни.кс1, кс1,рт Кс1,рно лш1.я.ете.я. удобным и. нс1,1 '.11лдным ( нри. 

онредеденных O1 'рс1,ни.Lшни.лх нсt. 'iи.с.;Jю неременных ми.ни.ми.зи.

руемой функции.) с.;нособом реа,,11и.зс1,ци.и. а,,111'ори.тмс1, Квс1,Йнс1, -

Мс1,к-Кдоски.. Но с.;ущес.;твуют и .цру1'и.е с.;нособы нроведени.л 

склейки., т.е. ноду'iени.л с.;окрсt.Щенной ДНФ длл исходной функ

ции.. О дни.м и.з тс1,ки.х с.;нособов .я.шн1етсл 'iи.с.;то а,,111 'ебрс1,и. 'iески.й 

.метод В.лейка1 состолщий в том, 'iTO к любой ДНФ, 11редстсt.

ш1лющей функцию, нри.мен.я.ютс.;л СJшдующи.е тождес.;·1'вс1, ; 

{ хК1 V хК'2 = хК1 V хК'2 V К1К'2 , 
К1 V К1К'2 = К1 . 

(б.lб) 

llepвoe из тождеств (б . lб) наЗывс1,ют rпождесrпво.м, (иди 

nрави.лом) обобщеппо~о ск.леивапиJ(,, второе - тожде

сrпво.м, (иди. nрави.л,о.м,) nо~.л,ощеп·иJ(,. 

/l'exнoJIOl'И.1i 1' и.с11одьзовс1,ни.1i методс1, DдеЙкс1, тсt.ковс1,; нри.ме

няют тождество обобщенно1'0 с.;кдеивс1,ния до тех нор, 11оксt. не 

11ерестс1,нут 110}-lBJl}iTЬC.Н новь~е эдемеН'l'ё:1,рные конъюнкции. ( ВИ.Дё:1, 

К1К'2) , lloc.;J1e это1'О 11ри.менлют тождество 1101'JЮщени.л* . 

Кс1,к только сокрсt.щеннм ДНФ тем иди. иным с.;нособом нс1,й

денс1,, нри.сту 11с1,ют к нс1,хождени.ю лдрс1,. Ядро можно O11редеJ1и.ть 

( без и.с110льзова.ни.л ка.рты Ка.рно) с.; но мощью та.к наЗьша.емой 

таб.лицы Квайпа. Стодбцы этой тс1,бли.цы соответствуют 

эдементс1,рным конъюнкци.лм и.сходной СДНФ, с1, строки. - нро

стым и.мш1ика.нта.м с.;окрсt.Щенной ДНФ. Нс1, 11ересе'iении строки. 

и. стодбца. 11роста.ш1лется знс1,к ,, +" (ндюс.;) , есди. 11рос.;·1-с1,я: и.м-
V 

ш1и.кс1,нтс1, дс1,ннои строки. 11окрьшс1,ет эдемента.рную конъюнкцию 

дс1,нно1'О с.;тодбцс1,. Ядро вы 'iи.с.;дя:етсл ·1,с1,к; отме'iс1,ем С'l'Одбцы с 

" См.; l'aвp·u11rvв 1'.11 ., Canvжr::nкv А . А . 
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eди.li(.;TBetil:iЫM 3lii;!,KOM 17 + -~' TOl 'Дi;!, нрО(.;ТЫе И.MШlИ.Ki;l,liTЫ тех и 
тодько тех t.:трок, в которые 11ошы1 этот 3liёLK, обра.Зуют н.дро. 

Ддн. нри.мерёL б.13.б ((.;м. ри.(.;. б.14) ноду'iи.м тёLбди.цу КвёLЙliёL, 

и.3oбpi;1,жeliliYIO Hi;!, ри.t.:. б.lб. 

-

0001 0011 0010 0101 0111 0110 1100 1000 1010 

0ХХ1 + + + + 
OXlX + + + + 
lOXO + + 
Х010 + + 
lXOO + + 

* * * * 

Риt;. 6.16 

( 1:3 ЦеJН!Х ЭКОliОМИ.И. мet;Ti;!, эдeмeli'l'i;!,plib!e КОliЪЮliКЦИ.И. в Тi;!,бди.це 

3i;1,менеliы цифровыми обо3нёLч:енилми (.;оогвег(.;гвующи.х вершин 

и грёLней булевёL кубi:1, - гоч:но ТёLК же КёLК при обо3нёLч:ении 

11рлмоу1'одьни.ков Hi;!, Ki;!,pTi;!,X Кi:1,рно. НJ.\ровые и.мш1и.кi;1,liТЫ 

выдедеliы жи.рliым шрифтом.) 

По ГёLблице Квi:1,ЙНi:1, можно t.:оt.:гёLвигь и функцию ПёLгрикёL 

ДJ!Н. нере'iИ.t;деliИ.Н. ту НИ.КО!JЫХ дн ф. Ддн. ЭТОl 'О liY ЖliO отметить 
1:>t;e t.:тодбцы тi:1,бди.цы, 1:> которых Hi;!, нереt.:ечени.и. t.:o t;трокi:1,ми., 

t;Оответt;твующи.ми. лдровым и.мнди.Кi:1,liТi:1,М , lie t;тои.1' 3lii;l,K 
17 
+". 

Ддл ра.Зби.рсtемоео нри.мерёL ТёLковым лJJдлетt.:л только ноt.:JШД

tiИЙ t.:голбец. Чтобы покрьпъ t.:оогвегt.:гвующую элеменгёLрную 

коliЪЮliкцию СДНФ, можно выбрсLть одну И3 двух нроt.:тых им

ш1икi;1,нт; X1X;tX4 иди. X;tX~X4. 

В 3i;!,Kдю'ietlи.e рi;!,t.:t.:мот·рим оч:ень крс:1,гко применение Кi:1,рг 

Кi:1,рно к поt.:троени.ю ми.нимi:1,J1ьных ДНФ -ч,асти-ч,ных бу.ле

вых фупкций, т.е. ч,ас:т·и·1-1/н,ых QТnQбриж~н/uй И3 множеt.:твi:1, 

{ О, 1 }'ь в множеt;·1·во { О, 1} . 
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Ча<.;ти.'iнал будева функци.л может быть задана 110<.;ред<.;твом 

карты Карно, в которой кроме кдеток <.; еди.ни.цами. и. 11у <.;тых 

кдеток будут клетки., зсtнолненные нро'iерксtми. (-). Такой 

нро'iерк ознсt'iсtет, 'iTU на <.;оотве1·<.;твующем наборе фу нкци.я. не 

он ред ~дена. 

С кдеЙка. ,цдя. 'ia.<.;·1· и. 'iHO й фу нкци.и. ( за.,ц а.нно й ка.р той Ка. р но) 
нроводи.т<.;л таки.м образом, 'iTO выдедлютсл 11рлмоу1'одьни.ки. 
Ма.К(.;И.Ма-/lЬНОЙ llJЮЩади. ( <.;одержа.щи.е 2k КJШТОК7 ДJlЯ. некоторо-
1 'О k), ка.ж,ца.л кдетка. которых <.;о,цержи.т ди.бо ~,ци.ни.цу 1 ди.бо 

нро'iерк, нри.'iем <.;уще<.;твует 110 кра.инеи мере о,цна еди.ни.'iна.л 
кдетка. 

Пример 6.15. llуеть 'iа.(.;ТИ.'iная: функци.л /(х1 1 х2 1 х3) за.дсt
нсt ксtртой Ксtрно, нри.веденной на 

ри.с б.17. llря.моу1•одьник мсtк<.;и

ма-11ьной шющади. (равной 4), L:U-
V 

<.;т·олщи.и и:з едиаи.цы и про'iерков, 

за11и.<..:ь1ва.ется. ка.к U х х. Сдедuво..

тедыrо1 МИНИ:МёtJIЬНая: дн ф ДJIЛ За.

Да.ННОЙ функции. будет х1. # 
llo но воду ра<.;<.;мо·1'реннu1 'О нри.-

~ 1 

о 

1 

00 01 

[ 1 -

/ 
-

J 
/ 

Охх 

Ри~;. 6.17 

11 10 

- - ) 

мера. возни.ка.ет такои вонрос 110'-iему не нри.ня.т во вни.ма.ни.е 

друt'ОЙ 11рлмоу1·одьни.к (11Jющади. 2) 1 <.;одержсtщи.й кдетку <.; еди.
ни.цей и. кдетку <.; нро'iерком: х UU'! Свя.зано это вот <.; 'iем. 

llepeJ.\ тем ка.к выд~дл·1ъ уномя.нуты~ выше 11рлмоу1'одыiики, 

мы на <..:сtмом деде доонр~дедлем и<..:ходную 'iсt<.;тиL1ную функцию 

(ноду'iая: обы'iную будеву функцию) так, 'iтобы в мсtк<.;има.J1ь

ном 'iИ.<.;J1e кдеток, в которых <.;толт нро'iерки (но не нуди.[ ), 

llОЯ.ВИ.JlИ.(.;Ь еди.ни.цы. 'l'o'iнee l'ОВОрл, <.;реди. 11ря.моу1'ОJ1ЬНИ.КОВ 

( <.; нро'iерками.) , <.;одержащи.х да.нную еди.ни.цу, выбирают ддл 
V V 

зам~ны нро'iерков ~ди.ни.ца.ми. та.кои, которыи и.м~ет мс1,к<.;и.-

ма.J1ьную шющадъ. llpo'iepки же в о<.;та.J1ьных 11рлмоу1 'ОJ1ьни.ках 

за.меня.ют нудлми.. 

Н нри.мер~ б . 15 мы доонредедлем и.<.;ходную функцию та.к, 

'iTO нолу 'iает<.;л фу нкци.л / 1, за.да.ваема.л ка.ртой Ка.рно, нри.ве-
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1~ 1 
00 01 11 10 ~ 00 

1 
01 11 10 

о [ 1 1 1 1 ] 
~ 

о 1 

/ 
1 1 1 

I '--,' 

I / 
Охх хОО 

Рис. 6.18 Рис. 6.19 

денной ю::t ри.t.:. о.18. Этсt функцил имеет ми.нима.11ьную ДНФ 

х1. Следоtlсtте.trьно, и '-lctt.:ти. '-!На.Л иt.:ходна.Л функция может быть 

11peдt.:·1'cttlдeнct та.кой ДНФ, ноt.:кодьку нс:\. tlt.:ex нс:\.борс:\.х 1 нс:\. кото

рых онс:\. 011редеденс:\. 1 онс:\. нри.нимс:\.ет тс:\.кое же 3Нс:\.'-1ение, кс:\.к и. 

функцил /1. 
Коне'-lно, мы мо1'ди бы доонредеди.ть функцию / 110-дру1'0-

му 1 тс:\.к 1 '-lтобы ноду'-lидс:\.L:Ь функцил /-1,1 3с:\.Дс:\.Ннс:\.л кс:\.ртой Ксtрно, 

11риtlеденной нс:\. риt.: . о.19. Яt.:но, '-!ТО / 2 = х2х~, 11оэтому и. '-li::\.

t.:ти'-lнi::\.л функция. / может быть онредеJШНс:\. тс:\.кой ДНФ. Но этс:\. 

ДНФ не минимш1ьнс:\. ддл дс:\.нной '-li::\.L:TИ'-lнoй (именно '-lс:\.t.:ТИ.'-1-

ной[) функци.и, 11о t.:кодьку 11ерtlыЙ t.:110<..:об доо11редедени.,1 дш1 

ДНФ, t.:одержс:\.щую дишь один дитершr. 

Тсtким обра.3ом, в отдич:ие от мини:ми.зсtци.и будевых функ

ци.й нри минимизсtции ч:сtt.:тич:ных будевых функций не t.:Jreдyeт 

tlЫДедлть tlt.:e MёtKL:ИMi::\.JlЬHЫe 11ря.моу1 'ОJIЬНИКИ t; 11рО'-1ерксtми, t.:0-

держсtщие дсtнную едини'-lную кдетку ксtрты Ксtрно, доt.:тсtтО'-lНО 

tlыбрсtть 11рои313одьно дюбой из тсtких 11рлмоу1 'Одьникоtl. Но, ко

не'-lно1 не нужно зсtбыtlсtть о том, '-!ТО ксtждая. еl.\иница нсt карте 

доджнсt быть нокрытсt некоторой t.:кдеЙкой. 

Пример 6.16. Ддл ксtрты нсt ри<..:. o.2U t.:Jreдyeт взлть обе 

t.:кдейки. ю::t '-lетыре нози.ци.и.: UU x х и. х x UU, ноду'-lи.в ддл за.дан
ной этой ксtртой '-lёtt.:TИ. '-!НОЙ фу нкци.и ми.нимш1ьну ю дн ф в tlи.де 

Х1Х2 V XJX4. 

Зсtмети.м, '-!ТО без и.t.:11одь3013анил t.:кдеек t.: нро'-!ерксtми. мы 

tlообще не мо1'дИ. бы мини.ми.зи.ровсtть данную функцию. Нуж-
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но тсtкже отмети.1ъ1 'iTO не в(;е-

1·д ct И.(;110дЬ3 О всtни.е 'iёt(;T И. 'iHO (;Т И. '" 
1, 

фу нкци.и. 1103ВОдЯ:ет llOдy 'iИ.Т Ь ми.-

НИ.Мё:\.llЬНУЮ ДНФ ддя: нее. Тсtк1 
На. 11реД(.;Та,ВдеННОЙ На. рИ.(.; . О.2() 

ка.рте в c..;дy'icte 1 e(.;JlИ. мы 11ереме

t.:ти.м ни.ж11юю еди.ни.цу нс~ t.:тро

ку выше, обы 'iнсtя: с..;кдеЙксt нс~ две 
V 

11ози.ци.и. дс~ет ду'iши.и резудьтс~т; 

1~ . 
00 

01 

11 

10 

00 

1 1 

-

1 

-,~ 

01 11 10 

- - -1 

\ 
\ 
\ 

1 

х1х:3х4, а. зс~11ис..;с~н11сtя: выше ДНФ 

уже 11е будет ми.11и.мё:\.11ьной ( и. да.

же крсtт'iсtЙшей). 

ххОО ООхх 

Рис. ().20 

6. 7. Теорема Поста 

В с..;и.ду теоремы о npedcmaf>.л,eн;u.:u дюбой бу.л,еf>ий фун;к·иr'U'U 

д'Uзъюг1,к1п·иЕ>г1,uй иди. кuг1,ъюг1,кm'Uf>'Н,UU г1,uрма.л,1>г1,uй фирмой стпаг1,

дарrrтый ба;з·иr; { V, ·, -} я:вдя:еття: пu.л,г1,ым мг1,uжr:х1nЕ>uм. llо

t.:кuльку1 t.:uглat.:нu ;закuг1,ам de Мuрёаг1,а1 мuжнu выразить кuг1,ъ
юнк·и/U'Ю 'iерез d·и;зъюнк·и/U'Ю и. urnp'U'f.1,ar1,·ue, рсtвно ка.к и. ди.зъюнк
ци.ю можно вырази.ть 'iерез ко11ъю11кцию и. отри.цс~11ие, то 11ри. 

удё:\.11е11и.и. из t.:·1'cttlДctpт1101'0 бази.t.:а. одной функции.1 ди.зъю11кци.и 
и.ли. конъюнкции., 11ри. с..:охрсt11ени.и. отри.цсt11и.я:, 11олу 'iи.м с..;новсt 

lIOJIHOe множе(.;ТВО. 

llрежде 'iем ра.t.:t.:мсtтривсtть дру1-ие 11римеры 11одных мно

жес..;тв, ус..:тс~новим оди11 всtж11ый фсtкт. 

Теорема 6.3. lly t.:ть F и. G - некоторые множе(.;'l'Всt 

будевых функци.й, нри.'iем F - нодное множеt.:тво. То1'дсt, e(;JIИ. 

ксtждсtя: фу нкци.я: и.з F может быть нред t.:тсtвленсt некоторой 

фuрму.л,uй г1,аd мнuжer;rnE>uм G, то G - 11од11ое м11ожеt.:тво. 

• Из у (.;Jюви.я: теоремы (.;дедует, 'iTO кс~ждм функци.я: I Е: F 
может быть нpeдt.:'l'ctBJШHct некоторой формудоЙ \.IГ нсtд G 7 т.е. 

(6.17) 
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Дока.жем, <tто вс;лка.л: фоrму да. на.д F :;r,;в 'ив UJt,t:Hrm-t,a неко

тоrой фоrму JШ 1:iс1Д G 7 Т .е. В(;ЛКа,Л фу нкцил tp 7 11rедс;тс1ВJ1лемс1л 

фоrму JЮЙ на.д F, может быть нrедс;та.вдена. ·1·а.кже и некотоrой 

фоrму JЮЙ на.д G. Докс13а.теJ1ьс;т1ю нrоведем 110 та.кой с;хеме; 

c;нc1<tc1J1c1 убедим(;Н в с.;11rс1веддивос;ти утвеrждения. ддя. ,, бс13И(;

ных ;~ фоrму J1, т .е. ддя: неrеменных и KOl:i(;Ta.liT из F, а. за.тем в 

11!-)!:ЩllOJIOЖeliИИ, 'iTU 01:iU у же ДUKc13ёt1iO ДJIЯ: фоrму JI Ф1, . .. , ф п , 

1·.це п ~ 1, доксtжем е1·0 ддн дюбuй фоrмуды видс:1 / (Ф1 1 .. . 1 Фп), 
где i Е= F . Та.кой метод докс13а.Тедь(;ТВсt fiс13ЬIВа.ют дока.за.тедь
с;твом иliдукцией 110 110(.;тrоению фоrмуды. 

llуеть rp - ка.км-то фоrмуда. lia.Д F. ЕL:ди rp = х, 1·де 

х - бyJt,t:вu nt:ременние из МliОЖе(;тва. Х, то, НО(;КОдьку ксtждое 

нereмel:il:iOe е<.;ть, 110 онrедедению, И фоrмудсt 1iс1Д G) функция 
rp 11rед(;тсtВJ1я.етс;я. фоrмуJюЙ lictд G. 

Ес;ди rp е(;ть KO!:i(;Tctliтct из F, то 11rед<.;тсtВJ1я:юща.л rp фorмyJra. 

l:ia.Д G L:ущеL:твует ввиду (6.17). 
}>а,(;(;МОТ!-)ИМ фоrмуду lia.Д J? вида. i ( Ф11 . . . 1 Фп), 1·де 'fl, > о, 

j' Е= F, а, Ф1 , ... , Фп - фоrмуды 1:iс\.Д F. Со1·да.(;НО нrедно

лuжению индукции, ксtждаЛ фurмулсt Фi, i = 1, п, может быть 
зctмelielict эквивс1J1е1iтliоЙ ей фоrмуJюЙ Е\ lictД G (т.е . имеет ме

(;ТО rnuжdec:rnвu Фi = Е\ lia.Д F U G). То1·дсt, иL:нодьзу,-1 11!-)сtвидсt 

:.1кв'ива.1~ентных преибразивин-ий фurмуд (L:м. теurему 6.1) , 110-

ду<tим тожде<.;тво 

(6.18) 

llra.вa.л: <tа.L:ть тождес;твсL ( б.18) и еL:ть фоrмудсL licLД G, 
эквивс1J1ентшм1 И(;ходной фоrмуде liёLД F. 

llоL:кодьку в (;Иду нодliоты мliожеL:твсL F дюбсLл будевсL фуtiк
ция. может быть 11reдc.; 1·ctвJШ1iёL lieKOTO!-)OЙ фоrмуJюЙ liёLД F 7 а, 

дюбёLя. ТёLКёLЯ. фоrмудёL, КёLК мы TOJIЬKO '!ТО ДОКс13с1JlИ, эквива

JШНТНёL l:ieKOTO!-)OЙ фоrму JШ 1:iёLД G' то дюбёLя. бу JШВёL фу нкцил 
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может быть 11peдt.:тawшtla tlекоторои формудоЙ tlaд G, 'iTO и. 

доказывает 11одtlоту мtlожеt.:тва G. • 
Пример 6.17. 

Чтобы доказать 11oдtlO'l'Y это1 ·о мtlожеt.:тва, замети.м, что 

xVy=x·y ® x ® y, x=x ® l, 

т .е. каждый элемеtlт t.:тatlдapтtlo1 ·o бази.t.:а может быть 11ред

t.:тавдеtl формуJюЙ tlaд бази.t.:ом Же1·ш1ки.tlа. Отt.:юда и. t.:дедует 

(вви.ду llOJltlOTЫ l:'l'ёl,tlДa,pT!iOl'O бази.L:а И. теоремы О.3) llOJitlOTёl, 

бази.t.:а Же1 ·ш1ки.tlа. # 
Любую формулу tlaд бази.t.:ом Же1 ·ш1ки.tlа tlазывают noJlru

нo.мo.м Ж e~aJlrкuнa. Поди.tlом Же1 ·ш1ки.tlа от п 11epeмetltlЫX 

может быть запи.t.:аtl в в.и.де 

где коэффи.ци.еtlты 11оди.нома aiii-г ... i,,. Е { U, 1} и.tlдекL:и.роваtlы 
вt.:еми. возможными. нодмножеt.:твами. множеt.:тва { 1, 2, .. . , 'n} 
(коэффи.ци.еtlт al) L:оответt.:твует 11уL:тому мtlожеt.:тву). Н 'iсtt.:т

ноt;ти., 11ри. п = 3 будем и.меть: 

а123Х1Х2Х3 tf) а12Х1Х2 tf) a13X1X3tf) 

tf) а23х2х3 tf) а1х1 tf) а2х2 tf) а3х3 tf) al> (6.19) 

( общий вид полинома Жегмкина от трех переменных). Фор
мула ви.да 

п 

Е (rнod 2) щхi tf) al> 

i -l 

(6.20) 

назывсtетt.:л noJlruнo.мo.м Жe~aJlrкuнa первой степени от 

неременtlых. Н та.ком 110J1и.tloмe отt.:утt.:твуют ,,tleJ1и.l:ieЙl:iыe " 

t;дсt1·аемые1 т.е. вt.:е коэффи.ци.еl:iты1 и.l:iдекt.:и.роваl:itlЬШ более 'iем 

ОДl:iОЭдемеl:iТl:iЫМИ. llОДМl:iОЖеt;твсtми., paBtlЫ о ( и. вмеt.:те (.; tlИ.МИ. 
pctвtlы О вt.:е t.:да1·аемьш, L:одержащи.е КОtlЪЮtlкци.и. 1шpeмetll:iыx). 
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Можно доюыс1..ть t;JН~дующее до<.:тс1..то'iно 11_µ0<.:тое1 но вс1..жное 
утве_µждени.е. 

Теорема 6.4. lloJrи.нoм Же1'а.11ки.нсL ддл Jrюбой буJiевой 

фу нкци.и. он_µедеден од,нознсL'iliО. 

Ддя. функци.й от небодьшо1-о 'iИ.<.:дсl.. не_µеменных (не 11_µе

вышсLюще1-о 4) можно и.t.:нодьзовсLть метод н,.еоnреде.11,ен,.н,.ых 
коэффициен,.тов) ПОЗВОJIЛЮЩИ.Й поду"IИ.ТЬ ПOJIИlIOM Жега.11ки

liё:L дсLннuй функци.и. ll_µuи.ддюt.:т_µи._µуем этuт метuд licL п_µиме_µе. 

Пример 6.18. llу<.:ть вr-;r,;mup зна'Чt r-; 'н;ий будr-;вий фyнri:'U/U'U 

I _µс1..вен 11001011. Нс1..йдем ноди.ном Же1'а.11ки.нсL1 н_µедt.:тё:LВJIЛ

ющи.й /. llо<.:кодьку _µс1.,3ме_µно<.:ть векто_µс1.. знс1..'iени.Й / _µс1..внс1.. 

23 = 81 то / зс1..дс1..нсL кс1..к фу нкци.я. от т_µех. не_µеменных. То1 'Дсl.. 
онсt. н_µед<.:тсt.ВJпrет<.:л некото_µым ноди.номом Же1'а.11ки.нсt. т_µетьей 

t.:тенени.7 uбщи.Й ви.д кuтu_µUL'U дсt.ет фu_µмудсL (6.19). Hct.шcL зс1..

ДсL'iёL - нс1..Йти. тс1..ки.е знс1..'iени.л коэффи.ци.ентов это1-о ноди.номсt., 

н_µи. кото_µых он 11_µед <.:тс1..вJ1лет функци.ю /. Яt;но, 'iTO знс1..'iени.е 
фу нкци.и. / нсt. нсt.бо_µе ООО _µс1..вно коэффи.ци.енту иu в фо_µму де 

(6.19). Но, <.:О1'дс1..<.:но зсt.дс1..нному векто_µу знс1..'iени.й, оно _µс1..вно 1. 
Сдедовсt.теJ1ьно1 иu = 1. Да.11ее, 

откудсt., _µешм у_µсt.внени.е отноt;и.теJ1ьно u3 в nuдr-; Z2, 110J1у'iи.м 

U3 = О; 

и. и1 = О. Чтобы нс1,Йти. коэффи.ци.енты и12, иы и. и23 1 нужно 
_µсL<.:<.:мот_µеть знсL'iени.я. функци.и. нсt. нс1,бо_µс1,х 1107 101 и. 011 
с.;оответс.;твенно. 'l'с1,к 1 для. 11е_µво1'0 нс1,бо_µс1, нолу 'iИ.М 

I (1717 О) = U12X1X2 ® U1X1 ® U 'l,X'l, ® иu = 
= u1i ® а2 ® u,u = а12 ® 1 ® 1 = а12 
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(t.:умма. llU мuдудю 2 дюбUI'U '-H~TtlUI'U 'iИ.t.:Jia. pa.BtlblX t.:Jla.I'a.~MЫX 
pa.Btla. О) . llut.:кuлькy в тu же времл f (l,1,0) = 1, тu а12 = 1. 
Аш1.1ю1 ·и. 'itlU 

откудс::L а13 = 1; 

и, тс::Lк кс::Lк а2 = ао = 1, а23 = l). Нё1конtщ1 

Ита.к 1 

Ка.к виднu и.з прим~ра. б.18, t.:уть м~тuдr:t н~uнр~д~r~нных 

КUЭффи:ци:еНТUВ t.:UL:TUИ:T В t.:JI~Дующем. JёLПИ:L:ЫВа.Л lIUJlИ:llUM Ж~-

1 'ё:LJIКИНа. t.:Ha.'iё:LJia. в общем виде, t.: нео11ред~шнными. коэффици.
ентс::Lми, мы вырс.t.жс.t.ем знс.t.'iени.е 110.11иномс.t. на. фикt.:и.ровс.t.нных 

нс.t.борс::Lх 'iерез коэффици.енты и 11ри.ра.вни.вс::Lем er'0 зс::Lда.нtlому 
знё:L'iе1tи.ю фу нкци.и.. HёL'iИtlё:Leм t.: 1ty .11евu1 ·u нс1.,бuрс1., и. tlё:Lхuди.м 

кuэффици:ент au, ра.вный зна.'Iени:ю Зё:Lд;а.ннuй функции: нс1., ny
Jt,e(jUM пабuре. З1tс1.,.н е1 ·u, из рё:Lt.:t.:мотре1tи.н Зtlё:L'ie1tи.Й фу к1tци.и. 

tla. 1ta.бupc1.,x 1 t.:uдержа.щи.х в TU'itlUt.:ти. од1tу еди.1tи.цу 1 1tа.хuди.м кu

эффицие1tты a i 11ри "оди1tО'i1tых 1~ 11ереме1tных (коэффицие1tты 

,,ди1tейной 'ic.t.t.:ти. 1' 11оди.номс.t.). Зш1я. и.х, из рс.t.t.:t.:мотре1tи.я. знс.t.'iе

ни.й фу1tкции. нс1., 1tё:Lборс1.,х 1 t.:од,ержа.щих в T0'itl0t.:ти две единицы, 
Нё:LХUДИМ кuэффици.~нты нри. КUН'ЬЮНКЦИ.ЛХ двух ll~р~м~нных и. 

т.д. llpи: этuм вы11uднлютt.:л вычи.t.:дени:л и: решс1.,ютсл нрut.:тей

ши.е ди.1tеЙ1tые урс1.,в1tе1tи.н. в нuде вы'iетuв нu мuдудю 2. 

Пример 6.19. а. i->а.t.:t.:мuтрим множеt.:твu { 1}, t.:оt.:тuлщее 

из еди.нt.:твенной функци.и. (штпраха Шеффера) . llоднота. этоr'U 

множеt.:тва. t.:.1ш,цует из .1ш1·ко нроверя.емых тождеt.:тв 

х. у= (xly) l(xly), х = (xlx). 
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б. Пuдtluтa MtlUЖt;t.:т1::щ {-!,}, t;ДИtlt.:TBt;tltlЫM Эдt;Mt;tlтuм кuтu
рого я:вдлетсл r.;rnpeл,r,;a Il'Upr.:a, нроверлетr.:л aнo..JIOl'И'iHO . # 

Тенерь мы сформуJ1ируем и докажем критерий (!:iеобходи

мut; И ДOt.:TaTU'itlUt; yt.:JIOBИt;) llUJltlUTЫ ДJlЛ 11pOИ3BUJ1ЬtlUl'U МtlU

жества булевых фу!:iкций. Ддл это1'О 1:iам нотребуетсл t.:l:ia'io..J1a 
раt.:смотреть 1:iекоторые сш:щио,.11ьtlые мtlожества фу!:iкций. 

Определение 6.8. Функцию f tlазывают фу'Н,кцией~ со
храН,.я,ющей кoncmanmy О ( соответствеl:itlО копсmаН,mу 1), 
есди f (O) = О (соuтветствеtll:iО; f (1) = 1), l'де О - 1:iудевuй, а I -
еi}иn·ичnый nабuры зnачеn·ий перемеnnых фуnк·и/и·и f. 

Нанример, мажuр·иrпарнаJ(, фуnк·ц·иJ(, я.ВJ1я.ется. фу tiкцией, t.:o
xpatiЯ.IOЩt;Й и кotlt.:'l'atlтy О , и кotlt.:'l'atl·1'y 1. Отрицаtiие tle t.:o
xpatlя.eт 1:iИ О 1 tlИ 1, а :JKf>'Uf> aл,enmnur.:rnr:, сохра!:iя.ет 11 нu не 

сохраtlя.ет О. Мtiожеt.:тво всех фу tiкций, t.:охраtlя.ющих кotlcтatl

тy О ( кotlcтatlтy 1), oбuзtla'iat;тt.:л 'l'o ( соuтветствеtltlО '1 '1). 
Наборы а и а из будеf>а куба Iffiп = { О, 1 }п (ддл нрои.зводьно-

1'0 фикt.:и.puвatltlUl 'U ·п) бу дt;м tlазывать взаи.мпо пр отпив опо

.!l,ОЖnы..ми, 1'овuрл нри. этuм также, '!ТО набор а еt.:ть UН,версия 

(или отрицаН,uе) пабора а (в си.лу едиtlствеtltlОсти. dunuл,ne
n·uJ(, любuгu элемента будеf>ий ал,ё,ебры 1Iaбup а будет, o'ieви.дtlu, 

и.liверси.ей tiaбopa а). 

Определение 6.9. Фуtiкци.ю g Е: Р~,п tlазывают двой

ств en'Н,OU к фу'Н,К'ЦUU f Е: Р~,п, если. ДJlЛ Bt.:ЛKOl 'O а Е: {О, 1} п 
( п > О) и.меет место 

g(ci) = f (ci). 

llола1'аем также, что константа О лВJ1летt.:л д.1:юйственной к 

кotlcтatlтe 1 и tlаоборот. 

Пример 6.20. а. Стредка llи.рt.:а есть функцил, двойствен
tlаЛ к штри.ху Шеффера1 так как 

х-!, у= х Vy = х · у= x ly, 
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б. Сумма 110 модудю 2 двойt.:твенна к :JKf> 'Ut>UJ1,f::'l-l'fnнuc;rn·u, так 

как 

xrvy=x ff) y=x ff) y. 

Эти. две функции. я:вля:ютt.:я: и. отри.цани.ем дру1' дру1'а, но 

неверно в общем (.;JlY 'iae, '!ТО фу нкци.я: g, буду 'iИ. отри.цани.ем 

фу flкции. j', двойt.:гвеtlflа к j' ; штрих Шеффера tle еt.:гь фу1Iкция: 1 
двойt.:твеннм к конъюнкции., а t.:тредка llи.pc;a tle еt.:ть функ-

V V 

ци.я: , двоиt.:твеtltlая: к ди.3·ьюнкци.11, но конъюtlкц11я: двоиt.:твеtlна к 

ДИ3Ъюtlкции и. 1Iаоборог1 а t.:гредка llиpc;a двойс;гвенtlа к штри
ху Шеффера 11 наоборот. # 

В общем 1..:ду'iае в с;11ду уже у11омя:нуто1'О t.:войt.тва единt.:твеtl

ноt.:т11 дo11oдtletl11я: в бу девой шн 'ебре фу tlкц11я: h1 двойt.:твенtlая: 

к фуtlкции g 1 когорм двойt.:гвеflна к j', риt>ни j'. 

Определение 6.10. Фу1iкц11ю j' Е Р'2,п но..3ывают само

дв ойств енной, еt.:д11 она двойt.:твенtlа к t.:ебе t.:амой, т .е. 

ИJIИ 

Так11м обро,3ом1 функция: t.:амодвойс;твеtlна т·о1'да и. тодько 

ТОl'Да., КОl'До.. на В3о..11МНО 11рот11во11ОJЮЖНЬ1Х наборах она 11р11-

н11мает в3а11мно 11рот11во110Jюжtlые 3tla'ieн11я: . Сдедоватедьно, 

д,дя: то1'0 'iтобы убед11тьt.:л в неt.:амодвойt.:твенноt.:·1'11 3ад,анной 

фу tlкци.11 f" , доt.:1'ато'iно найт11 хотя бы oдliY нар у в3а11мно 11ро
т11во110JЮЖtlЫХ !!а.боров сх 11 и, так11х, '!ТО 3tla.'ietl11я: функц1111 на 

них t.:овпадаюг, г.е. j' (cx) = j' (cx). Так, мажоритарнм функция: 
V V 

я:вля:етt.:я: t.:амодвоиt.:твеннои, а экв11вш1ентноt.:ть - нет, ноt.:коль-

ку 11р11 а= (О, О) О,......, О= 1 11 1 ,......, 1 = 1. 
МшJжеt.:гво вt.:ех t.:амодвойt.:гвеflflЫХ фуflкций (пр11 вt.:ех п ~ 1) 

обо3на'i11м S. 

Определение 6.11. Функц11ю j' Е Р'2,п но,3ывают моно
тонной1 е(.;.1111 длл. дюб~1х наборов а, (3 Е Iffin 7 так11х, '!ТО а ~ (3, 
и.меет меt.:то f" ( а) ~ f" ((3). 
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Д,l->Уl'И.МИ. (;JlOBi;l,MИ. 7 фуliКЦИ.Л: MOliOTOlilii;I, TOl'Дi;I, И. TOJlЬKO ТО

l'Да.., КОl'До.. ДдЛ дIOбUl'U Ho..6U,l-)o.. сх имеет ме<.:тu <.:Jlедующее (;ВUЙ

<.:твu; e<.:JlИ. 3licL'ieliи.e фуliКЦИ.И. lici ш:1,бurе сх ,l-)cLBliU 11 TU UliU ,l-)cLBliU 1 
и. lii;I, в<.:ех lii;1,бU,l-)i;1,X 1 crnpuёu бuл1>ш ·их (11u uтlioшeliи.ю булt:-tю пи

рд,дка HcL ~п) на..бU,l-)а.. сх. Jlюбuй м·ин·имал1>ный ( uтнuL:ительнu 

TUГU же llU,l-)ЛДKo..) lia..бU,l-) СХ7 ДJIЛ KUTU,l-)Ul'U 3Нi;!,'iение J"(cx) MO

liUTUHHOЙ функции. j" ,l-)i;l,BliO 1, Hi;!,3ЫBi;l,IO'l' nижnей едиnицей 

фynKЦ'UU j" . О'1евидно1 'iTU вt:-ктир ;значt:-н·ий мuнотонной бу

лt:-вuй фyю'>:'U,'U'U llUJlliU(;TЬIO Ull,l-)eДeJlЯ.el'L:Я. MliUЖeL:TBUM ее liИ.ЖliИ.X 

еди.ни.ц'!<. Mi;!,ЖO,l-)И.Tct,l-)liaJI функци.л мoнoтOlilii;l,1 и. множеL:тво ее 

liИ.Жliи.x еди.liи.ц е<.:ть {Ull 1 НН, llU}. Штrи.х Шеффе,l-)i;!, - lie

MUliUTUlilia..Я. фуliкци.л, Та..К Ка..К uu < 11, liU 010 = 1, а, 111 = о. 

Мliоже<.:тво в<.:ех монотонliых фу нкци.й 11rи.нлто обознсt•-ш.ть 'ie

reз М. 

Определение 6.12. Функцию j" с Р2,п ю::1.зыва..ют .л,иnей

nой, е~..:л:и uнcL мuжет быть пrедL:та..влена.. пuдинuмuм ЖегсLJiкинсt 

ш~rвой <.:те11ени. от п ш~rеменliых, т.е. фurмуJюЙ ви.дi:1, (б . 2U). 

Мliuже<.:тво в<.:ех ди.liеЙliых фу liкци.Й 11,l-)И.liя.то uбuзlict'ictть 

'ie,l-)e3 L. 
Jlюбi:1,л булt:-ва кинсrпанта и. дюбм приt:-кrт1,рующад, функ·и/uд, 

х ЛВJlЛЮТ(;Л JlИ.lieЙliЫMИ. фуliКЦИ.ЛМИ.. Ti;!,KUBi;!,, ,l-)i;l,3умеет<.:л:, <.:у ммi;!, 

нu модулю 2. Отrица.liи.е та..кже ли.liеЙнu, ибu х = х ® 1. Кuнъ
Юliкци.я. И. ДИ.3ЪЮliКЦИ.Я. lie ЛВJlЯ.ЮТL:Л JlИ.lieЙliЫMИ. фуliКЦИ.Я.МИ., Та..К 

Ki;!,K не мо1'ут быть 11rед<.:тi;1,ВJ1ены ноди.номом Же1'ш1ки.нi;1, неrвой 

L:тенени. ( L:M. теоrему б.4). 

Определение 6.13. МножеL:твсt функций 'l'u, '1'1 1 S, М, L 
lii;!,3ЫВа..ются. к.лас сами Поста. 

Замечание 6.9. Ксtждый кдctL:L: ПоL:тсt <.:ОL:тоит из фуliкций 
t,; <.:uuтветL:твующи.м <.:вuЙL:твuм .цлл: дюбu1'0 'iи.<.:дi;!, 11ereмeliliыx. 

" Н~гру.ЦНО ПОЮ!ГЬ1 '-1:Гl) МНОЖ~GГВО НИ:ЖНИ:Х ~.ЦИ:НИ:Ц МОНО:ГОННОЙ фуНКЦИ:И: 

!. стl 
~GГЬ МНОЖ~GГВО BG~X МИ:НИ:Мс\ЛЬНЫХ Эд~М~НГl>В МНl>Ж~GГВс\. f - 'ft;(J'Н,CПi'U-

'ffl,'!j t:'Н,,n t: rJU'Н,'U'Urbl фу liКЦИ.И. f , 
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Можно дою:1..зсtть тсtкже1 '!ТО еt.:.11и: функция / 11ри:нсtдJшжи.т ксtко

му-тu кдct.L:L:Y ПuL:тct С, ·го и. дюбм функци.я.1 равнсtл функции:/, 
нри.нсtддежи.т этому же КJI<LL:L:y. Друl'и.ми: t.:.1ювсtми., добсtвдени:е 

и:ли: удёw"шни:е ф'Ut'Krnuf:>nьix nepeмennьix не выводит зсt 11редеды 

дюбо1 'О и:з кдсt.L:L:ов lloL:тct. 

llолезно еще зсtмети.ть1 '-IT0 любсtл нроекти:рующсtл функция. 
х нри:нсtдлежи:т одновременно вL:ем 11яти: клct.L:L:ct.M lloL:тa. Дей

L:тви.тедьно, еL:ди: / (х) = х, то f" (O) = О и. f" (l) = 1, т.е. f" Е: 'Гu П'Г1. 
ОтL:юдс:1.. же вы·1'ексtет и. L:с:1..модвuЙL:твеннос;ть фу нкци:и: х. Мо

нотоннос;·1ъ t;J1едует и:з то1'01 '-IT0 О < 1 и: /(О) = О < f"(l) = 1. 
Jlи.неЙнОL:ТЬ О'-Iеви.днс:1... 

13 то же время L:Y щес;тву ют функции:, не 11ри.нсt.ДJШжсtщи:е ни: 
одному и:з клс:1..с;с;ов lloL:тёL. 1'1::1..Ков 1 нсtнри.мер, штри.х Шеффера. 
l3t.:e t.:войс;тв.с:1.., кроме неди.нейноt.:ти., с;дедуют нрямо и.з тс:1..бди.цы 

этой функции.. Неди:нейнос;ть же доксtзывсtеп;л выводом 11оди:

ном1::1.. Же1 'ёw"1ки.нсt для штри.хс:1.. Шефферсt: 

xly = х. у = х . у Е:& 1, 

LJ.TU не еt.:ть ноди.нuм Же1'ёw"1ки.н1::1.. нервой с;тенени.. # 

Фу ндс:1..ментёw"1ьным t.:в.uЙL:тв.uм ксtждu1 'U кд1::1..L:t.:а llut.:т1::1.. н:В-J1н.ет
L:Н е1·0 ЗUМК'Нtуm.,ос11иэ (в (;MЫL:Jle онредедени.н: о . 3) . Это 03HёL'-J.ctel' 

дш1 дюбо1 ·о и.з кда.t.:с;ов lloL:тa. С, '-!ТО вс;я.ко..я. cynepnuз·u-и/ux nad 

С t.:новсt еt;·1ъ эдемент С. 

Теорема 6.5. Ка.ждый кда.t;t; lloL:тa. зсtмкнут. 

• Нужно ддл кс:1..ждо1·0 кдс:1,t;t;ёL lloc;тa. СЕ: {:Lb, :L'i, S, М, L} дока.-
3а.ть, '-!ТО зимь~каn·ие [С] мnuжec1nf:>и бу4еf:>ь~х фуnк·и/ий С t;Ов11а.

дс:1..ет L: С. lly L:ть f" (Y1 , ... ,g,i} - ка.ко..я.-тu L:у11ер11uзи.ци.я. на.д С. 
Обозна.LJ.и.м ее LJ.epeз tp. l:::>ез 01'ра.ни. LJ.ени.л uбщнос;ти. мuжнu t;LJ.и.

тс:1..·1ъ, '-!ТО вt;е функции. j", У1, ... , Уп Е: Р'2,п (ддя. некоторо1'0 п) . 
Рс:1..t.:t;ужди.ем, и:t;нользуя и:ндукци.ю 110 011редеJ1ени:ю t.:унерно

зици:и. Еt.:ли длл к1::1..ждuгu i = 1, п функци:л Yi = Xi, где Xi -

неременное, то tp = j" (x1, ... ,x,i) Е: С. llреднодожи.м, '-!ТО в t;у

ш~рнози.ци.и. tp вt;е фу нкци.и. Yi еt.:ть эдементы кда.t.:t.:с:1.. llot.:'l'a. С 
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(в 'ia,L:ТtlL>t.:ти, этu мuжет быть и ~..:uuт.1::Sетt.:т.1::Sующс:1,я. 11рuектиру

ющс:1,л функцил, кuтора,Л ввиду зс:1,ме'iс:1,нил оЯ 11ри1tс:1,д;дежит н~..:ем 

клс:1,~..:~..:с:1,м lloi..:тc:1,). Докс:1,жем, 'iTO и r.p = / (g1 , ... ,Уп) Е: С. 
l . Еt.:.11и C= 'lb, то r.p(U) = /(g1(U), .. ,,gn(U)) = /(U1 ... ,U) = U, 

Та,К Ка,К / , Yl , ... ' Уп Е: 'lb . Следонс:1,тедьtlо, '-РЕ: 'lu. 
2. llpи С= Т1 рс:1,~..:~..:уждс:1,ем TO'itlO 'l'a,K же. 
3. llyi..:ть с= s. Фик~..:ируем 11pOИ3llOJlЬliO нс:1,бор а Е: { u) l yi. 

Ньг--rиt.:J1им (и~..:подьзул ~..:с:1,модвой~..:твенно~..:тъ в~..:ех функций): 

r.p( а) = J' (g1 (а), ... , Уп (а)) = / (g1 (а), ... , Уп (а)) = 

= / (g1 (ci), · ·. , Уп (сх)) = r.р(й). 

CJШДOBa,'l'eJlЫiO, '-Р Е: s. 
~ ~ 

4. С= М. Dерем 11pOИ3llOJlbHO нс:1,боры СХ И {J Та,К1 'iTO СХ ~ {J. 
Дuкс:1,жем, ч.тu r.p Е: М. Имеем 

~ ~ 
... ) .. . ' Уп ((J)) = r.p((J), 

Та,К Ка,К в~..:е фу tlКЦИИ Yi , i = 1, ·п, MOtlOTO~~ы и тем -~а,МЫМ вектор 

(g1 ( СХ) 7 • •• , g,i( СХ)) tl(; бОJlЬШ(; вектора, (Yl ({J), ... , Уп ({J)), а, фу tlКЦИЛ 

j' Та,КЖе МОНОТОННа,. 1'01 'Да, ЛL:НО1 '-!ТО 'fJ с М. 

5. Et.:J1и же С= L, тu U'ieвид1tu, 'iTU нри 11uд ~..:тс:1,1tuвке ll ли1tеЙ
ную функцию (нолином Же1'а.11кинс:1, Шjрной ~..:те1шни) нме~..:то ее 

11ереме1tных 11рОИ3ВОJlЬНЫХ линеЙtlЫХ функций llOJIY '-iИТt.:Л L:H OBa, 

линеЙна,Л функцил. Итс:1,к, мы дока,3щ1и зс:1,мкнуто~..:ть кс:1,ждо1'О 

КJ1c:1,i..:i..:c:1, lloi..:·1·c:1,. • 
Дuкс:1,жем тенерь теuрему , хс:1,рс:1,ктеризующую uд1tu J::Sa,ЖtlUe 

(.;J:ЮЙt.:тво tleMOtlO'l'OHtlЫX функций. 

Теорема 6.6. Е~..:ли функцил / не я.влл~'l't.:Л моното1tной, т.е. 

j' ~ м, то tlа,Йдут~..:л ДВа, Та,КИХ tla,бOpa, а, (J, 'iTO 

СХ = (а1 , , , , , CX'i-1, U, CXi+l, · · · 1 СХп), 

(J = (а1, ... ' CXi-1, 1, CXi+l, .. . ' a,J, 
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и. f' (a) = 1, I (f:J) = u, т.е. эти. ДJ:$ё1 J:iа.бора. рё13дИ.'iё1ЮТСЯ. 3J:ia.'ietlИ.Я.
MИ. В TO'iJ:iO(.;TИ. ОДJ:iОЙ KOMllOJ:ietlTЫ, ё1 3J:ia.'ietlи.e фу J:iКЦИ.И. pa.BJ:iO U 
tla. боJ1ьшем tla.бope и. pa.вtlo 1 tla. меtlьшем. 

• Та.к ка.к фу tlкци.л J tle лw1л~т~.;л MOJ:iOTOJ:itlO!, то tlа.Йдут~.;л 

тс1ки.е два. lia.бopa. J и. б, 'iTO 1 < б, tlO i (1) = 1, i (б) = U. Стро1·ое 
tlepc1вetli.;твo 1 < б 03tla.'ia.eт, 'iTO tlа.Йдут~.;я. тс1ки.е tloмepa. (lie 

меtlьше OДJ:iOl'O) 1 ~ i1 < i'l, < ... < i1,; ~ п, 'iTO 

1 = ( 11, • • •, 1i1- l , U, 1i1 +l , • • •, 'Yi~ - 1, U, • • ·, 'Yi~+l , • • •, 

lik -1, U, lik+l , · · ·, 1,J , 

б= (,1, ... ,,i1-1, l ,,i1+l, ... ,,i~-1, 1, .. ,, 'Yii+l, ... , 

lik-1, 1, /ik+l , · · ·, , ,i), 

т .е. в~.;е комноtlенты на.боров, кроме выдеденных, i.; номера.ми. 
. . . 
i 1, i'l, ... , i1,; ~.;оответ~.;твенно ~.;ов11с1дс1ют, а. в~.;е комноненты i.; 

выдедеtltlыми. номера.ми. у меtlьше1·0 на.бора. ра.вtlы U, с1 у бодь

ше1·0 ра.вны 1. llо~.;трои.м монотонно возрс1~.;·1'а.Ю~ю 110СJ1едовс1-

тедьtlо~.;ть tla.бopo!:$ 1 = 1u < 1 1 < 1'2 < ... < 1k = б та.к, 'iTO ддя. 
кс1ждого & Е { 1, 2, ... , k} lia.бop 1" поду'iа.ег~.;л и.з 1-ш.борс1 1,,-1 за.-

V • 

менои нуде!:$ОГО зна.'-iени.л ~комноненты i.; номером i" едини.'-iным. 

По ~.;коль ку f' ( 1) = 1, с1 i ( б) = U 1 то облзс1гелы10 нс1йдет~.;л га.кое 

& Е { 1, 2, ... , k }1 'iTO I ('i,,-1) = 1, а. / (1,,) = U (на. на.боре 1 ,,-1 31-iа.
чени.е функци.и. еще ya.J:$HO 1, а. на. на.боре 1" оно уже pa.1:$1-iO U). 
lloдo..l'a.Л а = 1 :;-l и. f:J = 1,,, llOдy '--lИ.М ДОКё13Ы.Во..емое. • 

Теорема 6.7 (критерий Поста). Мliоже~.;тво Р будевых 
фу liКЦИЙ llOJlHO ТОl'Да. и ТОдЬКО ТОl'Да., КОl'Да. оно не ~.;одержитсл 

целиком ни в одном и.з кдс1~.;~.;ов lloi.;гc1. 

• Необходимо~.;ть yi.;JIOJ:$ИЛ теоремы докаЗЫ!:$а.ет~.;л нро~.;то; е~.;ди 

бы ддя. некоторо1·0 кдс1~.;~.;с1 lloi.;тc1 С вынодншю~.;ь Р С С, то .в~.;я.

кс1л ~.;у11ер11ози.ци.л нс1д .fi' 1 i.;01·дc1i.;tlo теореме 6.5, t;tlOJ:$a. JШЖa.Jla. бы 

в С. Между тем i.;y щei.;·1'!:$YIOT функци.и., tle ~.;одержс1щю~~.;л tlИ. 1:$ 
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uд1tuм и.з кдаt.:t.:uв Пut.:та, 1tа11µи.меµ штµи.х Шеффеµа ( t.:м. нµи.
меµ б.9). Таким uбµазuм, 1taШJ1at.:ь бы функци.л, кuтuµую нt:;,rьзл 

нред t.:тави.ть в ви.де t.:у 11ер11uзи.ци.и. 1tад Р, чтu нрuти.вuречи.т 

11ред11UJЮЖеliИ.Ю U llUJlliUTe J:'. 
llерехuди.м к дuказатt:;11ьt.:тву дut.:татuч1tut.:ти. уt.:дuви.я. теuре

мы. Ддл доказатt:;11ьt.:тва.. llOJПiOTЫ множеt.:тва.. Р, у довлетворлю

ще1 'U уt.:Jюви.ю теоремы, ноt.:трuи.м фuµмуды tlaд Р ддл фуliкци.й 

uтри.ца1tи.я. и. КUliЪIО1tкци.и., ноt.:кодьку, как бь1Jю замечеliо вы

ше, мliuжet.:твu, uбpaзuвatlнue этими. функцилми., нuднu. Тuгда.. 

в t.:иду теоремы б.3 будет подllым и множеt.:тво Р. 

Ддя. 1tемонотонной фу нкци.и. f'м Е р \ М 1 t.:O1 'Jiat.:liO теоре

ме б.б, 1tайдутt.:н. два таки.х tlctбupa а и. (3, 'iTU 

... ' ... ' 

f'м (а)= 1, а f'м ((3) = о . 

'1'01 'До.. х = f'м ( а-1, .. . , a i- l , х, a i+ 1, ... , a,J , т .е . отри.цаtlи.е мо
жет быть llOдyчeliO И.3 liE;MOliOTUliliOЙ фуliКЦИ.И. llOДt.:TaliOBKOЙ 

tlMet.:тo некотороt'О ее 11epeмeliliOl'O X i ш~ременно1·O х, а. вме

t.:тu Ut.:TaJIЬliЫX нepeмeliliЫX KUlit.:Taнт а-1, ... , (Xi-l---2, a i+l, . .. , ап, 
uнредедлемых tlЫбpaliliЫMИ. tlЫШ(; 1tаборами. а и. (3. Hu, tlUUбщe 

гuвuрл, t.:и.t.:тема Р мuжет и. не t.:uдержсtть кuнt.:тсt1tт. lluэтuмy 

кu1tt.:та1tты l) и. 1 1tеuбходи.мu нредt.:тави.ть 1tекuтuрыми. фuрму

дами. lio..Д Р. 

f->аt.:t.:мuтµи.м Дtlct t.:ду чал. 

11 е µ tl ы й t.: д у чаи. Н Р t.:yщet.:'l'tlyeт фу1tкци.л f'u, tle 

t.:uхранлющал KUllt.:тaнтy l), кuтuрал t.:uхранлет кuнt.:тс1.,нту 1; 
и.ли. t.:yщet.:тtlyeт фуliКЦИ.Я. 1'1, li(; t.:oxpctliЛIOЩёtЛ KUlit.:TёLli'l'Y 1, liO 
t.:uхранлюща-л кuнt.:тёtнту l). 

Et.:JШ. t.:yщet.:'l'tlyeт функция f'u tt 'lu и. f'u Е: '1 '1, тu KUlit.:TёLliTёL 1 
11ред t.:тсLВJ1летt.:л формулой 

1 = f'u (x, ... , х) , 
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пtк Ко.,К io(O, ... ,O) = 1 и f'o(l , ... ,l) = 1. Чтuбы выраЗить кutl
L:To.,tiTY 01 и.L:нuдьзу~м любую фуt1кци.ю у с F', li~ L:охро.,tiЯ:ющую 

KUliL:'l'ёl.,li'l'Y 1; 

О = у ( 1, ... , 1) = y(f'o ( х, ... , х), . .. , io ( х, ... , х)). 

EL:JIИ ж~ yкaЗo.,litio.,Н фуtiкция: io н~ L:ущ~с..:твует1 tlU liо.,Йдетс..:л 

фуt1кцил /1 с :Тu \ Т1 1 то KOliL:To.,liTЫ 11р~дс..:·1•0.,&11л~м формудо.,ми 

lia.Д Р o.,lictJIOl'ИЧtlO (двuйс..:тв~litlЫМ uбраЗuм). 

Н 'l' о р ой с.: д у ч а. й. Jlюбм функцил из Р, ti~ L:охра.liя.ющм 

KOlit.:To.,liTY 01 lie сохро.,tiя:ет и KOtlt;To.,tiTY 1, и, liо.,Оборот, любм 
фу t1кция: и.з F, lie t;Охра.tiлюща.я: KOlit;Ta.liTY 1, li~ t;Oxpatiя.eт и 

KOli(.;Tёl.,liTY о. 

llyt;ть io(O, ... ,O) = 1, о., io (l, ... ,l) = 0. Тогда. мы нолу'lа.~м 
ВОЗМОЖНО(.;ТЬ нреДt;Тёl.,ВИТЬ отрИЦёl.,liИе С..:дедующей формулой; 

ll~реходим К llOL:TpO~HИIO формул ДJIЯ: КОН(.;Тёl.,НТ, Тёl.,К как они. 

нотр~буютt;л нам д&11~е нри. ноt;троеliии. формуJ1ы длл коliъ

юliкци.и. Чтобы нредстаtlи.ть конL:таliты формудами но..д Р, 

воt;нользу~мL:я. liet;a.мoдвoЙL:твetlliOЙ фуtiкци~й is из Р. Для. 

этой фуt1кци.и. tiо..Йд~тl:я: та.кой liёtбop ci, '!ТО f"s(ci) = f"s(ci). Нв~
дем функцию от одно1·O нep~м~liliOl'O h(x) = f's(xщ, ... ,xr.xn) (в 

11ред11OJюжении, '!ТО ci = (сх1, ... 1 схп)). Jle1·кo видеть, '!ТО h(O) = 

= is(cx) = is(ci) = h(l), Тс\..К Кс\..К ДJIЯ: любОl'О ст с {О, l} 

1и- = {l, 
о, 

ст = l; 
ст= о. 

И та.к, Зlio..'letlиe h ( х) еt;ть KOlil:Tёttlтa. EL:J1и Olia. paвtla. l), то 

коиt;то..иту 1 пре,цt;та.ВJrлем '-!ерез функцию, н~ t;Охрс1ия:ющую 

коlit.:тс1нту О; eL:Jrи же h( х) - 1, то КО1it;·гс1нту l) нредL:тс1ВJ1я:ем 

чер~з функцию, не L:ОХра.нлющую КОНL:Гангу 1. 
Онишем ноL:троеliие формулы ддл коliЪЮliкции. оерем t1е

диt1еЙt1у ю фу liкцию /1, из Р. Н нодиliоме Же1 ·&11киliа. ддл этой 
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фу.1:iкци.и. выберем нрои.зводь.1:iое .1:iеди..1:iеИ.1:iое t.:да1'аемое, t.:одер

жащее наи.ме.1:iьше~ ч.и.l.:Jю 11ерем~.1:i.1:iых.; нуt.:ть это будет t.:да1 'а

емое Xi 1, ... 1 Хiк при 2 ~ k ~ п. .Нмеt.:то каждого переменного 

Х,п функции f"L, l'Де rn ~ {i1, ... , i1.}, нодt.:тавим KOH(;'l'aH'l'Y ul т.е. 
заменим нудем вt.:е неременные, которые не воШ.11и в выбранную 

pa.1:i~e ко.1:iъюнкци.ю. llоду'-lи.м " редуци.рова.1:i.1:iую ;, фу .1:iкци.ю 

f"t = Xi1 • • • :i;ik ЕJ:Э (Ч1 Xi1 ЕJ:Э • • • ЕJ:Э Uik Xi1v ЕJ:Э au = 
= f"L ( U, ... , U I Х i 1 , U, ... 1 U, Х ik 1 0, ... 1 0). 

Заметим, ч.то кодь t.:коро мы у же нредL:тави.ди. кo.l:it.:'l'a.l:iты фор

мулами над F, то функцил f"t тоже 11редt.:·1·ав.11ена формулой 

над F. f"а3обьем тенерь множеt.:тво неременных. {xi1 1 •.. , Хiк } 

11роиз1юдьно на две '-lаt.:ти.; { Xi 11 , •• 1 Xi ,,.} И. { Хiтн 1 , , • 1 Xi1v } 1 l'де 
1 ~ rn ~ k - 11 и заменим вt.:е неременные нервой ч.аt.:ти нере

менным х, а неременньш второй ч.аt.:ти. - не ременным у . .Н 

результсtте нолучи.м функцию от двух неременных. 

l'д,е U = Ui 1 ЕJ:Э ••• ЕJ:Э Ui ,,,,, Ь = Uim+l ЕJ:Э ••• ЕJ:Э Ui,k I С= U() . 

Нt.:но также, ч.то фу нкци.л х может быть нредt.:тавлена такой 

форму JЮЙ .1:iа.Д F: 

Х ( Х 1 у) = J'L ( U, ... , U, ~ ' U, ... , U 1 ~ ' U 1 ... 1 U, 

i rn+l 

т .е. функцил х нолу L1ена из неди.нейной функции. f' L Е F нутем 
. . 

нодt.:та.1:iовки. .l:ia меt.:то ее нереме.1:i.1:iЫХ. t.: .1:iОмерами. i 1, ... , im 

11epeмe.l:i.l:iOl 'O х, .l:ia меt.:то нереме.1:i.1:iых. t.: .1:iОмерами. irn+ 1, ... , 
i,. - 11epeмe.1:i.1:io1 ·o у , а .l:ia меt.:то вt.:ех. оt.:тш1ь.1:iых. 11ереме.1:i.1:iых. -

конt.:тсtнты U1 уже нредt.:тавленной формуJюЙ .1:iад F (t.:м. выше). 

О11редеJ1им функцию 
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Выrс:\Зи.в эту функцию И.3 llOJlИ.HOMё:\, Жеl'с:\JlКИ.Нё:\, ДJlЛ Х, llOдy'-iИ.M 

ф ( х, у) = Х ( х Ef> Ь, у Ef> а) Ef> аЬ Ef> с; = 

= (х Ef> Ь) (у Ef> а) Ef> а (х Ef> Ь) Ef> Ь(у Ef> а) Ef> с; Ef> аЬ Ef> с; = 

= ху Ef> ах Ef> Ьу Ef> аЬ Ef> ах Ef> аЬ Ef> Ьу Ef> аЬ Ef> с; Ef> аЬ Ef> с; = ху, 

11оt;кодьку t;уммо.. 110 модулю 2 дюбо1'0 '-iетно1'0 '-!И.t;до.. rо..вных 

(.;..11а1 'с1,емых rавна U. Итак, фу нкц1нr ф и. еt;ть конъюнкци.н.. 'l'о..к 

ко..к аrи.бо..влени.е к дюбой фу нкци.и. конt;то..нты ао модудю 2 еL:ть 
ди.бо (.;ё:\,Мё:\, И.(.;ХОДНо..Я: фу нкци.я:, ди.бо ее отrи.цо..ни.е, ё:\, отrи.цо..ни.е 

у же аrе.цt;1•с1,вдено фоrму JЮЙ над бс:\Зи.t;ом F, то тем t;амым и. 

КОНЪЮНКЦИЯ: 11!->еДt;Тё:\,ВдеНо.. То..КОЙ фО!->МУJЮЙ. • 
Чтобы и.t;t;дедово..ть аоднО'l'У конкrетно1'0 множеt;тво.. функ

ций 1'' = {f'1, j''l, , .. . , f'п}, нужно 110(.;ТI->ОИ.ТЬ То..К Нс:\ЗЫВо..емую KP'U

mepua.tt,r:,Н,yIO таблицу (табд. о.о) . 

Стrоки. табди.цы t;оотве·1ттвуют 

функци.я:м И.L:(.;..11едуемо1'О множеL:тво.., 

ё:\, (.;ТОJiбцы - КJlё:\,(.;(.;ё:\,М llot;Tё:\,, tl rе
з удьто..те о..нс:tJ1и.За, функций множе

t;Т.1:$0.. F кдетки. то..бди.цы зс1,аоднлют
t;Я:; e(.;.JIИ. функция f'i аrи.на,ддежи.т 
некотоrому KJlo..L:t;y llot.:тo.. С, то в 

V 

(.;(.)(.) 'l'.l:$eT(.;'l'.l:$YIOЩeИ кдетке кrи.теrи.-

f'1 
j''l, 

f'п 

'1 'абл,·ича б. б 

'Гu 'Г1 s м L 

с:\J!ЬНОЙ та,бди.цы t.:To...l:$И.Tt.:л ЗНё:\,К +" (адюt;) о.. еt;ди. нет то -
" 7 ' 

зно..к ,, - " (ми.нуL:). МножеL:Т.1:$0 F ТОl'До.. аолно, е(.;..11и. и. только 

еL:ди. в ко..ждом t;толбце то..бди.цы t;тоит хот·л бы оди.н знс1,к,, _ ; •. 

Пример 6.21. а. lly L:ть F = {--v, V, U}. Ни.же аrи.ведены rе
зультс1,ты и.t.:L:деДО.1:$0..Ни.я: эдементо.1:$ это1'0 множеt;тно.. но.. 11rи.нс1,д-

лежноt;ть к кло..L:t;о..м llot;тo.. о.. тс1,кже 
' 

Зо..llОJl.Неннан кrи.теrи.с:\JlЬНё:\,Я: то..бди.-

Цё:\, (та,бд. о. 7). 
llrи. этом 1 = х ---..., х, то..к ко..к 

функция: --v ( ЭКНИ.Вс:\JШНТНОt.:ТЪ) не 

t;ОХI->о..Ня:ет KOHt.:To..H'l'Y о' но L:ОХI->о..

нлет конt.:то..Н'l'У 1 (т.е. и.меет мet;'l'O 

'.lb 
--v -

V + 
u + 

'l'абл,·и·ца б. 7 

Т1 s м L 

+ - - + 
+ - + -

- - + + 
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V V 

нервыи t;дy 'ictИ И3 ДOKёt3ctTeJlЬ(.;TBёt ДО(.;ТёtТО'iНО(.;ТИ у(.;JЮВИЯ. тео-

ремы Пot;'l'ct). Конt;·ган·1'а U нриНёLДJШЖИ'l' t;ёLмому множеt;тву F. 
llоt;кольку х = х ,...,__, U, то ввиду полноты множеt;ТВёL { V, -} бу
дет нодным и рсtt;t;матривёLмое множеt;тво. Конъюнкцию можно 

11ред t;·1•ёtвить формудоЙ над .F , t;Jleдyя. дока,3атедьтву теоремы 

llot;·1·a. 8ерем единt;·1·венную нединейную функцию данно1·O 

множеt;тва, дизъюнкцию, и зш1иt;ываем ддл нее ш>дином Же-

1 'ёLJlKИHct: 

Нидно, 'iTO этот llOJlИHOM е(.;'lЪ не 'iTO иное) как функция. 
х(х1 1 х~) нри и= Ь = 1 и с.;= О. Следовательно, 

Х1 · Х~ = Х (Х1 8Э 1 ,х~ Е!) 1) 8Э 1. 

Но так как х = х ,...,__, О, то х 1 · х~ = ( ( х 1 ,...,__, О) V ( х~ ,...,__, О)) ,...,__, U. Этот 
же резудЬТёLТ (1$ ДёLННОМ конкретном (.;JlY'icte) можно llOJlY'iИ'l'Ь и 

1 ·орёt3до нроще: 

Итак, И(.;ХОДНОе множеt;ТВО ЛВдЛеТ(.;Л llOJlHЫM. 

Зёtметим, 'iTO это нолное множеt;тво двоЙl:твенно к бёt3иl:у 
Же1·сtJ1кинёL в том t;МЫ(.;JШ, 'iTO каждая. из е1·O функций двой
t;твеннс1 к t;Оответt;твующей функции бёt3иt;ёt Же1·сtJ1кинс1: экви

ВёtJШНТНОt;ТЬ ДВОЙt;твенна к l:умме no модулю 2, ДИ3ЪЮfiКЦИЛ -
к конъюнкции, КОН(;Тё1НТё1 u - к КОН(;Тё1Нl'е 1. Нодезно 3ё1Ме

тить тёLкже, 'iTO никакое t;Обt;твенное 11одмножеt;·1·во 3ёLДёLнно1 ·о 

MllOЖe(.;TBi:1 не будет llOJlllЫM. 

б. Функцил /1 зс1дана карrпuй Kapnu (риl:. б.21), а вектор 

3HёL'iellиЙ функции / ~ еt;ть (U, 1, U, U). 
Для. функции / ~ О'iень нроt;то нёLходя.тt;я. ДНФ и нолином 

Же1 ·сtJ1кина: 

откудс1 l:дедует нелинейноt; 1ъ функции / ~. Jle1·кo 11ока,3с1ть 

также, 'iTO эта фу llКЦИЛ нриllёtДJШЖИТ дИШЬ кдаt;t;у 'Гu. 
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Та.к ка.к /1 (U,U,U,U) = 1, а. /1(1, 1, 1, 1) = U1 то функция /1 lie 
~..;охра.нлет liИ. кон~..;та.tlту U, llИ. кон~..;та.liТ'У 1. ДаJ1ее, эта. функцил 
не~..;а.мод1:юй~..;твенна., 1101.,;кодьку /1 (U, 1, l, l) = /1(1,U,U,U) = l; нe
MOliO'l'OliliOt,;ть е~ L:J1едует и.з то1-о, 'i.TO, ш:tнри.мер, /1 (U, U, U, U) = 1, 
но /1 (U, 1, U, U) = U. Нопро~..; о н~диllеЙllо~..;ти функции. /1 о~..;та.ви.м 

V 

НОЮ;\, открытым, Та.К Ка.К Да.Же И.3 'i.cLl.,;l'И. 'i.liO 3cLHOдlieliliOИ кри.те-

рИ.аJlЬliОЙ тсtбди.цы (та.бд. о.8) вытека.ет, 'i.TO мliоже~..;тво {/1 , /i} 
llOJlliO. 

Табд·и·ца б. 8 

TIJ 'Г1 s м L 

!'1 - - - - ? . 
I i + - - - -

Формуды ДдЛ отри.Ца.liИ.Л и. KOlit,;TcLliT licLXOДЛTt,;Я. Jlel'KO; 

х = I1 (:с,:г 1 х,х) , 

U = Ii (x,x), 

1 = /1 (/ 'l(x,x), /i (x,x)1 Ii (x,x), f'i (x ,x)). 

Форму ду ддл КОliЪЮliкци.и. нроще в~..;е1 'О 1101.,;трои.ть нрлмо 110 
ДНФ ДдЛ фуliКЦИ.И. f'i; 
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Н~рШ~Мt.:Я. T~ll~pь К OTJIOЖ~J:HiOMY 1:3-0 llpOt.:y О Н~lИ.Н~ЙНОt.:ТИ. 

фу нкци.и. f 1. Но lll)И.JJ~Д~HliOЙ Ю:.\. ри.t.:. о.21 Ка.рт~ KctpliO MOЖliO 
ноt.:трои.ть одну и.3 ми.ни.мсtJ1ьных ДНФ, 11р~дt.:тсt1Jдлющи.х эту 

фу нкци.ю JJ JJи.де 

lloдt.:тctJJJlЛЛ 1:3- 110(.;JШДНЮЮ формулу U 1:3-Ме t.:то Х1 1 Х 1:3-М~(;ТО xi, 
1 вмеt;Т'О Х3 и у вмеt;ТО Х4, llOJIY"Icteм 

'iTO дока.3ывсtет неди..1:lеЙноt;ть функции. f 1 и одновремен.1:lо нол
ноту MHOЖ~(;TtHt {f 1} . 

Конt;то..нты ж~ можно нр~Дt;'l'о..ви.ть форму до..ми. но..д бо..3и.t.:ом 

{/1}, и.t;нодь3ул llet.:ctMOДJJOЙt.:тJJeннot.:ть функции. /1 (t.:м. рсt3бор 

J:П'Ol)Ol'O t;ду 'ic.\Jl В ДOKct3ctT~lЬl:l'Be ДOt.:TctTO'iHOt.:TИ. уt.:Jюви.я. тео

ремы llot;тo..): мы уж~ 1JИ.Д~1и., 'iTO f1 (U, 11 11 l) = f1(l,U 1 U1 U) = 1, 
т.е. но..бор Q И.3 у 11омлнуто1'О меt.:тсt В ДОКа.3с.\.Т~1Ь(;ТВе теоремы 

llot.:тo.. еt.:ть Ulll , и. то1·до.. функция. h, фи.1'ури.рующо..я. JJ том ж~ 
меt.:т~ ДOKa.3o..TeJ1Ь(;TJJct и. pa.1:3-liaJI JJ До..ННОМ t;ду Llo..e KOlil:TctliT~ 1, 
будет и.меть вид 

Но тсtк ксtк х = f1 (x,:J.: 1 x,x) 1 то 1юду'iо..~м 

1 = !1 (!1 ( х' х' х' х) ' х' х 7 х)' 

U = f1 (f1 (f1 (x,x,x,x),x,x,x), f1 (f1 (x,x,x,x),x,x,x), 

/1 (/1 ( х, х, х, х), х, х, х), /1 (/1 (х, х, х, х), х, х, х)). 

lloдt.:тa.ви.JJ эти. формуды JJ на.ни.t.:о..нную JJыше формуду ддл 

КОНЪЮНКЦИИ~ lIOдy'iИM ОКОН'iсtТедьно формуду Нс.\.Д бсt3И.l:ОМ {!1} 
ддя. конъюнкции.. Мы не 1Jы11и.t.:ы1Jо..~м эту форму ду .1:ши.ду ее 

l'l)OM03ДKOl:TИ. . 
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6.8. Схемы 
из функциональных элементов 

llредl:та.вJшнию буле(jЫХ фунr,;'и/ий фuрмулuм'U можно нри

дu.ть (.;JП;дующий "ИНЖf;Нf;рНО-КОНL:труктивный -~ l:MЬit.:JI. D у Дf;М 
ра.l:l:мu.тривu.ть формулу Ф(х1 , ... , x,J наd кu.ким-то нроизводь

но фикL:ирО!:$а,ННЫМ мнuжer;rn(j(JМ, F Ка.К " 'if;рный лщик -~ ' Hf;KOf; 

уетроЙL;тво, нu. вход которо1'0 нодu.ютl:л вL:евозможные набuры 

;зна·ч,ен:ий переменных, u. нu. выход(; ноя:вдлютl:я: L;оответ·L:твую

щие этим нu.борu.м знu.'iенил функции /, нредl:тu.вдлемой фор

мулой Ф (риL:. б.22). 

ф 

Ри1;;. 6.22 

Чтобы понять, кu.к yL:тpoeli ,, '!ерный лщик ", мы должны рu.

зобрu.ть нроцеl:(..; 110 (..;'l'poeliия. форму ды из пudфuрмул. Добирu.

Я:(..;Ь до " ба.3И(..;НЬiх'~ подформул, T.f;. элементов множе<..:тва. F, мы 
нриходим к " кирни 'iикu.м "1 l:тру кту р!iым ЭJШМе1iтu.м1 из кото
рых (..;Обрu.н 

1
, 'iерный я:щик -~, вы'iи<..:Ля:ющий функцию /. Кu.ждu.л 

фу tiкцил 
1
, ба.3и(..;U. .~ F вы 'iИl:дя:ет(..;л (..;ООтветl:тв у ющим 

1
, уздом ", 

V V 

которыи pU.l:(..;MU.TpИBU.f;T(..;Я: кu.к М~lЬ'iU.ИШU.Л l:Труктурюtя. едиliИ-

Ца. на.шего " 'ieptloгo я:щика. ", и его виутрf;ння:л (..;Т'РУ к тура. ужf; 

не а.1it1J1изируетl:л . 

Пример 6.22. Ныберем в кu.'iеl:тве множеl:твu. F r;rпан

dирrпный ба;з·иr;. To1',LJ,U. формудu. lia.Д (..;l'U.li,LJ,a.pтliым ба.3иL;ом, 

нред(..;тU.вдлющu.л функцию ,.,__, ( ;JK(j 'U(juлeнrnнucrnь), (..;'l'роит(..;л l:де

ду ющим обрu.зом; 

(6.21) 
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Вы '-iи.t.:д~tlи.~ нu этuй фuрму JН:~ ( и. нpuц~t.:t.: ~~ 11ut.:тpu~tlи.н и.з 

ЭJШм~нтuв t.:Ta..tlдa..pтнu1'u ба.Зиt.:а.) мuжtlo t.:х~ма.ти. ч~t.:ки изобра..

зи.ть Та..К 1 Ка.К llUKa..3a..tlU на {-)И.t.: . 0.2:J. 

Рис. 6.23 

llepeмetltlOe х1 (тo'-itlee 1 3tla..'--1etlи.e это1'0 11epeмetltl01'0) 110-
да..етt.:я. tla.. вход t.:тpyктyptiOl'O эдемеtlта.., tlа.Зыва..емо1'0 UН,вер

rпоро.м (риt.:. о.24, а) и. вычи.t.:длющ~1'u ump'U'l-4a'Н.:ue. Сни.ма.~мuе 

t.: выхода.. и.tlвертuра. uтри.ца.tlи.е х1, т.е. фу tlкци.н х1, нuда..етt.:я. 

tla.. оди.н И.3 входов КОН, ЪЮН,Кmора (ри.t.:. о.247 б)' На, второй 

вход которо1'0 нодаетt.:л неременное :c'l . На выходе KOtlЪIOtlK

тopa. 11uя.вдя.е 1·t.:я. фуtiкци.н xix'l . Ашыю1'И.'-itlU нрut.:д~жи.ва..~тt.:н 

вы'-iи.t.:JШtlи.е фуtiкци.и. x 1x'l. Обе эти. фуtiкци.и. нода.ютt.:я. tla. вхо
дъ1 дизъюН,кmора (ри.t.: . о.241 в), t.: выхода.. которо1·0 t.:ни.маетt.:я. 

функци.л x1:c'l V X1J:'l, (это не '-!ТО и.ное, как с:умма пи миdул/ю 2: 
Х1 ЕfЭ X 'l,). И tla..KOtleц, эта.. фу tlKЦI0-1. 110Да..~Тt.:Я. tla.. вход И.tlВ~ртора., 

tla. выходе KO'l'Ol-)01 '0 у же L!Оду '-iа..етt.:л фу tlКЦИ.Л --v ( ЭKBИ.Ba..JШtlT

tlO t.:ть). # 

а б 

Рис. 6.24 

в 

Таки.м обра.Зом, мы нри.ходи.м к и.дее "t.:хемы ;~ - ма..темати.

'-iе t.:кой модеди. вы'-!ю;ди.тедл будевой фу нкци.и., нредt.:тавленной 

tlекоторой формудоЙ, t.:обра..нно1'0 и.з t.:труктурtiых эдементов, 
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кс::tждый и.з которых вы '-1И.(.;дя.ет ОД.1:iУ и.з " бё::t3И.(.;.1:iЫХ 1• бу JШвых 

фу .1:iкций. В общем (.;J1уч:а,е ,, (.;хема," вы '-lш..:.11лет бул.,ев uneparnup, 

нри.ч:ем кс::tждшr r,;uupdш-tarm-t(Ыt фyнr,;'U/IЫt это~ 'О онера,тора, L:.1:iи.ма,

етс.:л (.; OД.l:iOl'O из выходов с.:хемы. 
Мс::tтема,ти. '-lе(.;ки. ,, (.;Хема, 1• 011редеJ1я.ет(.;Л ка,к орие1-ипириван

ный ё-раф с.:11еци.сtJ1ьно1'0 вида,, в котором и. вер'Ш'U'НrЫ, и dyё-'U 

L:.1:ic::tбжe.l:iы .1:iекоторыми. мет,r,;ам'и. 

Нведем обоз.1:iс::tч:е.1:iи.е; е(.;ди. F - ка,кое-то м.1:iожес.:тво будевых 

фу.1:iкци.й, то '-lерез р(п) обОЗ.1:iё::t'-1с::tем llOДM.l:iOЖe(.;TBO .f, (.;0(.;ТОЛЩее 
из вс.:ех функций от п не ременных (п ~ О). 

Определение 6.14. llу(.;ть фикс.:и.рова,ны множес:тпва; F 
(будевых фу.1:iкци.й) и. Х (будевых аереме.1:i.1:iых). 

Схемой из фупкц·иопа.л,r:,пых э.л,емепrпов пад баз·исом 

F U Х ( СФЭ), и.ди. арос.:то схемой пад базисом F U Х, тс::tк

же (F,Х) -схемой, на,3ывс::tют бес:кинrпурный ириент;ириванный 

ё-раф (т.е. c:ern/:)) , кс::tждс::tл вер'Ш'U'Н.,(}, которОl'О llOMe'-1e.l:ic::t ОД.1:iИ.М и.з 
элементов МНОЖе(.;ТВё::t .Р u х T'c::tK, ч:то ВЫПОJilIЛЮТ(.;Л (.;Ледующие 
требовс::t.1:iи.л; 

1) ка,ждый вхиd c:ern'u аоме'-1е.1:i ли.бо некоторым нереме.1:iным 

из Х либо некотоной кон(.;тс::tнтой и.з F(U) · 
' 1' ' 2) е(;J1и. верши..1:iс::t 'И (.;ети. aoмe'-1e.l:ic::t фу.1:iкци.ей f от п аереме.1:i-

.1:iЫХ (т.е. / Е F(n)), то ее пи.11,ус:rпепен/:) захида pc::tв.l:ic::t п, ари.'-1ем 

.l:ic::t M.l:iOЖe(.;'l'Be dуё-1 зaxudJt,Щ 'ttx в в ерш'ину 

'И , за,да,на, (вза,и.мно однознс::t'-lнс::tл) нумера- v2 

'U/Шt, ари. которои кс::tждшr ду1'с::t аоду'-1с::tет 

lIOMep ОТ 1 ДО n. 

llpи изобра,жени.и. (.;Хем входы обо

Зllс::tч:с::tютс.:л кружоч:ка,ми, а, вершины, lle 
я.вллющи.ес.:л входа,ми, - треу1'одьни.ка,

ми., внутри. которых за,аи.(.;с::t.1:iО обознс::t'-lе

ние фу llкции., помеч:а,ющей дс::tаную вер

ши.ну. Выходы отмеч:а.ютс.:л 
1
, выходны

ми 1· (.;Трелка.ми. На, рИ(.;. о.25 нри.ведена, 

СФЭ .1:iё::tД бс::tЗИ.(.;ОМ { 1, х ' у} . 
Ри(;. 6.25 

у 
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Ес;ди ба3ис; нодрсt3умевс1.,етс;л, то мы будем 1·оворить 11рос;то 

" с;хемс1., :,_ Кроме 'l'Ol 'O, ес;ди множес;тво 11еременных фикс;ировс1.,но 
,, рс1.,3 и нс1.,вс;егдс1., ;, и при рс1.,с;с;мотрении pct3JIИ'IHЫX с;хем мы менл

ем тuдькu мнuжес;тво функций t ', тu, ка.к это мы дедё:i./111, в1.юдл 
11онлтил фирм,у.л,r;,~ и r.:ynepnuзuц'U'/1, nad зсtдсtнным базиr.:им, будем 
1·оворить о СФЭ нсtд ба.зис;ом Р, 11одёLI'ёtЯ. ка.ждый pct.3, 'iTO 11од
рсt3умевс1.,етс;л однсtжды фикс;ировсtнное множес;тво 11еременных 

Х, которое ( ес;ди это не вредит то'iнос;ти) не у 11оминс1.,етс;я. . 

О11реде.11им тенерь 110 индукции аuнлтие бу.левой функц·ии~ 

вы'ч·ис.ляемой верш·иной схемы. 

Определение 6.15. llу с;ть зада.на. СФЭ S над базис;uм 
Р U Х, множеt.:тво вершин которой ес;ть V. 

l . llринимсtетс;л, '-ITU кс1.,ждый вход СФЭ ВЫ'1Иl:.7Iлет будеву 
функцию, которой он 11оме'-iен (т.е. некоторое 11еременное иди 

КОН(.; 'l'анту). 

2. Ес;ди вершина ·и Е: V 11оме'-iена функцией / Е: p (n), 3с1.,хо
дящс1.,л в нее ду1·с1., с; liомером i (l ( i ( п) ис;ходит из вершиliы 

'Ui Е: V, которая: вьгrис;длет фуllкцию Yi, то вершина, ·и вьг1ис;длет 
c:ynepnuзu'LI/U'IO f (gi, ... , Уп) • 

Таким обрсt3uм, et;J111 КёLЖДёtЯ. вершина, СФЭ нсtд F вы 'iИ(;JHI

eт некоторую функцию, то норлдок, в котором 11ере'-iиt;J1лютс;л 

функции 91, ... , Уп, 11одс;тс1.,&11лемые на мес;та неременliых функ
ции /, в общем c;дy'-icte с;ущеt.:твен. Еt.:тес;твенно нсt3всtть булеву 

функцию / от п неременных коммутативной, et;J111 онс1., с;о

храня.ет знс1.,'iение нри 11рои3водьнои 11ерес;тс1.,новке ее 1шремен

ных. Н этом c;J1y'ic1.,e мы можем не 3аботитьс;л о нумерации ду1·, 

3аходлщих В вершиliу с;хемы, llOMe'-IeHliYIO Та.КОЙ фуliкцией. 

Пример 6.23. t>ас;с;мотрим СФЭ на. рис;. 6.25. Нершины 'V1 

и 'V'2 - входы СФЭ. Эти вершины вы'iиQ1лют с;оответс;твенно 

функции х и у. ТОl'ДёL вершинсt ·u3, равно ксtк и вершинсt ·u4, 
c;o1'Jictt;liO онредедеliию 6.15, вы'-iис;J1лет функцию :.cly ('и.иприх 

Шеффера) , а вершинсt 'U5 ( выхиd с:е~л-и) - функцию (x ly) l(xly), 
которс1.,л, Ка,К И3Ве(.;Тl!О, рсtвна КОli'.ЬЮliКЦИИ Х • у. 
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х х у у 

Ри(;. 6.26 

СФЭ I изобрс1,женнс1,л нс1, рис.; . 6.26 1 имеет двс1, выходс1,1 вьг--1и

(.;JIЛющие функции (xlx)l(YIY) = :1;Vy и (xly)l (xly) = х · у. 

Определение 6.16. Бу.!l,ева фупкци,Я,, вы'ЧUС.!l,,Я,е.м,а,Я, 

С ФЭ нс1,д бо,3ис.;ом l!' U Х 1 - это фу нкция. 1 вы ч.ис.;длемс1,я. кс1,ким

дибо из ее выходов. 

Тсtким обро,3ом1 СФЭ выч.ис.;длет ровно с.;тодько буJшвых 

фу нкций1 с.;кодько имеет выходов . СФЭ шt рис.;. 6.25 вы Ч.И(.;JНtет 

одну функцию1 с1, СФЭ нс1, рис.;. 6.26 - две. 

Н общем (.;J1yч.cte 1 ес.;ди {х1 , ... 1 Хп} - множес.;тво вс.;ех нере

менных, которые (.;.11ужа.т метка.ми входов с.;х.емы S на.д бо,3ис.;ом 

F U Х, имеющей rn выходов, СФЭ S 011реде.,1лет отобрсtжение 

булеf3 а 'r,;уба llisn в будев куб llism, т.е. булеf3 uneparnup. 

Замечание 6.10. Н некоторых. (.;.11уч.сtя.х функцию1 выч.и(.;.11я.
емую дс1,нной СФЭ1 онредедлют неLжодько инсtч.е, нодю'сtл, ч.то 

это фу нкция.1 вы ч.ис.;длемё:lli дюбой вершиной из нодмножес.;тва. 

выдеденных. вершин СФЭ . .l3 ч.сtс.;тнос.;ти, это мо1'ут быть и вы

ходы. Н дюбом с.;дуч.с1,е ДОL'ОВОримся. И3 выдеденных. (в ТОдЬКО 

ч.то уко,3сtнном с.;мысде) вершин с.;хемы нроводить ,, выходную;~ 

с.;тре.,1ку. # 
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Таким обра3ом1 кажд,ал: t;х~ма из фу liKЦИOlicJ.JlЫiыx эд~меli
тов вы '-iИt;дн.е1' ш:~который: бу дев он~ратор, в '-ia.L:TliOt;ти , et.:.r1и 

LlИt;JIO выходов t;хемы равно 1, то Olia. вы'-iиt.:.r1лет н~которую бу
д~в у фу liКЦИЮ. 

Moжlio дока3ать и обратliое; 110 дюбому буд~ву он~ратору 
может быть п.ot;тpo~lia. СФЭ над ба3иt;ом F, гд~ F - ·rмJ.л,·н.,uе 

V 

M'Н,UЖecrr1,f:>u1 вы'-iиt;длющая. данныи он~ратор. 

Х1 Х2 

u u 
u () 

u 1 
u 1 
1 () 

1 () 

1 1 
1 1 

'Габ.л,·и·ца б. У 

Х3 Yl У2 

u () () 

1 () 1 
() () 1 
1 1 () 

() () 1 
1 1 () 

() 1 () 

1 1 1 

Пример 6.24. Зададим табдицей: 
булев оператор1 отображающий: Jffi3 в 
Jffi2 (табд. о.9). 

Из табдицы деl'КО у видеть, '-iTO 

Yl = Х1Х2 V Х1Х3 V Х2Х3 7 

У2 = Х1 Е9 Х2 Е9 Х3 

( фу liКЦИЛ Yl ~(;ТЬ lie '-iTO ИliOe7 как ма
жuр·ип1,ар-н.,а.я, фу·н.,·r,;·и;и.я, от ш:~ременных 

х1, х2 7 Х3 7 и выше наниt;ана м·ин·има.л,IJ

-н.,ая ДНФ ДJ!Л Ш:~е7 L:M. нример о.12) . 

Предt;тавим фуliкцию Yl в ба;з'Uсе Жеё,ал,·r,;·ина. ИL:Ш.>J1ьзул 

;заr,;uны de М uрё,а-н.,а, ноду'-iим 

Х1Х2 V Х1Х3 V Х2Х3 = Х1Х2 · Х1Х3 · Х2 Х3. 

УL1.и.тывал:1 '-iTO х = :с Е±Э 1, будем иметь 

= Х1Х2Х3 Е9 x1 :c 2:I:3 Е9 Х1Х2Хз Е1Э x1 :I:2 Е9 Х1Х2Х3 Е1Э 

Е1Э Х1Хз Е1Э Х2Х3 Е1Э 1 Е±Э 1 = Х1Х2 Е1Э Х1Хз Е1Э Х2Хз 

(liаномliим, '-iTO сумма пи мudул,ю 2 дюбо1'0 '-ieTliOl'O '-iИt;да 

равliых t.:.r1а1 'а~мых равнсt ()). 
Итак1 

У1 = Х1Х2 Е9 Х1Хз Е9 Х2Хз = Х1Х2 Е1Э хз (х1 Е9 х2 )-

СФЭ ДJ!Я. булева онерсtтора, 3ёtДа.ННОl'О В тсtбд. о.9, НёtД 

ба3И(;ОМ Жel'cJ.JlKИlia нриведеliа lia риL:. о.27. 
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х 1 х 2 

Ри(;. 6.27 

х 3 

45~ 

llpи. нро~кти.ровсыiи.и. СФЭ нод~З.liО и.м~ть в ви.ду 'iИ.Сдовои 
u 

111:tрсtметр, .li1:t3Ывсtемыи ее t;JIOЖ.liOcтыu. 

С.л,ожпостпь СФЭ - это 'iИ.t;JIO ее верши..li, tle Л1$J1я.ющи.хо1 

ВХОДё:tМИ.. 

llpи.вeдe.li.lictл .lict ри.с. б.27 СФЭ .lictД 61:tЗи.сом Же1 ·a.11ки..li1:t 

и.меет (.;JlOЖ.liOCTЬ 5. 
Рсtссмотри.м тенерь СФЭ ддл то1·0 же 011ep1:tтop1:t .lictД cтct.li

дctpт.liым бсtзи.сом. 

llo тсtбдице (см. тсtбд. б.9) строи.м СДНФ ддл функци.и. yi: 

Карта Карнu ДJПL этой фу .liкции, изoбpctжe.li.lictЯ. .lict рис. б.2~, 
llOK1:t3ЬIBcteт, 'iTO ее tlедьзл МИ..liИ.МИ.3И.рОВ1:t'l'Ь (тO'itlee, 31:tllИ.Cct.li.lictЯ. 

выше СДНФ и. еt.:ть ми..liима.11ь.1iсtл ДНФ ДJlЛ этой фу.tiкци.и). 

Но мож.liо нойти 110 дру1·ому 11ути.. Мы можем рсtt;Смсtтри
всtть тсtбд. б.9 ксtк тсtбдицу, 011редедлющую ·ч,ас;т;и·ч,ную бу11,,F::rз-у 

функ·и/U'Ю y'l, = y'l, (x1 ,x'l,, x~,Y1), Ми..liи.ми.зи.рул эту фу.liкци.ю 110 
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Рис. 6.28 Рис. 6.29 

ка.рте Ксtр.1:н>* 1 и.зобрсtже.1:i.1:iОЙ .l:ia. ри.l: . б .29, 110J1y'-icteм 

10 
~ / 1/ 

~--
-

...-
l~ 

-
~ ------

xx0l 

xlx0 

lxx0 

lllx 

СФЭ .1:iа.Д l:Tct.1:iдctpт.1:iым ба.3и.с;ом ддл рсtс;l:мсtтри.всtемо1·0 бу

JШвсt 01шрсtторсt нри.веде.1:iа. .l:ia. ри.с;. б.3U. Сдож.1:iОl:'l'Ь этой СФЭ 

с;ос;тсtВJ1лет 11. Зсtмети.м1 '-!ТО верши..1:iа.1 вы '-iИ.l:длюща.Л функци.ю 
У1 1 не я.ВJrя.етl:я. выходом. 

Рис. 6.30 

" Hct эгои ксtрг~ мы ».Bttl> обо3н:сtч:или ttctбopы, н:сt которых фу н:кцин. 

прин:имсt~г 3н:сtч:~н:и~ U, прос;гсtвив н:ули в с;оогв~гс;гвующих кд~гксtх. Т~м 
(;с\.МЫМ мы Хl>ГИМ ~щ~ рёt3 3сtфи.кс;ирl>Вс:J.,ГЬ BliИMc\.liИ.~ Н:с\. том, 'iTl> н:~ (;Jl~l.\Y~T 

путсtть н:ули с; проч:~рксtми: проч:~рк в кл~тк~ ксtрты, 3сt4сtющ~и ч:ас;ти:ч:н:ую 

фун:кци:ю, l>3н:сtч:сt~т, ч:тu н:сt 1.\ан:н:uм н:сtбор~ 3н:сtч:~н:и:~ фун:кци:и: н:~ опр~l.\~д~н:u, 

1' .~. tt~ paвtto ttи. 1), ttи. 1. 
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.оуш~в ош~рс:1,тор, рс:1,с.тмотре.1:t.1:tыЙ в этом нримере, выч.и(.;J1я.

е·1' двухра,3рлдную с.:умму (110 модудю 2) ·1,рех однора,3рлдных 

(.;Jla,l'a,eMЫX. Е1'О МОЖНО С.:'iИТа,'l'Ь 'l'а,КЖе ОДНОра,3рЛД.1:iЫМ ДВОИ'i

НЫМ с.:у ммс:1,тором - функциона..11ьным бдоком м.1:tо1·ора,3рлдно1'О 

ДBOИ'i.l:iOl'O с.:умМа,'l'Ора, - ДдЛ двух (.;Jla,l'a,eмыx. ТОl'Да, фу.1:tкцил 

Yl иитерпретируетt.:л кс:1,к " t.:ИГRа..11 переиос.:1;1, ;, в t.:тс:1,рший ра,3рл,ц. 
Нс:1, риt.:. о.31 изобрс:1,жено ,,с.:оеди.1:tение" ·1,рех СФЭ (1'1;1,ких, к1;1,к 

llOKa,31;1,.1:iO .1:ia, рис.:. о.30), (.: llОМОЩЬЮ KOl'OpOl'O ВЫ'iИ(.;JlЯ.етс.:я. с.:уммс:1, 
двух трехра,3рлд.1:tых двоич..1:tых ч.иt.:ед. Нс:1, третий вход с.:уммс:1,

торс:1, ДJlЯ. MJla,ДШel'O ра,3рлд1;1, нодс:1,етс.:я. KO.l:iC.:l'a,.1:i'l 'a, о, а, ,, t.:Иl'.l:ia.Jl 

11еренос.:1;1," с.:т1;1,ршего ра,3рлд1;1, ес.:ть с.:·1,1;1,рший р1;1,зрлд с.:уммы, ко

тора,я. в общем с.:ду ч.1;1,е будет ч.етырехра,3ря.д.1:tым 'iИ(.;JIOM. 

) 

• 

(3) 
Х2 

) 

L 

(3) 
У2 

) 

• 

(2) 
Х2 

) 

L 

Риr.;. 6.31 

) 

( 1) 
X z 
:) 

L 

(1) 
У2 

о 
) 

Замечание 6.11. ~(.;JIИ мы нроектируем СФЭ н1;1,д t.:т1;1,.1:t

д1;1,рт.1:tым 61;1,зис.:ом и хотим МИ.1:iИМИ3ИрОВа,ТЬ ее (.;JIOЖ.l:iOC.:'lЪ, то 

нсt.м .1:tеобходимо нрежде вt.:е1'О ноt.:троить с.:оответt.:твующую ми

.1:tима..11ь.1:tую ДНФ. Н этом (.;J1yч.ct.e мы можем 11ри.1:tлть во в.1:tи-
u 

мс:1,.1:tие еще оди.1:t критерии, нu кuтuрому ми.1:tимизируетс.:я с.:1;1,мс:1, 

ДНФ 1 - ч.иt.:JЮ отриц1;1,.1:tиЙ. Среди вс.:ех ми.1:tима..11ь.1:tых ( в с.:мы(.;Jrе 
онредеде.1:iИЛ о.о) ДНФ (.;Jiед;ует отобр1;1,ть те, В которых 'iИ(.;.110 

вхожде.1:tии неремен.1:iых нод 3.1:iсt.ком отриц1;1,ния. лвдлетt.:л н1;1,и

ме.1:tьшим. С точ.ки зре.1:tия. t.:Jюж.1:tос.:ти СФЭ 1 котор1;1,л будет 



450 

00 

01 

11 

10 

б. НУ Jll!.JHЫ ФУНКЦИИ 

01 11 10 

1 

1 

Рис. ().32 

0xl0 

0llx 

llxl 

11о~троеюt 110 ми.J:tи.мё:\.J1ыtой ДНФ, это 03J:ict.•-нteт, '-!ТО в J:teЙ ми.J:tи.

мизи.рует~л '-iИ.~Jю "инверторов " - верши.J:i СФЭ, 11oмe'ieHJ:iЫX 

фу J:iкци.ей отри.цаJ:iи.n. 

На11ри.мер, ДJlЛ фуtiкци.и., зaдaJ:iJ:iOЙ картой KaptiO (ри.~. о .32), 

к ядру, ~о~толщему и.з npucrnыx ·имл1,ликапrп x1xi:.c4 и х1х3х4, 

t.:Jieдyeт добави.ть нро~тую и.мнди.каJ:tту xix3x4, а не x1xix3, 
V 

llO~KOJlЬKY OJ:ia J:ie ~одержи.т отри.цаJ:iИ.И. 

Вопросы и 3адачи 

6.1. Найти. 'iИ.~Jю дуг в булевой п-~ет·и.. 

6.2. Доказать, '-!ТО объединеJ:tи.е двух ~о~едни.х граней раз

мерно~ти. п - k булева куба ]Еп лвдлет~л гранью размерно~ти 
п - k + 1. Как J:tаЙти. J:ta11paвJШJ:i11e этой 1 ·patiи.'( 

6.3. Найти. '-iИ.~JIO верши.J:i k-~JIOЛ будева куба lff>n. 

6.4. llо~троить таблицы длл булевых функци.й, заданных 
форму дами.; 

а) (x • y)V (x--+(x· y)); 

б) (x • (:c·y)) • (xVz); 

13) ( Х • (у --+ Х)) --+ Х i 

1 ') ( Х --+ (у --+ Z)) --+ ( ( Х --+ у) --+ ( Х --+ Z)), 

д) ( х · (у V х)) · ( (у • х) V у) . 
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6.5. Дока.за..'1·ь, 'iTO е<..:ди. вы<..:ка.зыва..tlи.н И и. ( И =} В) тожде

<..:ТВ~tlНО И.L:TИ.tlliЬI, то ВЫl:КаЗЬIВа..tlИ~ н тожде<..:ТВ~tlНО И<..:ТИ.ННО . 

6.6. Дока.за..ть, 'iTO е<..:ди. формуды ( И V Н) и. ( И V W) тожде
t.:т·в~нно и.<..:тинны, то формула.. (Н V W) тожде<..:твенно и<..:тинна... 

6. 7. На..йти. фи.кти.вliые нepeмetlliыe фуtiкци.и. /, 3a..Дa..tlliOЙ 
V 

вектором 3tla..'ietlи.И; 

6.8. 11ока.за..'lЪ7 'iTO х я.вдя.ет<..:я. фи.кги.вliым нepeмetlliЫM 

фу liкци.и. / , нptЩL:'l'a..ВJH~tlliOЙ формуда..ми.; 

а.) / = ((z • у) V х)(у • x)zx; 
6) / = ((xV y)(xVz) • (x--+yz))y. 

6.9. Дока.за..ть1 'iTO ддл дюбой 6удевой функци.и / от п 

нepeмelitlЫX и.меет ме<..:то <..:дедующее pa..вetlt.:'1·вo; 

(Это pa..B~lit.:'l'BO liаЗЫва..ют раЗJЮЖ~liи.~м функци.и. / 110 н~р~м~н.
н.ому :.ci.) 

6.10. llyLть буJшвы фун.кци.и. / и. у и.м~ют одно и. то же 'iИ.<..:JIO 

<..:ущеL:твенных неременных, ра..вное 'Г. Тоt'Да.. ка..ждый на..6ор сх Е: 

Е: { U, 1 },. OДli03Ha..'iliO онредедю;т на..бор 3На..'i~ни.й L:ущ~L:тв~нных 

нерем~liных ка..ждой и3 фуtiкци.й. lly t,;ть длл дю6ого та..ко1'0 сх 

3lia..'ieliи.л функци.й / и. у tla.. <..:оответt,;твующих на..бора..Х t,;вои.х 

t,;yщeL:твetlliыx 11epeмeliliыx ра..вliы. Сдедует ди. 0·1тюда..1 'iTO эти. 
фу нкци.и. ра..вны'( 

6.11. Иt.:11одь3ул а..JП'Ори.тм Ква..Йliа.. 

MИ.HИMa..JlbllЫ~ ДН ф ДJIЛ фу НКЦИЙ: 

а..) / = (U, l, l,U1 l,U,U, l) ; 
6) /= (l ,U,U,l,U,U, lll); 
в)/= {l, 3, 4, 7, 8, 11, 141 15}; 

t') / = {2, 4, о, 9, lU, 11, 13}. 

- Ма..к-Кдоt.:ки. 
V 

7 На..ИТИ. 
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6.12. Каждый: из 'iетырех 'iде.1:iов комитета l'OJIO(.;yeт "за\ 
.1:iажи.мая: J:ia K.l:iOllKY. J:->еше.1:iи.е <..:'iи.тае·1'(.;Л нри.liлтым, КОl'-Ца lie ме

.1:iее трех 'iдelioв комитета l'ОJЮ<..:уют " за·~. Найти. ми..1:iи.мш1ьliую 

ДН ф ДJlH фу liКЦИ.И. l 'OJIO<..:OBa.l:iИ.H. 

6.13. О11редеди.ть 'iИ.<..:JIO булевых функций: от п 11epeмe.l:i.l:iыx; 
а) <..:охранлющи.х ко.l:i<..:тан·1'у (О иди. 1); б) <..:амодвоЙ:(.;твенных; 
в) liе<..:амодвоЙ:<..:твенных; 1') ди..1:iеЙ:ных. 

6.14. Доказать, '!ТО замыка.1:iи.е мliоже<..:тва фу .1:iкци.й:, (.;О

<..:тоя.ще1-о из ди.зъюliкци.и. и. (.;уммы но модудю 2, (.;Овнадает (.; 

KJla(.;(.;OM ]i). 

6.15. Доказать, '!ТО МliОЖе(.;·1·во Т() ПТ1 я.ш1ле·1·(.;л замыка.1:iи.ем 

OД.l:iOЭJleMe.l:iTliOl'O MliOЖe(.;'l'Ba {! = ху ® z ® t}. 

6.16. Доказать, '!ТО 'iИ<..:JIO в<..:ех монотонных фу.1:iкций: от п 

нepeмeliliЫX равно 'iИ.(.;J1y В(.;ех анти.ценей: булева куба размер.1:iо

(.;ГИ п. О,цноэдеменгное множе(.;ТВО (.;Ч:Итать анги.цепью. 

6.17. Доказать, '!ТО (.;Окраще.1:i.1:iал ДН Ф, 11ред(.;таш1лющал 

MO.l:iOTOHHY I0 фу нкци.ю 1 Я.ВJIЯ.ет<..:я. МИ..1:iИ.МаJlЬНОЙ:. 

6.18. Доказать, 'iTO дюбая: MO.l:iOГOtl.l:iaЛ функци.л, OTJIИ'itlaЛ 

от кон(.;танты, может быть 11ред(.;таш1ена ДН Ф без отрицаний:. 

6.19. Доказа1ъ, '!ТО в будевом кубе размер.1:iО(.;ти. п <..:уще<..:тву-
v сп/'!,] и 

ет а.l:iти.це11ь1 мощно<..:ть которои (.;0(.;Тавдлет ;i . (.;НОдьзул 

этот резудьтат, доказать, что 'iИ.(.;JIO монотоtlных функций: от 
' n/:!J 

п нереме.1:i.1:iЫХ .l:ie ме.1:iьше 2с; i" 

6.20. Доказать, 'iTO 'iИ.<..:JIO монотонных фу .1:iКЦИ.Й: от ·п нере
п 

мetl.1:iЫX .l:ie меньше ( Z::::- 2С:1~ ) - п. 
k-() 

Ука з ан и е; И(.;ПОдьзуй:те результаты зада'! б.3 и б. lб. 

6.21. Методом .1:iеонредеденных коэффициентов найти. 110J1и.
ном Жегшrкина ,цлл функций:; 

а) f = (О, 1, 1, О, 1, О , О, 1); 
б) f = (xilxJ -!,х~; 
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в) / =( l , О, 1, О, О, О, 1, l) ; 
1') / = (1001 lll)l)l)l)l)l ll)l)l)) . 

45!) 

6. 2 2. tl ыю..:нить, Я:ВJ!Я:ЮТСЛ J!И t;амо ДВОЙt;твенными t;дед у ю-

щие функции; 

а) xy(z(y • х)) • (х ,.__, у); 
б) ( ( ( х V у) ,.__, z) ,.__, (у ,.__, z)) • (х V z); 
в) / = (01101001) ; 
1') / = (10101011); 
д) / = (lll)l)ll)l)ll)lll)llOO). 

Ддл неt;амодвоЙt;твенных функций найти двоЙt;твенны~ фу нк

ции. 

6.23. tlылr.;нить, нодно ди множеr.;'1·во будевых функций F; 
а) Р = {/1 = х, i'2 = х(у ,.__, z) ,.__, yz, /3 = х ® у ® z }; 
б) F = {i1 = xy ® yz®zt, i'2 = О, i'J = 1, /4 = xVy}; 
в) F = {/1 = 01101 /'2 = (11000011) 1 /3 = (10010110) }; 
1') F = {/1 = х V у 1 / '2 = (ll)l)lll)lllllll)lll))}. 
Ддл 11одно1'0 множеr.;тва F ноt;тrоить фоrмуды над .Р\ нrед

r.;тавллющие эдементы t;тандаrтно1 ·о бi:t3иt;a и бi:t3иt;a Же1 ·ё1..J1-

кина. 1-'её1..11изовать эти фоrму J!Ы r.;хемами И3 фу НКЦИОНё!..J!ЬНЫХ 

эдементов. 

6.24. llодное множеr.;тво будевых функций нi:t3ывают бi:t3и
r.;ом, еr.;ди оно не t;одеrжит нодных r.;обr.;твенных нодмножеt;·1·в 

(т.е. явдлетr.;л МИНИМё!..JlЬНЫМ 110 ВКJ!Ю'iению llOJlHЫM множе

r.;твом). Найти дюбой ба,3иr.; 1 содеrжащий имш1икацию ( •). 

6.25. llrовеrить 110J1ноту множества .t', t;оr.;толще1·0 из функ
ций /1 = ху V xz, /2 = х • у, О и х ® zy. tlыдедить в нем 

вt;е.1:юзможные бi:t3иLъ1. 



7. КОНЕЧНЫЕ АВТОМАТЫ 
И РЕГУЛЯРНЫЕ ЯЗЫКИ 

Н этой l'до.,ве мы Но.,'iИ.Но.,ем и.зJюжени.е ЭJШментов теори.и. 

формщ1ьных. я.зыков. 

Говорл "формщ1ьный я.зык\ мы и.меем в ви.ду то, 'iTO 11ри.

веден.н.ьш здеt.ъ результо.,•1ъ1 и.t.;11ользуюп.:я. 11режде llt.:e1·O 11ри. 

011И.t.:i::1,Н.И.И. и.t.:куt.:t.:твен.н.ых. н:зыков, 11ри.ду Мi::l,Н.Н.ЫХ. дЮДЬМИ. ДдЛ 

(.;Ш:ЩИi::1,JlЬН.ЫХ. целей, Н.о.,11ример лзыков 11ро1'ро.,ММИ.рОВi::l,Н.ИЛ. Но 
V 

непреодолимои прегро.,ДЫ между t.:пецишrыrо при:думо.,нными Иt.;-

куеt.:твен.н.ыми ( формщ1ьн.ыми.) я:зыко.,ми. и t.;ти.х.и.Йн.о 1::юзн.и.кi::1,ю

щими и рi::1,31:3ИВi::1,ЮЩИМИ(.;Я. еt.;теt.:тl:3ен.н.ыми Я:ЗЫКi::1,МИ н.е t.;yщet.;l'l:3Y

eт. О ко.,3ывi::1,етt.;н:, 'iTO еt.:теt.;·1-вен.н.ые н.зыки. Х.о.,ра,ктериз у ютt.:н: 

(.;JlОЖН.ЫМИ l'ра,ММi::1,ТИ'iе(.;КИМИ 11ро.,1:3ИJ1i::1,МИ, т.е. ДO1:3OдЬН.O жet.;l'KO 

форМi::1,JlИЗОВi::1,Н.Ы, i::I, Дi::1,Же (.;i::1,МЫЙ " Н.о.,у 'iHO ро.,3ро.,бОТi::l,Н.НЫЙ 1• н.зык 

11ро1'ро.,ммиро1:3i::1,н.ия: t.;одержит " темные меt.;то., 1' , однозно.,'iн.ое 11O

нимi::1,ни.е которых. Лl:3дЯ.еl't.;Л 11робдемой. 

Изу 'iо.,Л лзыки, t.:дедуе1' иметь в ви.ду три. оt.:н.овн.ых. i::1,t.;11eктi::1,. 

llepIJыЙ из н.их. - сиптаксис языка. Язык - это Ко.,

кое-то множеt.;тво (.;JIOl:3 1• 1'11е (.;JЮво 1' еt.:ть ош)е11еJшн.нi::1,л коне'i-
" ' ~ " r ~ 

Н.i::1,Я. 11O(.;JleДOJ:3i::l,'l'eJlЬН.O(.;TЬ " букJJ 1• - (.;ИMJJOJIOJJ Ki::1,KOl 'O-TO Зо.,ро.,Н.ее 

фи.кt.;ировi::1,нно1·0 щ1фо.,ВИТi::1,. Термины " бу кво, 1• и "(.;JlOBO 1• мо

l'УТ 11они.мi::1,тьt.;я: 11O-ро.,3н.ому (ма,темо.,ти.'iеt.;кое онредедени.е этих. 

терми.нов будет Дi::1,НО ниже). Та,к, ,, буквi::1,ми 1• мо1-ут быть дей

t.;·1·витеJ1ьно буквы щ1фi::1,ВИ'l' i::1, Ко.,КОl 'О-н.и.бу дь еt.;теt.;·1·венно1 'О и.ди 

форМi::1,JlЬН.01'0 ЛЗЫКа,, Н.о.,llример pyt.:t.:KOl'O ЛЗЫКi::1, иди ЛЗЬIКi::1, 11ро

l'ра,ММИрОВi::l,НИ.Я. 1, llo.,t.;Ki::1,JlЬ ; •. Т01•до., ,, t.;JIOBi::1,ми 1• будут кон.е'iньш 

11O(.;J1e 11 ово.,тедьноt.;ти букв ": кrюко пид 1' integer 1• • Та,ки.е t.:JIO-
~ " 1, r ~ ' " 

JJi::I, но.,3ывi::1,ЮТ декt.;еМо.,МИ 1•• Но буквой 1• может быть (.;JЮво 1' 
" 1, 1, 

(,, декt.;емо., 1·) в цедом. 'l'o1'Дi::1, ,, (.;JlOBo., 1' - это 11реддожения: et.;тe-

t.;'l'JJeнн.01 'О ЛЗЫКi::1, иди. 11р01 'ро.,ММЫ ЛЗЫКi::1, 11ро1 •ра,ММИ.рОВi::l,Н.ИЛ. Et.;-
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ди. фи.ю;и.роваJ:iО какое-то мliожеL:тво i? букв\ то J:ie каждая и.х 
llOL:Jle II овате.JlЬJ:iО(;ТЬ бу 11 ет (.;JlOBOM •• Т .е. JШКL:емой ,_ дaliliOl 'O 

""'1 ""'1 ] ? 7 1? . 

языка, а TOJlЬKO Та.КМ llOL:JleДOB1:LTe.JlЬJ:iO(;'lЪ7 котоµм llOД'-lИ.J:iЯ-

eтL:H O11µeдeдeJ:iliЫM 11рави.дам. Сдово ,? крыкади.д" lie нВJ1нетr..:н 

J~екr..:емой pyr..:r..:кo1·O нзыка а QЮво ifГ• J:ie нвднетr..:н декr..:емой 
' " 

в llat.:кc1,J1e " llpeдJюжeJ:iи.e }i дюбдю ты 1• J:ie я.вднетr..:н нr •а-
1? • " t"' 

ви.дьJ:iым 11реддожеliи.ем µy r..:r..:кo1'O языка1 TO'-lJ:iO так же, как и. 

зш1и.r..:ь " х:= =t " J:ie еr..:ть 11рави.дьJ:iО liailи.t.:aJ:iliЫЙ O11ератор 11ри.

r..:ваи.ваliи.я ,? llat.:кc1,J1я ". Си.liтакl:и.r..:"' языка и. аµедl:тавдяет r..:обой 

L:и.L:тему аµави.д, в r..:оответr..:тви.и. l: котоµыми. можliо r..:трои.ть 

111 }ави.дьJ:iые 1• 11оl:Jшдоватедьliоt.:ти. букв 1•• Каждое l:Jюво языка 
" 1"' . 1? . 

хаµактери.зуетL:я 011ptщe.11eliliOЙ r..:труктурой1 L:аеци.фи.'iJ:iОЙ и.мeJ:i-

J:iO для Дa.liJ:iOl'O я.зыка. То1·да J:iеобходи.мо1 r..: ОДl:iОЙ r..:торо!iы, 

разработать механизмы аеречиL:дения, иди аорожденил, QIOB L: 
V V V 

зaдaJ:iliOИ l:труктуµои, а r..: дру1'ои - мехаliи.змы 11роверки. то1'O, 

что данliое QIOBO нри.наддежи.т даliному я.зыку . llрежде вr..:е1·O 

и.мeliliO эти. мехаJ:iи.змы и. и.зу чает кда.L:l:и. чеL:кая теор и.я формс1,J1ь

ных языков. 

Второй аr..:аект - семапrп·ика ..языка. Семантика** аред

нодагает· r..:O11оl:тавдение t.:Jювам лзыка некое~ 'О r..:мыl:да 1• зна-
" 7 " 

'ieJ:iи.н 1•. Нанри.мер , за11и.L:ывёtJi математи.'iеr..:кую формуду , мы 

должны L:облюдать O11реде.11енные L:И.liтакr..:и. 'iе l:ки.е арави.да (pal:
L:Ta.lioвкa L:кобок, 111)1:LBOllИC.:1:Ll:iИ.e (;И.МВОJЮВ, аоря:док (;И.МВОJЮВ И. 

т.11.), но, кроме это1'O, фоµмула имеет ваолне оаредеденный 

L:мыQ11 что-то обозна'iает. 
Язык - это l:редl:тво общения, 11еµеда'iи. и.liформаци.и.. ЕQ1и. 

мы хотим 'iТОбы J:ial: llOJ:iЯJlИ. мы ДOJlЖJ:iЬl J:ie только l:И.liTaKL:И. 'ie-
' ' 

r..:ки. арави.дьJ:iо, с.:облюдая доджJ:iыЙ аоµя.док букв в t.:Jюве и. QIOB в 

нредложени.и., r..:трои.ть r..:вою ре'-lь, но и. заботи.тьr..:л об ее l:MЫQre , 

о тех иделх1 кот·орые мы выражаем в ре'-lи. Математичеr..:ки.е 

~ Сш>во 
11 
~;и:нтак~;ю.: ;i прои:~;хо .ци.т от .цр~вн~1 ·р~ч:~1;ки:х: 

11
::; у11 ;, -

11 
вм~~;т~" 

и: tax:i::; ;, - Нl>"н. r•ок 1;т1 юй:;1 Таки:м обr)с\.3()М ~;и.нтсtк~;и~; мож110 пони:мсtть ~, ~, t' ..., , l:' • r , 

как ~;оп.,авл~ни~ :i. 
" нот 11л~вн~1••)~ч:~1;ких: ~;лов s~rнa;· - зю~к знам~ни~;, и s~шaнtii;os ;1 -...,r r ,, ,, , 1J 

1
, обоз11сtч:ающи.Й: ;, . 
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теории 17 (.;МЫ(;JН;\. ;, llОЛВИJlИ(.;Ь t.:po..BJ:iИ'l'e.JlЫiO lieДo..BJ:iO, И В ДOllOJl

lieнии Д.8.2 к t.:ледующей ~·лаве мы О'-iень коротко раt.:t.:мотрим 

liекоторые 110.цходы к математи <J.еt.:кому oниt.:ctJ:iИIO t.:емаliтики 

лзыков 11ро1 'рсtммировсtJ:iИЛ. 

Накоl:iец1 третий аt.:нект - пра-г.матика языка. llра1'

матика 'i' t.:BЛ3ctJ:ict t.: теми цедя.ми1 которые t.:·1·авит неред t;Обой 

J:iОt;итель лэыка: нанример, <J.едовек нрои3J:iОt;ит ре'-iь 1 имел 

11еред t;Обой цеди, (;BЛ3o..J:iJ:iЫe J:ie L: (.;ИJ:iТа,К(.;И(;ОМ, J:ie L: t;eMo..J:iTИ-
V 

кои лэыка, J:io.. котором OJ:i 1 ·оворит иди 11ишет 1 а1 t.:кажем1 t; 

ноду<J.еJ:iием эа ре<J.ь oнpeдeJШliJ:iOЙ t;уммы д,eJ:ie1'. llра1'матика 

ЛВJlЯ.етt.:я. у же t.:корее ДИ(;ЦИШlИJ:iОЙ (;0ЦИо..J1ЫiО-фи.11Оt;Офt;кОЙ1 3с1-

тра1 'ИВсtющей цeJШllOJla,l'o..IOЩY Ю дея.Те.JlЬJ:iО(;ТЬ JlИ 'iJ:iOL:ТИ. Мы J:iИ 

в мо..J1ейшей t.:тенени J:ie будем ее каt;а1ъt.:л. 

н этой l'JlctBe BJ:ia,'ia,JШ будут pctt;t.:мoтpel:iЫ OL:J:iOBJ:ible 110Шi
тил математиLшt;кой теории формо..JIЬliЫХ лзыков, важliеЙшим 

u 

t;реди которых лвля.етt.:л 1101:iя.тие 11орождающеи 1'рамматики1 
а. затем - та.к J:iа.Эыва.емые ре1·удя.р1:iые лэыки. Теорил ре1'у

ля.р1:iых. я.зыков вмеt;те t.: теорией коl:iе'-iных. а.втома.тов обра.Эует 

фун,ца.менг вt;еЙ т·еори:и: форммьных лэыков. 

7.1. Алфавит, слово, язык 

J:->а.t;t.:мотрим t;а.мое нроt;тое нонлтие теории лэыков - 1101:iл

тие о..J1фа.випt. 

АJl,фавит - это нроиэводьl:iое 'Н,r:,nycrnue КU'Н,е'ч,,'Н,uе мниже

сrrнзи V = {а1, ... 1 ап}, :J4еме'Н,rnы которо1'О на.Эывают буква.ми 

иди си.мв о.л.а.м·и. 

Обы 'iJ:iO эа.дают oнpeдe.JШJ:iJ:iYIO 'Н,умери·и/U'Ю с1J1фа.вита. (ка.к, 
t;Ка.жем ддл нyt;t;KOl'O о..J1ф· а.вита.· а. " - 11енвс1.JI буква. б" -1 • r • 11 r 1 , 1 

вторал и т.д. до 33-й - ,, л;'). Ннредь до1'оворимt.:л1 фикt;ирул 
о..J1фавит, заниt;ывать el'o буквы в 11оря.дке их. номеров. 

"От L\pt,внt,1 ·pt,ч:t,lжиx. 
17 
pгi::\.grrнt ;i - ,

1 
L\t,JIO, L\t,ЙL:твиt, ;i и "pгi::\.grнi::\.tt,ii::\." -

,, L\f:'1iTf:'J.lbHl>!;:l' b ;, . 
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Определение 7.1. С.л,ово.м иди цеnо-чкой в щ1ф1;1..ви.·1'е V 
называ.ют нvои.зводьный: коvтеж из множе(.;тва. vк- (k-й: deкup
·rnurзuй с;тепен'U щ1фсt.ви.тс1, V) дшi J)а.Зди. 'iных k = U, l, 2, ... 

Нанvи.меv, е(.;ди. V = {и, Ь, с.:}, то (и), (Ь), (с.:), (и, Ь), (и, Ь, с.:), 

(с, Ь, и, и, с.:) и т.д. е(.;ть (.;Jювс:1., в V. 
llvи. k = U 11оду 'iа.ем nyc;rnuй кuртеж, называ.емый: в дсt.нном 

контекL;те nусты.м, с.л,ово.м, иди пустой цеnо'Чкой и. обознс:1.,

'iа.емый: Л. МножеL;тво вL;ех (.;JIOB в щ1фа.ви.те V обозна.'iа.Ют V*, 
а. множеL;тво BL;ex не11уL;тых t.:.1юв в V - как V +. Сш.>ва1 J)а.
ди. у доб(.;·1-вс:1., 'iтени.н. и llJ)О(.;тоты зс1,11и.L;и., будем зс1,11и.L;ывсt.ть без 

L;кобок и з1;1..11лтых ( (.;IJ. (.; зс:1.,11.и.ся.ми. коvтежей: в 1.2). '1'1;1..к, ддя. 

зс:1.,11.и.L;сt.нных выше (.;JIOB 11оду 'iи.м; и, Ь, с, иЬ, иЬс.:, с.:Ьиис.:. 

Тс:1.,кс:1.,л за11и:L;ь L;JIOBa. (.;Оl'да.L;уется. с е1'О и.1п'у и.ти:вным нони:ма

ни.ем ка.к цепо'iки L;дедующи.х дIJYl' за дvугом L;Имвшюв. То1'да. 
V 

llY(;'l'Oe (;JIOJ:.IO - это (.;JIOJ:.IO не имеющее (;И.МJ:.ЮJЮВ 11у(;ТОИ Jl.И.(;'l' 
' 

7 
17 

бума~ '11 "· 7 1:.ia, KOTOJ)OM еще HИ'iel 'О не l:.icbllИCaнo. 

llo OllIJeдeдel:.iИIO 7 д.л,ипа С.Л,Qб а 'Ш - 'i.И.t.:JIO KOMllOl:.ieнт КОJ)

теж11, т .е. e(.;JlИ 'Ш Е: vг 7 то ДJlИl:.ia (.;JI0B11 'Ш J)c\.Bl:.ia 'Г. Дди.1:.iу (.;JIOBa 

·ш ,LJ,Ol'OBOIJИ.ML;Л обозна'i1.tть J шJ. Нсно, 'iTO ддл 11усто1'О (.;JIOBa 

1 л 1 = u. Дди.ну (.;JIOBcl. тем (.;сl,МЫМ можно 1101:.i.И.Ма.ТЬ как 'iИCJIO (.;0-

(;Та,ВдЛЮЩИХ это слово букв. 

Дока.жем, 'iTO MJ:.iOЖe(.;TBO V* с·ч,еm,'Н,U. Ддл ЭТОl'О ДOCT1J..TO'il:.i0 

110L;тIJоить ксt.кую-ди.бо нумерацшю это1'0 множеL;твсt.. f->ct.L;(.;MO

TJ)ИM здесь нумеvс:1.,ци.ю , назывс:1.,емую .л,ексико-графи'Ческой. 

tl Дё:\.J:.il:.iOЙ: нумеJ)ё:\.ЦИ.И. 11устому (.;JIOBY llJ)И.(.;Вё:\.И.Вё:\.еТ(.;Л J:.iOMeIJ u, 
а. буква.м и1, ... , Un шrфсt.ви.та. V - номеvа. l, .. . , п L;uuтвeт'
L;TBel:.iнo. E(.;Jrи: (.;Jювu х имеет лекL;и.ко1'IJёtфи ч::ески:й: номеv l'J:, то 
t.:.1юву хщ НJ)И(.;Вёtи.всt.ется. l:.iOмev nl'J; + i. Отсюда. L;дедует, 'iTO 

Jшкси.ко1'J)1J..фи 'iе(.;ки.й: нuмеv (.;JIOBёt щ1 Uii ... щk, будет J)1J..вен 

k'-1. k'-'2,. . 
п i1+n i'2,+ ... +iк-, 

31;1..мети.м, 'iTO 110(.;J1едня.я. (.;уммёt наноминсt.ет з1;1..1111L;ь 'iИ(.;Jlc\. в 

L;И(.;теме L;'iИL;JШния. 110 мuдудю п (мuщнuст·и щ1фёtвитёt) L; тем 

ди.шь J)ё:\.Зди. 'iи.ем, 'iTO и.L;11ОJ1ьзует(.;Л ци.фIJёt п, но tle донускёtеТ(.;Я. 
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цифрс:1.. О. Итс:1..к, 110 дюбому <.;JI0.13-Y .13- с:1,дфс:1,.13-ите V однознс:1..'-iно 

.13-Ы '-!И<.;длет<.;л е1'0 Jiек<.;11ко1'()с:l..фи '-iе <.;кий номеv. Обrс1,тно1 дюбое 
нс:1..турсLJ1ьное '-!И<.;JЮ однознс:1..'-iно [>сL<.;кдс:1..дъ1.13-с:1,ет<.;л 110 <.;те11енлм п 
уксL3сtнным .13-ыше об()сL3Ом. 

д~Й(;TJ3l1l'~JlbHO, ~(;Jll1 ДcLliO 'il1(;JI0 N 1 то 11()11 0 ~ N ~ Т/., оно 
l.:ду жит нuмеvuм 11у(.;то1 'О (.;JI0.13-ct ( N = О) или некuтuruй бу к.13-ы 
cLJ1фc:1...13-11тct. Инсt'iе llIJeД(.;Tct.13-ИM N .13- .13-иде 

l'Де 1 ~ 1"() ~ n. 
E(.;J111 k1 ~ п, то N е(.;ть номеr (.;JI0.13-c:I.. ak1 a,.l). ИнсL'-iе ()сL(.;Кдс:1..ды

.13-сtем k1 .13- .13-иде 

гц~ 1 ~ т1 ~ п. Тuгдсt 

С 'iИ(.;JIOM k'l 110(.;ту 111:tем то'-iно тсtк же, ксtк и (.; k1. llo(.;Jie 
коне'-iНОl 'О '-iИ(.;Jict шсt1 'О.13- 11олу '-iим ()сL3Jюжение '-iи<.;дёt N .13- .13-ИД е 

I'Де ксtждое '-iИ(.;JIO .,.i (О ~ i ~ ·rn) нсtходит(.;я. .13- дисt111:tзоне от 1 доп. 

llo 1юду '-!енному ()сL3Jюжению N однознсt'-iно .13-О (.;<.;ТсLНсt.13-дИ.13-сtетсл 

(.;JI0.13-0 .13- V 7 имеющее номеr N; 

Пример 7 .1 . Ны 'iИ(.;дим номеr (.;JI0.13-ct с;Ьаас .13- ctJrфct.13-итe 

{а, Ь, с} . Имеем 

.J:-->'ешим об()сtтную 31:tДct'-iy , нсtйд.я. (.;JI0.13-0 .13- дсtнном тrехбук.13-енном 
сLJ1фс:1...13-ите , имеющее номеr З21 . 
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321 = 105 · 3 + 3 = (35 · 3 + 1)3 + 3 = 
= (11 · 3 + 2)32 + 1 · 3 + 3 · 3U = 

= (3 · 3 + 2)i~ + 2 · 32 + 1 · 3 + 3 · 3U = 
= 3 · 34 + 2 · 3i) + 2 · 32 + 1 · 3 + 3. 

Сдедова'1·едыiо, и.lжомое <.:Jюво есть сЬЬас;. # 

J lек<..:и.ко1 ·рафи. чеlЖё!.Л ну мераци.л наноми.нает t.:нос.;об унорл
дочени.л t.:JIOB в t.:JIOBЩJлx; одно буквенные t.:Jюва с.;деду ют в но

рлдке номеров букв в адфави.те, t.:реди. двух двухбуквенных GJIOB 
меньши.й номер и.меет t.:Jюво, начи.нающееt.:я. буквой t.: меньши.м 
номером, и. т.д. Но нодно1·0 совнадени.л нет, 'l'ctK как в сJюваре 

<.:Jюва 1·рунни.руются. но начсtJ1ьной букве, а не но дли.не. 

Нам будет удобно в ДсtJ1ьнейшем иt.:нодьзовать <.:JШДУ ющую 

запиt.:ь непуt.:гого t.:Jюва х в алфавите V по буквам; 

х = x(l)x(2) ... x(k), 

~·де x(i), 1 ~ i ~ k, - i-л буква СJюва х. 

Определение 7.2. Языком в а.д,фавиrпе V н:азываегt.:л 

нрои.зводьное нодмножество множеt.:тва V*. 

Множество вr.;ех я.зыков в сtJ1фави.те V, т. е. множеr.;тво 2V ;< , 
еr.;ть буJ1,еu,'Н, счетно~ ·о множеr.;тва, и. , r.;дедоватеJ1ьно, оно в си.ду 

теоремы 1.15 Кантора и.меет MU'Щ'Н,Ucrn1:> кuнm;инууми. 
Наша GJпщующал зада'-lа - опред~rить н:а множестве 2 v" 

вr.;ех я.зыков в нрои.зводьном ( но фи.кси.рованном!) сtJ1фави.те V 
UJ1,ё-ебра'Uчес:кую с:т,ру,ктуру. На множе<..:тве 2V" можно онре
Дt',длть разди.чные unepu11/U'U. llрежде вt.:е1·0 я.зыки. - это мно

жества, r.;дедоватедьно, над ни.ми можно нрои.зводи.ть вr.;е те 

же онераци.и., что и. над множествами.; uб ъ еdш-1.,е'Н,'Uе, пересе

'ч,е'Н,'Uе, ризнuсrп1:>, dunuJl,нeн·ue и. т.н. Yн'Uвepr;u,J1,1:>Hue мнuжесrпвu 

в данном GJ1yч.ae еr.;ть множеr.;тво GJIOB V*, которое называют 
упив ерса.д,ьпым .языком. 
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Кроме нере'--lи.сде.1:i.1:iЫХ теорети.ко-м.1:iожест.13е.1:i.1:iЫХ онерёtци.й 

МОЖ.1:iО рёt(ХМё::t'l'рИ..13ё::tТЬ И ClleЦИё:t.llb.l:iЫe онераци.и Нё::tД Л3ЫКё::tМИ.. 

llрежде '--lем обрс::tти.тьсл к этим 011ерс::tцилм1 011реде.,1им оне
рс::tци.ю соединен'ия (и.ди. конкатенаци'и) с.лов. Соеди..1:iе.1:iи.ем 

CJI0.13 х = x(l)x(2) ... x (k) и. у= y(l)y(2) ... у(т,) .1:iё::t3Ы.13с::tют CJI0.130 

ху = x (l)x(2) ... x(k)y(l)y(2) ... y(rn). 

llo 011реде.,1ени.ю, С'--lитс::tем хЛ = Лх = х ддя. дюбо1'0 х. Соединени.е 

и..1:iОl 'Дёt обоз.1:iёt'--lёtют то'--lкой ( · ) . 
HeфopMё:t.llb.1:iU соеди..1:iени.е ху lIOJIY '--lёte"I'CЛ 11ри11исывёtнием CJIO

Bёt у снрёt.13ёt к СJюву х. Тсtки.м обрё::tЗом, ддл любых днух CJIOB 
х Е: vk и. у Е: vm КО.1:iКё::tТе.1:iё::tЦИ.Я. ху Е: vk+rn (k,m, ~ U) . СдеДО.13ё::t-

тедь.1:iО, lxyl = lxl + IYI· 
Из онре,цеJШ.1:iИ.Я. тс::tкже СJ1едует, '--lTU соеди..1:iе.1:iи.е CJIOB ac:c:u·u;u

arn'Uвнu, т.е. ддл нроизводьных трех СJюв х, у, z имеет место 
х (yz) = ( ху) z, и. ноэтому - с у '--lетом .1:ic::t11и.Cc::t.1:i.1:iOl 'O выше свой
ствс::t пустого сJювс::t - множество V* всех сJюв в адфс::tвите V 
с онерсtцией соеди.ненил обрё::tЗует мuнu·ид ( V*, ·, Л). l!Jd·ин·шци 

мuнu'Udu - нустое CJI0.130. Этот мо.1:iои.д есть .l:ie '--lTO и..1:iое, кс::tк 

с:вuбuдпый мunu·ucJ, норожденный ё:t.11фс::tвитом V ( см. нри.мер 2. 7). 
Ддл не1'О иснользуют то же обознсt'--lение, '--lTO и длл cc::tмOL'O мно
жества. всех CJIOB в ё:t.11фавите V, т.е. V*. 

Hc::t ОС.1:iове 110.1:iлти.л соеди..1:iе.1:iи.я. СJюв онредеди.м 110.1:iя.ти.е вхо

ждения одRого сJювс::t в другое. 

Определение 7.3. Вхождеиие с.лова х Е: V* в с.лова 

у Е: V* - это упuр,.я,dич,еппм трuйка сJюв ('и, х, 'И), та.ка.я:, '!ТО 

у= 'UX'U. 

llpи. этом CJI0.130 ·и .1:iс::tзывс::tют .левым, ёt CJI0.130 ·и - правым 

кры.лом yкё::tЗctH.l:iOl'O вхождения. Сдово х .1:iазывсtю·1' основой 

вхождеиия. 

1 'овор>.п', '-iTO СJю.1:ю х входи.т в СJюво у, есди. существует вхо
жде.1:iи.е х в у. llpи. этом тс::tкже СJюво (цено'--lку) х .1:iё::tЗЫвс::tют 

поде.ловом (иди nодцеnо'Чкой) СJювсt (цено'iки) у. Подцено'-1-

ку х цено'--lки у нё::tЗывают иа'ча.лом (иди. префиксом) цеnо'Чки 
u u 

у, есди. у = xz ддл .1:iекоторои .1:iе11устои цено'--lки. z; еСJ1и. же ддл 



7.1 . АлфаI:Jит, r;лuI:Jo, н.:зык 457 

V V 

.1:iекотоµои .1:iенуL;тои цено'-iки. z имеет меL;то у = zx, то цено'-iку 

х .1:iазынаю·г ко'Нцом (иди. постпфиксом) 'Цеnо'чки у. 

Заметим, '-!ТО каждое L;JIOJJO нходи.т н L;ебл L;амо и. нуl:тое 

(.;JIOBO входит в дюбое L;Jюво. 

Наннимен L;JIOBёL ц-икд 1• и ЦИКJIOII" нхо nлт в l:JIOJJO энци.юю-
1' l' ' " " ,..... 1, 

неди.я. ;.. СоответL;твующи~ вхожд~.1:iил 3а11иL;ывают L;д~дующи.м 

обµазом; 

( эн, ци.кд, 01I~дил), ( Э.1:i, ЦИ.KJIOlI, ~ди.л). 

Может l:Y щеl:ТlЮВёLТЬ J:i~(.;KOJIЬKO l)a.3.1:iЫX ВХОЖД~.1:iИ.Й OДJ:iOl 'O и. 

то~ ·о же (.;JЮва х в некотоµо~ (.;JIOBO у. Так, l:JIOBO 
1
, абµа" дважды 

входит в l:Jюво " абракадабра ;-, Чи.(.;JЮ вхожд~.1:iи.Й 11у l:то1·0 (.;JЮва 

в дatl.l:iO~ t.:дово р J:iёL ~ДИ.J:iи.цу бодьш~ дди.J:iы (.;JIOBa р. Сµ~µ,и. вt.:~х 
V V V 

вхождеtlиИ l:Jюна х н (.;JIOBO у вхождеtlие t.: tlаи.м~tlьшеи 1-\дИ.J:iОИ 

JШJJOl'O кµыда .1:iа.Зывают nервь~м иди. ~.t~а6'НЫJИ. вхожде'Нием 

х в у. 

Тu.к, BXOЖL\~J:iИ.~ (л, u.бpu., кu.дu.брu.) еl:ТЬ нервое нхождеtlи.е 
(.;JIOBU. ,, u.бµu. ;, в L;Jюво " u.бµu.кu.дсtбµа ;, . 

Определение 7.4. l"'оворлт, '-iTO вхожде'НU,Я, ('и, х, ·и) и. 

(s, z, t) L;JIOJJ х и. z н одно и то же t.:Jюво у пе nересекаюmс,Я,, 
еt.:ди. t.:ущеL;·1·вуют такие (может быть, и. 11уL;'1'ые) L;Jюва р и. q, 
'-iTO у= ·uxpzt (и ТОl'Дёi 'И= pzt, а, 8 = 'U:cp) иди у= 8ZЧX'U (и ТОl'да 

'U = 8 zq' а t = qxu) (µи.t.:. 7 .1). н lll)OTИ.B.l:iOM (.;JlY '-ia~ l 'OBOl)ЛT' '-!ТО 
у каза.1:i.1:iЫ~ вхожде'НU,Я, пересекаюmс,Я,. 

s 

и - р - t =У 

V 

и 

s - q - V = У 

t 

Рис. 7.1 
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Так, вхождения (;.IIOB 17 ЦИКJI •• И 1, ЦИKJIOll •• В (.;JIOBO )7 ЭНЦИКJIО-

11едил " 11еvе(.;екаю'1'(.;Я. 1 а два vазных вхождения. (;.!Юва " абvа •• в 
(;.IIOBO ,, абvакадабvа ·· не неvе(.;еКаЮТ(.;Л. Мы ИНОl'да будем И(.;

llОJlЬЗОВёLТЬ обозна'iение х С у ддя. утвеvжденил 
1
, (;.IIOBO :с входит 

в (;.!Юtю у ". Можно доказать1 '!ТО С - urnnuшf;;n'Uf;; пuр,Я,dка. 

0111->едедив таким обvазом онеvацию (.;Оединенил (;.IIOB7 вве

дем те11еvь 011еvацию (.; таким же liазваliием1 liO у же ддн нзыков. 

lleveд этим обvатим BliИMaliиe на ТО7 'i'l'O ВL:Я.КИЙ vаз, 1'0.130!->Я. О 

лзыках и 011еvациях licLД 1iими1 мы 11ода1·аем фик(.;иvоваliliЫМ ка

кой-то адфавит V. Oli не В(.;е1-да я.вно у 11омиliает(.;я. 1 но нужно 
'iетко У(.;.130ИТЬ, 'iTO liедьзл l'ОВОI->ИТЬ 11!->0(.;ТО О (.;JIOtle, 11!->0(.;ТО О 

языке, но В(.;егда - о t;JIOBe или языке в том или ином аJiфавите. 

Определение 7. 5. С аедипепие.м, ( капкатпепа·ц·ией) язы

ка в L1 и L'l. liазывают язык L1L'l. , (.;О(.;тоящий из .13(.;ех возможных 
V 

(.;ОедиliеliИИ (.;JIOB ху, В котоvых (;.IIOJJO Х 111->ИliаДJШЖИТ неvвому, 
а (;.II0.130 у - втоvому я.зыку, т .е . 

Соедиliение коне'iных лзыков JШl'KO tlЫ 'iИ(.;J1ить. 

Пример 7.2. E(.;JlИ V = {а, ь7 с}, L1 = {аЬ, Ьс;с;7 с;аЬ} , L'l, = 
= {са, Ьсс} 1 то 

L1L'l. = {аЬса1 аЬЬсс:1 Ьссса, ЬссЬсс, саЬса, саЬЬсс:} 1 
L2L1 = { c;u,ab, саЬсс, с;ас;u,Ь, ЬссаЬ1 ЬссЬсс1 ЬсссаЬ}. 

Ны 'iИ(.;J1ение конкатенации лзыков в коне'iном (.;ду'iае О'iень 

нохоже на умножение (vа(.;кvытие (.;кобок) в обы '!НОЙ школьной 

cLJ11·eбve. Moжlio бьuю бы фо1->маJ1ьно нш1и(.;ать так; 

( аЬ + Ьсс + саЬ) (са + Ьсс) = 
= аЬса + аЬЬсс + Ьссса + ЬссЬсс + саЬса + саЬЬсс. 

в данном (.;Jiyч:ae ШlЮ(.; ( +) - это TOJIЬKO (.;ОеДИНИТt',ЛЬНЫЙ 

знак1 И(.;llОдьзуемый вме(.;ТО заня.той. llозже мы увидим1 'iTO 

нодобным 'iИ(.;ТО фо1->маJ1ьным за11И(.;ЯМ может быть 11vидан 

(.;'l'l->Ol'ИЙ ёLJН'ебvаи'iеr.;кий (.;МЫ(;.11. # 
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Соединение лзыков не коммутс:1,тивно, и, кс:1,к 11окс:1,3ывс:1,ет 

тодько '!ТО 1я~зобрс:1,нный аример, аере(.;е'lение L1 L'2 n L'2L1 в 

общем (.;JIY'lcte не ауето. В ншuем аримере оно (.;Одержит одну 
цеаu'iку ЬссЬсс. 

Оаерсtцил (.;Оединенил лзыков аозволлет оаредедить оаерсt

цию возведенил я.зыка. в 11рои31:3одьную нс:1,ту рсtJrьную (.;Теаень. 

А именно, 110 оаредедению, Lu = {Л} ДJIЛ дюбоr'О L С V*, ct Ln = 

= Ln- lL ари п > U. 
Итерацией .н,зыка L нс:1,3ы1:3сtют объединение в(.;ех. er'O (.;Те-

V 

аею:~и: 

V 

::х.> 

L >f = u Lп. 
n-U 

аервои, аоду 'iИМ позитивную итерацию 

::х.> 

L+=ULri. 
n-1 

Сформулируем О(.;НО!:3нuе сtJ11 'ебрс:1,и 'iе (.;кое (.; 1:30И(.;тво множе(.;твс:1, 

вl:ех. лзыков в сtJrфсtвите V. 

Теорема 7.1. АJн'ебрс:1, .C(V) = (2V\ U, 0 1 {Л}) е(.;ть замк
н,уmuf::. пu.лукu.ль-цu. 

• Докс:1,зс:1,тедь(.;твu теоремы (.;J:3UДИT(.;Ji к 11рu1:3ерке акс: ·иuм ·пu

.лу·кu.ль ·ца ( (.;М. 3) и у(.;Jю.вия 3с:1,мк1Iутu(.;ТИ. llро.веркс:1, а.К(.;ИUМ 
V 

(.;!:ЮДИТ(.;Н к у(.;·1·с:1,нuвдению 'iетырех. утверждении. 

1. Мнuже(.;т.вu В(.;ех. лзыкuв (.; uнерс:1,цией uбъединенил е(.;ть 

кuммуrпаrпщзН-ый 'Udeмnurnf::.Н-rrt'Н:Ый мu'Н:u'Ud ( (.; пу(.;тъrм мнuже

(.;1'1:3UМ в Ka.'ie(.;'l'Be нейтрсtJ1ьнu1·u эдементс:1, - 'Н:у.лл пu.лукu.ль·ца). 

Этu утверждение три..висtJ1ьнu .в1>иду из.ве(.;тных. (.;.ВUЙ(.;ТВ uаерс:1,

ции uбъединенин. мнuже(.;·1·в. 

2. Мнuже(.;Т.ВU .В(.;ех. лзыкu.в (.; uперс:1,цией кuнкс:1,тенс:1,ции е(.;ТЬ 

МОНОИД ((.; Л3ЫКОМ {л.} , (.;0(.;'l'ОН.ЩИМ И3 OДHOI'U llY(.;TUl'O t.:JIOBa-1 В 

Ка.'iе(.;·1·ве нейтрсtJ1ьно1 'О эдементс:1, - f::.r}u,Н,'U'ЦЫ пu.лу·ки.ль ·ца). Это 
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у ·1,верждени.е L:води.тL:л к 11роверке аL:L:оци.ати.вноL:ти. 011ераци.и. 

L:оеди.нени.я. я.зыков, а также к доказатедитву для. любо~·о я.зыка 

L тождеL:тва {Л}L = L{Л} = L. Это тождеL:тво вытекает и.з 

аL:L:оци.ати.вноL:ти. 011ераци.и. L:оеди.нени.л L:JIOB и. и.з тождеL:тва 

Лх = хЛ = х1 верно1'0 длл дюбо1·0 L:Jюва х ; 

3. С11раведди.вы тождеL:тва 

(эти. тождеL:тва 011редедлют L:воЙL:тво (}uc:mp·uбyrn·uвн,(Jc;rn·u 011е

раци.и. L:оеди.ненил отноL:ит~1ьно объеди.ненил). 

Докажем 11ервое из этих тождеL:тв. llyL:ть L:Jюво х 11ринад

дежит е1'0 девой 'iаL:ти., т.е. лзыку L 1 (L 'l, U L 3). То1'да, L:Ol'дaL:нo 

011редедению L:оединенил лзыков1 это L:Jюво может быть 11ред

(.;ТсtВJ1ено в виде х = yz, ~·де у Е: L1 1 а z Е: L'l, U L31 т.е. z Е: L'l, и.ди 
z Е: L3. ЕL:ди z Е: L'!,, то yz Е: L1L'l, , а еL:ди. z Е: L'J , то yz Е: L1L3 , 
т.е. х - yz Е: L1L'l, U L1L3. llyL:ть те11ерь х Е: L1L'!, ~ L1L3 . То-

1·.ца х = yz, l'де у Е: Li, а z Е: L'l, и.ди z Е: L3, т.е. х Е: Li (L'!, U L3) , 
'!ТО и завершает доказатедитво ш~рво1'0 тождеL:тва. Нторое 

тождеL:тво доказываетсл анаJЮl'И '!НО. 

4. llустой я.зык лвдлетсл аннуди.рующи.м эдементом во мно
жестве всех лзыков 110 011ерации конкатенации. Это утвержде

ние не110L:рtщL:т·венно вытекает из 011редеденил операции. конка

тенации. 

ОL:тановимL:л на доказат~1итве замкнутоL:ти расL:матрива

емо1'0 11одукодьца. На11омним, '!ТО в 11одукодьце S = (S,+,·,0,1) 
vrnн,vшeн,'Ue nvp,}(,dкa вводится. L:дедующим образом; ддя. дюбых 

Х, у с S 110 011редедени.ю 11ода1'аЮт Х ~ у ТОl'да И TOJlbKO ТОl'да, 

ко~ 'да х + у = у. Так как в 11оду кодьце всех .я.зыков в аJ1фавите 

V 01шрация. с:лvжен,'U,Я - это 011ераци.я. объединенил множеств1 
то в данном L:J1y'iae отношение норлдка ~ еL:ть не '!ТО иное1 
как rnevpem.:uкv-мnvжec:rnвeн,н,ve вклю·чен,'Uе С (деЙL:твит~1ьно, 

вюrючение L С К равносильно тому, ч:го L U К = К). Тогда за

мкнутость 11одукодьца .С( V) сдедует из L:ущеL:твовани.я. vбъеd·и
н.,ен.,·и,}(, дюбо1'0 с:емейс:тва мн,(Jжес:тв (в 'iaCTliOL:ти, бecкolie'iliOЙ 
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llUt.:Jl~ДUBёtTeJ!ЫiUt.:l'И. M.liUЖ~t.:TB - t.:M. 1.5), t.:ду Жё\.Щ~l 'U 'Ш(J'tt'Н,UU 

верхней ё-ранью эгш ·u t.:~м~Йt.:твсt ( uтнut.:иг~дыiu тeupeтикu-мнu
ж~t.:твetltlUl 'U вкдюLJ.еtlи.я.), ct тсtкж~ и.з t.:д~дующи.х тuждеt.:тв (ддя. 

дюбu1 'U лзыксt L и. дюбu1 'U t.:емейt.:твсt лзыкuв Pi, i Е: 1); 

L(U~) = U(LPi), (UPi)L = UPiL, (7.1) 
ic. l i c:::l ic.l i c:::l 

LJ.TU l'ёtpcttiTИ.pyeт BЬH!Uд.lie.liи.e нenpepbl6'1--{,,(J(;'fn'U uнерсtци.и. умни

же'Нt'UJI, дсtннu1 'О пилукиль·ца, т .е. tle11pepывtlot.:ти. 01шрс1.,ци.и. t.:o
eди..lietlи.л. Эти. тождеt.:твсt докёtЗьшсtютt.:л TULJ..liO тсtк же, ксtк 

тожд~t.:твсt обы LJ.tlOЙ ди. t.:три.бути.вноt.:ти.. 

Рёtt.:t.:мОт[.>и.м, .lic\.11(.)И.Mep, докёtЗсtтеJ1ьt.:тво второ1 'О тождеt.:твёt 

и.з (7.1), и.t.:нользуя, ксtк и. выше, меrпид двух включений. Еt.:ди. 

х Е: (U Pi )L, то х = yz, 1'де у Е: U Pi , с\. .z Е: L. Со1'дёtt.:но 
icl i cl 

uнр~д~деtlИ.Ю oбъeди..li~.liIOI t.:~м~Йt.:твсt М.liОЖ~t.:тв, tlctЙД~'l't.:Н: Тё\.КО~ 

i Е: 1, LJ.TO у Е: Pi , и. то1·дс1., yz = х Е: f-'iL , т.~. х Е: U f-'iL . Обра.т.liое 
i~ l 

вкдюLJ.е.liи.~ докёtЗывсtем та.к: и.з х Е: U f-'i L t.:дедует, LJ.TO ддя. 
itl 

.liекоторого i Е: I х Е: PiL, т.е. х = yz 1 где у Е: Pi 1 ct z Е: L, откудсt 

у Е: U f-'i , и., t.:дедовсtтедьно, yz = х Е: ( U f-'i ) L. • 
icl i cl 

Следствие 7.1. Ддл J1юбо1'О лзыкёt L верно тождеt.:тво 
L+=L*L=LL*. 

• НыL1ю.:ди.м t.:оеди.нени.е LL*: LL* = L(. U Lп). llри.менлл нер
п-[.) 

::х.) ::х.) ::х.) 

во~ и.з тождеt.:тв (7.1), нuдуLJ.и.м L U Ln = U LLn = U L't, т.е. 
n-0 п-1.) n-'l 

L + = L* L. Тождеt.:тво L + = LL* дuкёtЗывсtетt.:л a..lictJIOl'И.LJ..liO. • 
Зсtметим, 9:ТО в общем L:Лy'icte 1Iельзл утвержда.ть1 'iTO пози.

ти.внсtл и.терсtци.л лзыксt L нuду 'icte·гt.:л выбрсtt.:ЫВсt.liием из uбы 'i
нuй игерсtции nyt.:тuгu t.:JIOBa.. Эгu вернu в гuм и. гuлькu в гuм 
t.:J1yLJ.cte, ко1'да. я.зык L .lie t.:одержи.т 11yt.:·1·u1'U t.:JIOBa.. Еt.:ди. же л Е: L , 
тu L + = L* , тсtк ксtк ·1,u1'дct LI.) = {л} с L. 
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7.2. Порождающие грамматики 

Кс1,к у же отме'-!сl.,/Юlъ, кдс1,t.:t.:и '-iеt.:кс1,я: теория. формс:1.,J1ыiых я:зы

ков изу'-iс1,ет нрежде вt.:е1'0 C'U'Н,'friaкc:ac: Ji,ЗЫ'KU. OJ:ic1, вводит мс1,те
Мi:LТИ ч:еt.жую модель t.:ИHTi:LKt.:Иt.: i:L ) ко·1·орi:LЯ: UllИt.:ЫBi:LeT меХi:LJ:iИЗМЫ 

пuрuждеl!ИЯ И pi:Lt.:ПUЗlli:LBi:LlIИЯ: ,, Пpi:LBИ:JiblIU ПUt.:TpUt;lllIЬIX :, цeпu
':It;K. Н этuм рi:L3д;еде мы pi:Lt.:t.:мuтpим первый из этих мехi:Lниз

мов. Зi:Lдать такuй мехi:Lнизм - ЗHi:L'-iИT uниt.:ать J:iекую нрuцеду

ру , нuзвuднющу ю вывеt.:ти ( иди, Ki:LK обы '-iJ:iU 1 ·01:.юрнт, норuдить) 

нроизводьную 'Urf:'fUJ'ЧtKY я.зыка r..:01·лаt.:но 011peдeJ1t;J:iнoмy KOJ:ie'-iJ:iO
мy множеr..:тву 11равю1. llot.:Jreднee О'-iень .1:щжно ; я:зык может 

быть беt.:коне':Il!ЫМ, но мl!ожеt.:тво правид, t.: помощью которых 
вы1:юдлтr..:я: e1'U ценu'-iки, uблзано быть конеч:ным. Зi:Lметим, '-iTU 
J:ie каждый я:зык может быть нредt.:тавдеJ:i 'l'а,ким обрi:L3ом, J:iO 
мы н рамках это1·0 у'-iебliика будем раt.:r..:матринi:Lть только та

кие лзыки., т.е. лзыки., t.:и.нтсtкt.:и.r..: которых зсtдсtетt.:л конеч:ным 

множеr..:тном арани.д. Эти. лзыки., нообще l'Онорл беt.:коне'-iные, 

но доауt.:ксtющие конеLrное 0llИt.:ctниe, Нi:LЗЫВс\.ЮТ nepe'Ч'UCJl,UMЫ

M 'U. Таким обрi:L3ом, мы pctt.:t.:мi:Lтpи.вi:Leм только аере'-iиt.:ди.мые 

я.зыки. 

Клаt.:t.:и'-iе t.:ким t.:аоt.:обом оаределенил лзыкон '-iерез аорожда

ющую нроцедуру я:ш1я:етt.:я: оаредедеliи.е и.х t.: номощью поро
ждающих ~ра.м,матик, и.ли ~рамматик Хомско~о. 

llорождающая: 1'рсtммс1,тикi:L 1юзвошшт выводить (норождать) 
V V 

ценО'-iКИ. я:зыксt и.з J:iекоторои J:ic\.'-icl.,/lbJ:iOИ ценО'-iКИ. t; номощью 

онределенных нранил замены (иди. 11рс1,нил нодt.:тсtнонки, нрсt

ни.д 11ере11и.t.:ынани.я:). llopoжд,eliи.e еt.:ть 11ошс1,1'овый нроцеt.:t.: , н 
V 

котором J:ii:L каждом шi:L1·e и.з цено'-iки., у же ноду '-ieJ:iJ:iOИ J:ia нре-
дыдущем Шcl.,l't; (н '-ii:Lt.:THOt.:ти., и.з Hcl.,'-icl.,/lbHOЙ), MOЖJ:iO нутем нри.

меJ:iения: к J:ieЙ арi:Lвид Зi:LмeJ:iы аоду '-iи.ть нону ю цеао'-!ку. ИмeJ:iJ:iO 

так мы дейt.:твуем, решал какую-J:iи.бу дь математи. '-iеt.:кую зс1,

Дсt'-iу , нанри.мер нынолнлл ди.ффере1iци.ронс1,J:iи.е и. нереходя от 

одной формулы к другой t.: помощью Гi:Lбди:цы производных. 
llорождi:Lющая: 1 ·раммати.ка (д,сl.,/Н:~е нроt.:то 1 'paммi:Ll'И.Ki:L) за

дi:Lетt.:я: у аорлдо'-!енной '-!етверкой G = ( V, N , S, Р), н которой 
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V - о..11фс1.,вит , нё:L3ывс1.,емыи терминаJl.ьным аJl.фавитом; 

N - о..11фс1.,вит, нё:L3ывс1.,емый неrперм·инаJl.r:,ным аJl.фавиrпом, 

щ;>и'iем неrеt;:е'--lение V и N нуето; S - выд~1енный t;:имвод 

нетеrмино..11ьно1 'О о..11фс1.,витс1., 1 нё:L3ывс1.,емый аксиомой; Р - ко

не'iное множеt;:тво npaвuJl. вывода, иди продукций. Кс1.,ждое 

11rс1.,вюю выводс1., лы1летt;:л упиряdu·Чtенний парий ( схJЗ) цено'--lек 

в о..11фс1.,вите V U N, нrи 'iем це11о'iкс1., сх доджнс1., t;:одеrжс1.,1ъ (jXU

жdeн'Ue хотл бы одно1'О t;:имводс1., нетеrмино..11ьно1'О о..11фа.витс1.,; 

цено'iку сх нё:L3ывс1.,ют Jl.евой, цено'iку fJ - правой 'Частr:,ю 

npaвuJl.a вывода. 

ll.[.>a.BИJIO ВЫВОДё\., 11.()ИНЛТО 3ё1.,11И(.;ЫВё\.,ТЬ В Тё\.,КОМ виде; 

(Х • fJ, 

.()ё:L3Д~1ЯЯ. девую И 11рс1.,вую 'icl.,(.;TИ ,,t;:T_()~lKOЙ\ КОТО.()ё\.,Я. _()cl.,(.;(.;Mcl.,-

1'.()ИBcl.,e'l'(.;}i Кё\.,К " меТа,(.;ИМВОJl ;, И не 11.()ИНё\.,Ддежит ни одному И3 

о..11фа.витов 1 '.()ё\.,ММс\.ТИКИ. Ь'ук(j Ы те_()МИНо..lIЬНОl 'О о..11фа.витсt. 1 '.()с\.М

Ма,'l'ИКИ Нё:L3ЫВа,ЮТ mерминаJl.t,'Н,Ы,.М,U симвоJl.ами (иди 111:-)0(.;ТО 

rперминаJl.ам·и); буквы нетеrмишt.11ью.>гu о..11фс1.,витс1., нё:L3ывс1.,

ют нетерминаJl.r:,ными симвоJl.ами (иди нетерминаJl.ами). 

Любую цено'iку в теrмино..11ьнuм (нетеrмино..11ьном) о..11фс1.,ви

те нё:L3ывс1.,ют· rперминаJl.r:,ной ( неrперминаJl.r:,ной) ·цеnо·чкой. 

Адфсt.вит V U N нс1.,зыва.ют объед·иненпым аJl.фавитом l'.()а,М

мс1.,тики G. 

Пример 7.3. Четвеrксt. 

Gu = ({а , Ь}, {S, А, В}, S, {S • аАВЬ, аА • аВ, 

аВ --+ аВа, аА --+ аи, аВЬ --+ ааЬЬ, аВа--+ аЬВЬа, ВЬ --+ АЬ}) 

зс1.,дс1.,ет 1 ·rс1.,ммс1.,·1·ику t;: теrмино..11ьным о..11фс1.,витом V = { а, Ь}, t;: 
нетеrмино..11ьным о..11фс1.,витом N = { S, А, В}, t;: сt.кt;:иомой S и 
множеt;:твом 11rс1.,виJ1 выводс1., Р, эдементы кото.()Оl'О неrе'iиt;:дены 

в фи1'у rных t;:кuбкс1.,х 110(.;J1e с1.,кt;:иомы. Обы 'iHO rс1.,ди Шtl 'дндноt;:ти 
11.()cl.,BИJlc\. вывода. 1'.()с\.ММс\.ТИКИ ВЬlllИ(.;ЫВс\.ЮТ отдедьно; 

S • аАВЬ, аА --+ аВ, аВ --+ аВа, аА --+ аа, 

аВЬ --+ ааЬЬ, аВа--+ аЬВЬа, ВЬ --+ АЬ. 
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Замечание 7.1. На.м будет удобно ус;Jюви.·1ъс;л о некото

рых обозliа.'iени.лх, которыми. мы вс;е времл будем аодьзова.тьс;л, 

и.мел дедо с; 11раммс1.,тиками. Терми.но..11ы бу д,ем обоз1tа'iать мсt.

дыми. да.ти.1tс;ки.ми. буква.ми. и.з lia.'icl..lla. дати.1tс;ко1 'О о..11фсt.ви.тсt.; а, 

Ь, с и. т.д.; нетерми.но..11ы - бодьши.ми. да.ти1tс;ки.ми. буква.ми. и.з 

lia.'io..Jia. и. t.:еред,и.liы дати.liс;кого о..11фсt.витсt.; А, В, С, S, '.Г и т.д.; 

терми.но..11ь1tые цеао'iки. (т.е. с;.1ювсt. в терми.но..11ыiОМ о..11фа.ви.те) -
Мо..llЫМИ. Jlа.ТИ.Н(;КИ.МИ. буква.ми. И.3 с;еред,И.liЫ И. KOliЦcL JlcL1'И.li(;K01 ·о 

о..11фсt.ви.тс1.,; ::;, t, р, q, х, у, z и. т.д.; цеао'iки. в объеди.1tе1t1tом 

о..11фавите - мо..11ыми 1'реL1еt.жими буквами.. Hct.кolieц, бодьши.

ми дати1tt.жими буква.ми из KOliЦcL о..11фсt.вита будем обозliа'iсt.ть 

с;имво.11ы объединеliliого о..11фсt.витс1., и.ди пус;тую цено'iку. # 
О11ред~1ени.е 1 ·ра.ммати.ки. указывает аока тодько liёL то, '!ТО 

с;JШдует фи.кс;и.рова.ть, 'iтобы за.да.ть какую-ди.бо l'ра.мма.ти.ку . А 

и.мeliliO с;дедует фи.кс;и.рова.ть два. неаерес;ексt.ющи.хс;я. о..11фсt.ви.тс1.,1 
V V 

выдеди.в в OДliOM из liИX с;и.мвод, lia.ЗBa.liliЫИ акс;и.омои, ct. тсt.кже 

кolie'iliOe м1tожес;тво арсt.вид выводсt. Но мы еще lie зю~ем, ксt.ки.м 
обра.Зом " рсt.ботсt.ет 1~ 1 ·рсt.ммсt.ти.ксt. ксt.к и.нс;тру меliт аорождени.л 

(и ареобра.Зовсt.liил) QIOB. Чтобы это 1101tлть1 liYЖliO оаредедить 
V V 

важliеишее 1101tлтие выводимоt.:ти. в дct.liliOИ l'рамматике. 

Неформс1..11Ьli0 ксt.ждое apct.Bи.JIO ВЫВОДсL 1·рсt.ммсt.ти.ки. трсt.кту

етс;я. Ка.К ,, ара.ВИ.JЮ 3ct.Meliы ;~ 1 ра.3 решсt.ющее llIJOИ.3BOJIЬliOe вхо

жд,еliи.е девой чс1.,с;ти. 11рсt.ви.дс1., в 1tекоторую цено'iку в oбъeди.

lieliliOM о..11фа.ви.те 3а.МеliИ.ТЬ е1 'О ара.вой '{а,(;ТЫU 7 llOJIY'iИB ( ИJIИ. 

выведя.) тем t.:u.мым новую ценочку. Та.к, ддл нримерсt. 7.3 мы 
можем от цено'iки. S, и.с;нодьзуя. нрu.ви.до S • аАНЬ, нерейти. к 

цtШО'iке аАНЬ. В этой це11о'!ке ес;ть вхождени.е девой 'iа.с; 1·и. нрсt.

ви.д аА • аН и. аА • аа, а. та.кже девой 'iа.с;ти. 11рс1.,ви.дс1., НЬ • АЬ. 

Moжlio ис;11одьзовс1.,ть дюбое и.з liИ.X (lio ксt.кое-liи.будь oд,lio!); 

ес;ди. мы зсt.мени.м (в Дa.liliOM c;дy'ict.e еди.1tс;тве1tное) вхождени.е 

ценО'iКИ. аА нра.вой 'iа,(;ТЬЮ нpct.BИ.Jlct. аА --+ ан 1 то llOдy 'iИ.М це-

110'-!КУ аННЬ и. т.д. Тсt.ки.м обра.Зом мы и L;трои.м тс.\.к liа.Зывс.\.емые 
V 

выводы - 11о t,;.11tщовu.тедьliос;ти. цено'iек, в которых кu.ждыи 110-

t,;.1шд,ующий 'i.lШH ноду'iа.етс;л из нредыдущего зсt.меной, нодобной 
V 

ТОдЬКО '!ТО рс1.,с;с;мотреli1iОИ. 



7.2. llорож,п,с~ющи~ грамматик.и 475 

Определение 7.6. Цеnо'Чка б непосредственно выво
дима в 1·раммати.ке G и.3 цено'-iки. 1 (и.ли. и.3 1 не110L;редL;твенно 

выводи.тL;л б), е(.;J1и. L;ущеL;твуют таки.е цено'iки. и и. р и. такое 

нрави.до 11ы11ода и • (J и.3 1\ '-!ТО 1 = иир (т.е. L;уЩеL;т11ует t>хи

жdен·ие девой '-iаL;ти. 11ра11ю1а 11ы11одсt 11 цt:шо'iку ,), ct б = u(Jp. 

Нинарние итпни'Шf;Н'Uе ю::t. множеL;'1'J3е цено'iек 11 объеди.нен

ном сtдфсtви.те, которое L;ОL;тои.т и.3 11L;ex унорлдо'iенных нсtр 

(,, б), тсtки.х, '-!.ТО вторсtл цено'-iксt не110L;редL;твенно выводи.тL;л 

и.3 нервой, нёt3ывсtют отношением непосредственной вы

води.мости. Е1'О будем обо3нсt'iсtть L;и.м110Jюм f-c; , онуL;ксtл 

3ct'ictL;тyю и.мл l'рсtммсtти.ки.; , - б. tl этом (.;JIY'icte 1·011орл·1· тсtкже1 
'iTO 11рсt11юю и • (J нри.меня.етL;л к цено'iке 1 ( и. 'iTO цено'-iксt б 

ноду 'ieнct нри.менени.ем 11pct11ю1ct и • (J к цено'-iке I и.ди. , '-!.ТО рсtв

ноL;и.дьно, 11 ре3 у дьтсtте 3сtмены д сtнно1 'о t>xuжdeн·uJ(, де110Й 'iаL;ти. 

нрсtВИJ!с\. И • {J е1 'О нрсtвой 'iс\.(.;ТЬЮ). 

tl общем L;ду 'icte1 еL;ди. Jie11ctn. 'ict(.;'lЪ 11рсt11и.дсt 11ы11одсt входи.т 

J3 ,LJ,c\.HHYIO ценО'iКУ 1 l'OBOP1i'l'1 'i'l'O нрсtВИJЮ нри.мени.мо К этои 

цеао'iке (иди. и.меет меL;то nрименимостr:, nрави.л,а вывода 

к цеао'--!ке). Е(.;J1и. же де11м '-ic\.(.;'l'Ь 11pa11и.J1ct вы11одсt не входит 
... 

в цено'iку 1 то 1'011оря.т, 'iTO 11рсt11иJю не нрименимо к дсtнliОИ 

цено'iке. 

Рефдекс:иt>ни-и~ранзит,·иt>ние замыкание итпнишениJ(, не110L;ре,LJ,

L;твенной выводимОL;'l'И обо3Нс\.'iсtем Гс; ( ош1ть-·1·сtки онуекая. имя. 

грамматики. G 1 е(.;J1и. это не нриводит к недоразумеliию; г*) и 

нёt3ывсtем отношением выводи.мости. Инсt'-iе 1·оворл, вы

води.м,остr:, 'Цеnо·чк·и б из 'Цеnо·чки 1 , 1 f-c; б1 в l'рсtммати.ке 
G и.меет мeL;'l'O , 110 онре,LJ,едени.ю, то1'да и. тодько то1'да, ко1'да 

наЙ,LJ,Уl'(.;Л таки.е L;J1oвa ио = 1 , и1 1 ••• , Ип = б, 1·де п ~ U, '-!ТО 

Дшr дсtннои цено'iки. 1 11 объединенном аJ1фави.те, еL;ди. к 

ней нри.менимо хотя. бы одно 11рсt11юю 11ы11ода рсtL;L;матриваемой 

1·рсtммсtти.ки., L;ущеL;·1·вует в общем (...:ду'iае не O,LJ,Hct, ct мно1·0 цено

'iек, tle110L;peд L;·1·вeнtlo 11ы11оди.мых и.з tlee. Эта tleOДli03lict'itl0(...:'1'Ь 
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c;вл3ctli1:L с; двумл фсtкторсtми.. Но-ш~рвых, может с;ущес;твовсtть 

li(;(.ЖOJlЬKO µct3liЫX 11µ1:LBИ.Jl вьшодсt, 11.(.)И.М(;liИ.МЫХ К Ц(;110'-!К(; r. 
Тс\.к, ддл t'µсtммсtти.ки. 11µи.меµсt 7.3 к це110'-!ке аАиНЬ 11ри.ме

liи.мы вс;е 11µ1:LBИ.Jlo., l'I->с\.ММс\.ТИ.КИ., кµоме 11еµвОl'О. 'l'Ol'Дc\. JНUбёiЛ 

цe110'iK1:L, llOдy 'ieliШ:LЯ: 11.(.)И.Melieliи.eм К у K1:L31:LliliOЙ ЦellO'iK(; дюбо1 'О 

и.3 эти.х 11µсtви.д, бу де·1, lte11oc;µeдc.;твeliliO выводи.мсt и.3 tlee. Но

вторых, ес.;ди. уже фи.кс.;и.роваliо 11рави.до вывода, 11ри.меliи.мое к 

це110'-!ке , , то с.;ущес;твуют, вообще t'овоµл, liес.;кодько µо.,3ди.'-!

liЫХ вхождеliи.Й девой '-!а,(;ТИ. ЭТОl'О 11.(.)1:LBИ.Jla, В Ц(;110'1КУ , . TOl'Д1:L 

дюбая. цено'iка, 11оду 'ieliliaн 3амеliоЙ дюбо1 'О и.3 эти.х вхождеliи.Й 

11рсtвой 'iсtl:тью выбpctliliOl 'O 11рсtви.дсt выводсt, будет ш:шос.;ред

с;твеliliО выводи.ма и.3 " Ддл 1·рамма·1'и.ки. 11ри.мера 7.3, 11рави.да 
иВ ➔ Нии. це110'-!ки. , = ЬиНиНи 11оду'iи.м: ЬиНиНи - ЬВаиНи и. 

ЬиВиВи- ЬиВВии. 

Pa3liыe вхождеliи.н девой 'iас.;ти. litжoтoµo1·0 11µави.да в 3aдali

llYIO цепо'iку могут и ш~рес.;екатьс;л. Так, правюю иНи • ЬНЬ 

t'рсtммати.ки. 11ри.мера 7.3 можliо к lict11и.c.;aliliOмy выше t.:Jюву , 

11ри.меliи.ть двоя:ко; ЬиНиНи г ЬЬВЬНи и. ЬиНиНи г ЬиВЬНЬ. 

Заметим, liс\.конец, 'iTO мliожес;тво ценочек, ненос.;редс.;твеliliО 
V 

выводи.мых и3 дatlliOИ, пус.;то тогда и. только тогда, когда с.;µеди 

пµавил вывода гµамматики нет lIИ одtlого, пµименимого к 

данной цепочке. Для: пµи.меµсt 7.3 в ка.чес.;тве та.кой цепоч:ки 
можliо в3лть хотл бы ценочку иВ А. 

Определение 7.7. Выводом в -грамматике G liа3ывсtют 
11µои.3водьliую, коliеL1ную и.ди. бес;конечную, 11ос;дедовсtт{;.11ьнос;ть 

t;:JIOB au, а1, ... , ani . . . , в котоµой длл дюбоt'О 1: ~ U U'i г a i+l, 
ес.;ли. ценочка. a i+l с;ущес.;твует. Чи.с;ло п ~ U на3ыва.ют д.л.,·иnой 

вывода, ес.;ли. yк1:L3ctlili1:LЯ: 11ос;дедовсtтельliОl:ть кolie'ilict и. U'n ~ 

ее 11oc;JieДliИ.Й элемеliт. Н этом t;:.11yчcte t 'овоµлт тсtкже, что U'n 

ВЫВОДИ.Т(.;Я: И.3 au 31:L n Шо.,l'ОВ. Ддя: llOJIOЖИ.T{;JlЬHOl'O n 11и.шем 

au г+ U'n и.ди., et;:JlИ. liYЖliO с;неци.с\.JlЬliО Оl'ОВО.(.)И.ТЬ ДJIИ.liY вывода 
Ln au г U'n , 

И3 011peд{;Jleliи.Й t;:JieДye·1·, '-!ТО ВЫВОДИ.МО(.;ТЬ r г'i' () .(.)1:LBliO(.;И.JlЬ

lia, тому, что с;ущес;твует вывод , = au , a1 , ... ,ап = б, 1·де ·п ~ U. 
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Мы будем ис110J1ьзова.тъ та.кже термиli 
11 
фра-г.мепrп выво

да\ llOliИ.Ma.Л llOД эти.м та.кую llOДllOCJШДOBa.TeJibliOCTb вывода., 

котора.Л Са.Мс\. ЛВJIЛетсл выводом. н 'iа.СТНОСТИ., фра.1 'Мент выво-
u 

да.1 состолщи.и и.з двух соседliи.х е1 'О ч:деliов, liа.Зыва.етсл ша-го.м 

вывода. 

llocтpoeliи.e вывода. в порожда.ющей 1 ·rа.мма.ти.ке можliо 

TIJa.KTOBa.TЬ Ка.К ,7 И.l'IJY ", llJ)a.BИ.Jla. KOTOIJOЙ За.Да.liЫ MliOЖeCTBOM 

Р. llодобно тому ка.к в игр~; ( liа.нример, в ша.хма.та.х) можliо 
u u 

и.з Зa.Дa.liliOИ llОЗИ.ЦИ.И. ll!;IJeИTИ. В OДliY и.з MliOЖeCTBa. СJШДУ ющи.х 

нози.ци.и, И.СllОJ!ЬЗул llJ.->a.BИ.Jla. И.l'IJЫ, Та.К и. llIJИ. нроведt;liИ.И. вы-
u 

ВОДёt в грёtММёtТИ.Ке MOЖliO из ДёtННОИ Ц!;lIO'iKИ lIOJIY'iИTb одну 

из множества. неносредствеliliО выводимых из нее, за.ме1Uiя: в 
u u u 

lil;И нрои.зводЬliО!; ВХОЖД!;liИ.е JШВОИ 'iё:l.СТИ. нрёtВИ.Jlёt е1·O нрёtВОИ 

ч:а.стью. llpи. этом мы можем выбра.ть любое нrа.ви.ло, нrи.ме-
u u 

ни.мое к оч:ередliОИ ценоч:ке, и. среди. pёtЗJIИ'iliЫX вхождении 1;1'0 

JШвой ч:а.сти. выбра.ть дюбое. 

На. ОСНОВёtНИ.И. CKa.ЗёtliliOl'O MOЖliO llIJ!;ДHOJIOЖИ.TЬ, 'iTO суще
ствуют нескодько ра.Зди. 'iliЫX выводов фи.кси.рова.liliОЙ ц1;11оч:ки. 

{J из фикt.:Иf)ОВёtliН:ОЙ ЦtШО'iКИ сх. ДёtJI~~ Нёt 11рим~рёtХ мы уб~;ди.м-
u 

ел в том, 'iTO это Д~И(.;ТВИ.Т~lЬНО Та.К. 

Нв~д~НliЫе выш~ llОНЛТИ.Я: li~lIOCIJ~ДCTB~liHOЙ выводи.мости, 

выводи.мости. И. ВЬIВОДёt можно унодобить И.ЗВ~L:ТНЬIМ из Т~ОIJИИ. 

1 ·ра.фов llOliHTIOi.М нr::лис:реdс:rпв енний dис:rп·иж-имис:т·и, dис:т·и

ж·имис:·rп·и и пут:и (в ир·иент:ириванных ё,рафах) t.:оответствеliliО. 

Мы с11~ци.а.J1ьно выби.rа.J1и. обОЗliёt'i~ни.л выводи.мости. близки.ми. к 

т~м, которьш и.с11одьз у ют в теории. 1 ·rа.фов. Ну ЖliO тодько за.м~

тить, 'IГО мн:ожество вершин гра.фёt коне'Iн:о (по кrа.йней м~;ре, 

мы в этой кни1·е и.зуч:а.ем только коliеч:ные 1'ра.фы), а. множеL;тво 

СJюв бeL;KOli~'iliO. Но I'J.->а.фова.я. ёt.1:iа.JЮ1·и.я: нозводя:ет 11rи.да.1ъ .1:н~~

де.l:iым выше ноliнти.нм бодьшую liёtl'дHДliOt.:ть; та.к, 11острое.l:iи.1; 

вывода. в 1·ра.мма.ти.ке можно унодоби.ть 11 11ут1;ш1;стви.ю ;· 110 lit;

которому ну ти. в ори.tшти.рова..1:i.1:iОМ 1 ·ра.фе. 

Цeliтpa.JlЬ.l:iЫM 11O.1:iЛТИем В теории 11O1,)ОЖДё:l.ЮЩИ.Х 1 ·ра.ММёtТИК 
u u 

Я:ВJIЯ.ется: 11он1п·и.~ ЛЗЫКёt, 11орожда.~МОl'О Дё:l.liliOИ l'рёtММё:l.ТИ.КОИ. 
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Определение 7.8. Язык~ порождаемый ~раммаff~икой 
G, - это множество L{G) всех выводимых из сtксиомы I'рсtммсt
тики rперм·инал1:.,н,ых ц.епи·ч,е·к: 

Продолжал " и1'ровую сtнмогию\ мы можем тенерь сксtзсtть, 

LГl'O у Иl'f)Ы ;, во-неrч~ых llOЛBИJiёtCЬ BЫДeJie!:iHM Hёt'-ic:\JIЬHM 110-,, r , r , ,, 

зицил\ а.ксиома.; во-вторых, возникда. 11 цедь " - строл вывод в 

СОI'дсtсии с нрсtвидсtми 1·рсtммсtтики, ноду'-iить цено'-iку , не содер

жсtщую нетерми!:iс:\JЮВ. Тсtк, сксtжем, и в шсtхмсtтсtх, мы Hct'--J.И!:ia.-
v V 

~м игру не с проИЗВОJIЬНОИ нозиции, а, со BllOJl!:i~ опред~Шl!НОИ 
Hct'-ic:\JIЬ!:iOЙ 11озиции1 нредусмсtтривсtющ~й стрОI'О фиксировсtн
ную ра.СС'l'а.новку фи1'ур1 а. за.кон'-iить ИI'РУ стреми.мел в дюбой 

нозиции, в которои врсtжескому кородю ностсtвJшн мсtт. Но 

нри этом liYЖHO нонимсtть, '-1'1'0 нpctBИJiёt ВЫВОДёt l'рёtММёtТИКИ 

сtнриори никсtк н~ с1.н1Зсt!:iы с 01 ·pct!:iи '-iе!:iи~м строить выводы тер
МИ!:iс:\JIЬ!:iЫХ Ц~llO'--i~K из а.ксиомы, а, 011реде.,1л.ют ВОЗМОЖ!:iОСТЬ 110-

строенил дюбо1'О вывода., да.же бесконечноr'О. 

Зсtметим тсtкж~, '-!ТО, СОI'дсtсно 011реде.,1~нию 7.8, н~терми
Нс:\JJ.Ы не содержсtтсл в цено'-iксtх лзыксt, 11орождсtемо1'О I'рсtммсt

тикой. Это совсем tle знсt'-iит, '-!ТО н~т~рминс:\J1ы ,
1 
не ну Ж!:iы 1', 

На.Нротив, С их llОМОЩЬЮ мы Орl'а,!:iИЗуем вывод И можем 110-

JIY'--J.ИTЬ тр~бу~мы~ т~рмина.Jrьные ценочки. Ко1'дсt мы реша.ем 

мсtтемсt·1'и '--J.еску ю pctc'--J.eT!:iY ю зctдct'-iy и доджны в рез у льтсtте 110-
лу '--J.ИТЬ '--J.ИCJIO, то это не З!:iёt'--J.ИТ, '-!ТО мы не должны llОJIЬЗОВёtТЬСЛ 

форму да.ми. Но вс~ бу квен!:iые обознсtч~нин. в окон '-iсtте.,1ьном 

результа.те должны ИС'-iезнуть, хотл без них этот резудьта,т 110-
ду чить невозможно. 

Определение 7.9. Две 1'ра,ММа,тики НсiЗЫВа,Ютсл. эквива

.11,ептпыми, есди они норожда.ют один и тот же лзык. 

llримем СОI'дсtшение о следующей сокрсtщенной зсtниси нра,-
V V 

BИJI С ОДИНёtКОВОИ JШВОИ '--J.i::l.,C'lЪIO: вместо ЗёtllИСИ 

А ➔ сх~, ... ' 
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будем И.l:llOJIЬЗOBёLTЬ ЗёLllИ.(.;Ь 

V V 

ро..ЗДеJlЯЯ рёLЗllЫе 11рёLвые 'iёLl:Tl1 вертl1КШ1ЬllOИ 'iертои. 

Кроме TOl'O, pёLt.:t.:MёLTpl1BM 11р11меры l'рёLММёLТИ.К, мы ЗёL'iёL

t.:ту ю будем ЗёLllИ.t.:ЫВёLТЬ TOJIЬKO и.х MllOЖet.:TBёL 11pёLBl1Jl вывода., 

и.збеt 'М t.:крунулезной за.11и.L:11 вt.:et 'O кортежа., O11ределлюще1 'о 
1'ра.ммсt.·1·11ку. С у'iетом введеllllых выше t.:Оl'да.шеliи.Й об 060-
З.1:ia.'iell11лx это l:ie ДOJIЖllO 11р11вод11ть К .1:iедоро..Зуме.1:il1ЛМ. 

Пример 7.4. Ра.t.:t.:ма.три.ваемм .1:iи.же t'ра.мма.ти.ка. модед11-

рует 11роL:тейш11й фра.t'Ме.1:iт еt.:теL:твен.1:iОt'О (py t.:t.:KOl'O) лзыкёL; ее 

терм11на.11ы - это некоторые t.:JIOBёL руt.:t.:кого лзыка. *, .1:iет·ермиllёL
да.ми. ЛВJlЛЮТt.:Л l'НёLММа.ТИ.'iеt.:ки.е KёLTel 'ОТ)l1И."' ёL и.менно 11O.1:iЛTliЛ 

" .!:" .!:" ' 

11 11редложе.1:iие \ ,, ноддежа.щее ;' и " t.:ко..Зуемое ;' (о.1:iи. ДёL.1:iЫ ка.к t.:Jю-

BёL, ЗёLКJIЮ'iеflньш в угдовые L:кобки); 

G1 = ( {кот, неt.:, крокодил, млука.ет, да.ет, ш1а'iет}, 

{ (нредложе.1:iи.е; , (нодлежащее; , (t.:ко..Зуемое; }, 

(11редложеl:i11е;, Р1). 

М.1:iожеt.:т.1:ю 11ра.ви.д Р1 имеет ви.д 

(преддожени.е; • (поддежа.щее; (t.:ко..Зуемое; , 

(нодлежа.щее; • кот 111et.: 1 крокодил, 

( t.:ко..З уемое; • млу ка.ет I да.ет I нла.'iет. 

Ка.ждое 11ра.вюю вывода. 1 'ра.ммсt.т11ки G 1 мож.1:iо тра.ктовсt.ть ка.к 
V V V 

O11редедеl:i11е тои иди. инои t'ра.мма.ти.'iе t.:кои кате1'ори.и: нсt.11ри.-

мер, нервое пра.вюю е<.;тъ за.ниt.:ь та.ко~ ·о онредеде.1:iи.л; ,, предJю

же.1:iи.е - это подлежсt.щее, за. которым 11дет <.;ка.Зуемое ". Та.к ка.к 

l:ia.<.; и.1:iтереt.:ует только с:инrпu,-к;с:ис: ,}(,;зыки, то это O11редедеl:iие1 

" Эти: l:JIOBct рсtl:l:Мсtтри:ваютl:»: как нtщ~ли:мы~ l:имволы, ct им~нно буквы 
11,ан:но1·0 т~рми:н:ально1·0 алфавита. Hal: никс~к н~ п,олжно это t;мущать, и:бо 
сJ.JJ.фа~и.т - эrо дюбо~ н~11yl:'l'l>~ Kl>li~'-1.Hl>~ множ~l:r~о. 
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кас.;ающеес.;л ис.;кдю'iитедыiо занис.;и 11редJюженил1 ес.;ть требова

ние, L:Оl 'дас.;но которому , занис.;ывал нредложение, c.;нa'iaJ1a нужно 

нос.;тавить нодJшжащее1 а нос.;де не1'0 - с.;казуемое. Дру1'ие нра

вила 1 'рамматики 011ределлют нодобным образом "нодJшжащее •· 
и "t.жазуемое ·· . Но тут новых l'раммати'iес.;ких кате1'орий не 

возникает - нрос.;то нepe'iИL:дJiIOTL:Я. те t.:дова1 которые MOl'Y'l' 
быть нодJшжащим и с.;казуемым. 

llос.;троим какой-нибудь вывод в l'рамматике G1: 

(11реддожение1 r (11одJшжащее,(с.;казуемое1 r 
Г КОТ ( (.;Ка.3 уемое / Г КОТ дает. 

Заметим, 'iTO "с.;мыt.:.11" ( с:еманrппка) выводимой цено'iки нас.; 
никак не интереL:ует. Мы вообще нока не знаем, 'iTO такое 

1, t.:мыt.:.11". Так 'iTO кот может лмть, крокодил млукать и т.д. # 

llриведенный 11ример1 неL:МО'l'ря. на е1 'О нроt.:тоту, нозволя.ет 

нам дать еще одну t.:одержат~1ьную интернретацию нонJП'ИЯ: 

l'рамматики. l'рамматику можно рас.;с.;матривать как " с.;ис.;тему 

оннеделений·· некото1)ых те1)минов ·· ноня.тий ". Ны,1едя.етс.;я. 
1"' 1"' " 1"' ) " '""'\ 

L:ctмoe общее ноня.тие (в данном нримере ноня.тие "11реддоже-

ние ")1 оно t.:водитс.;л к менее общим " ноня:тия.м " до тех 11ор 1 
нока мы не нридем к " конкретным объектам 1• (в данном с.;ду 'iae 
к цено'iкам в каком-то аJ1фавите) , ноднадающим нод онреде

ля.емые ноня.тия. 1'. Самое общее ноня.тие " - это акL:иома 
1, " ' 

дру1'ие " ноня.тия:" - нетерминаJ1ы1 "конкретные объекты" -
терминальные цено'iки. Н нодобном духе t.:троитс.;л онределение 

L:интакL:иt.:а я.зыков 11ро1 'рсtммирования. t.: номощью так называе
мых форм Нэкус.;а - Наура. llример тако1'О онис.;анил нриведен 

ниже (t.:м. Д.8.2). За дру1'ими нримерами t.:Jшдует также обра

титьL:л к литературе 110 языкам нро1'рсtммирования:. 

Пример 7.5. а. l'рамматика 
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имеет мliожеL:тво 11рс1.,вид P'l.; 

1 • аи I ьи I а I ь, 
D • aD I ЬD IUD l lD lal ь1u11. 

Нетру ДliO видеть, 'iTO Да,liШtл 1'рсtммс1,тикс1, 11орождс1ет ароGтей

шие " идентификс1,торы " в а.11фс1.,вите, L:ОGтолщем из двух " букв" 

и двух "цифр •· , т.е. цепоч:ки, нс1,ч:ию::1..ющиеL:я: облзс1.,тедьно G " бу
квы ;·. 

llримеры выводов в 1'рс1,ммс1.,тике G'l.; 

I r aU r аЬU r abUU r аЬUЬU r аЬUЫ , 

I r а, I r Ь. 

б. l 'рс1ммс1,тикс1, 

G3 = ({(, )}, {S}, S, S--+ () l(S) 1 SS1 

11орождс1,ет MliOЖeGTBO Та.К liёtЗЫВсtемых " 11.[.)c\.BИJlЬliЫX lЖOбO'iliЫX 

L:TPYK'l'YP;'\ liШlример s r ss r (S)S r (())S r (())(). 
lloдeзlio Gо110Gтс1,вить L: этой 1'рс1,ммс1,тикой иliдуктивliое 011ре

де.1шliие MliOЖeL:TB;J., 11.[.)cLBИJlЬliЫX (;KOбO'iliЫX (.;.l'руктур; ценО'iК;J., 

() еGть нра.видьliМ L:кобочнм t.:труктурсt; e(;JlИ извеL:тно, 'iTO це
ао'iки х и у - apcLBИJlЬliЫe GКОбО'iНЫе Gтруктуры, то цеаО'iКУ 

ху тс1.,кже с.:чи·1,с1.,ем 11рс1.,видьliоЙ с.:кобО'iliОЙ с.:тру кту рой; еL:ди из

веGтliо, 'iTO х - 11рс1видьliсtл Gкoбo'iliaJJ. G·1'рук1'урс1, то и цеао'iксt 

( Х) еGТЬ 11рс1.,видЬliёtЛ (;KOбO'ilicl.,Л Gтру ктурсt; liИКёtКИХ 11рс1.,видЬliЫХ 

Gкoбo'iliЫX G'l'PY ктур, кроме 011peдe.11eliliЫX выше, lie GущеGтву

ет. .1:3идliо, что грс1ммсtТ'ИКо.. G3 ес.:ть не чт·о Иlioe, ко..к формсt 

ЗcLllИL:И t.:форму диpoвctliliOl 'O TOJlЬKO 'iTO ИliДУ KTИBliOl 'O оареде
JШliИН.; ,, аро..ви.дьliсtн. Gкобо 'ilio..Л t.:тру кту pct ;, ( аошl.ти.е, oбoзlict

'ieliнoe сtкс.:и.омой S) ес.:ть ди.бо цеаО'iКа, (), дибо 
1
, 11ро..вю1ьliая. 

" Мы 3cLKJIIOЧ:ИJIИ: ч:~тв~рку, 3сtд;сtющую l'[>ctMMcLTИK,Y и~, В ,Y1'JI()BЫ~, cL l-I~ 

в кpyt'JIЫ~ lЖ()бки:, ч:т()бы н~ L:м~шиви.ть их l:() L:кобки.ми, н.вюiющимиL:н. 

:е~рми:liсJ.JШми: д;ctlili()И: 1 ·ри.мми.ти:ки. 



4~2 7. КUНЬJЧНЫЬJ АН1'ИМА1Ъ1 И 1--'ЬJl 'YJlHJ:'HЫЬJ НЗЫКИ 

t.:кuбu'itla.H t.:тру кту ра. ;~ в t.:кuбка.х - ( S), ди.бu д,вt; 
1
, нра.ви.дьtlыt; 

t.:кuбU'itlЬШ t.:труктуры\ 3a.11и.t.:a.tlHЫt; UДtla. нut.:де д,ругuй, - SS. 
в. Ра.t.:t.:мu·1-µи.м 1 'ра.мма.ти.ку 

S --+ aS НС I аЬС, 
сн --+ вс, 

ьн --+ ьь, 

ЬС--+ Ьс, 

сС --+ се. 

(1) 1(2) 
(3) 

(4) 
(5) 
(6) 

Ра.3бt;рем tlекотuрые нри.меры вывод,ов; нuд t.:и.мвuJюм г будем 

ука.3ЫВа.ТЬ tlOмeµ lll)И.M{;tlЛt;MOl 'O tla. Дa.tltlUM Ша.1 '{; lll)a.Bи.Jla., а. tla.Д 
V 

t.:И.MBUJIOM - KUJ!И. 'it;t.:TBU llUBTUl)t;tlИ.И ЭTUl 'U lll)a.BИ.дa.; 

S r-1 aSHC г-2 ааЬСНС г-3 ааЬНСС г-4 

г-4 ааЬЬСС г-5 ааЬЬсС rt> ааЬЬсс; 

S r-1 aSBC г- 1 aaSBC BC г-2 аааЬСВСВС г-3 

г-3 аааЬВССВС г-3 аааЬНСНСС г-3 аааЬВВССС г-4 

l-4 аааЬЬНССС г-4 аааЬЬЬССС г-5 аааЬЬЬсСС гi аааЬЬЬссс. 

S r-1 aSHC r-1 aaSHCBC r-1 ... r-1 ап- 1 S(НС)п- l г-2 
Г-2 апьс нс нс ... нс Г-3 апьнсс нс ... нс -3 ... 

~ 
п-1 п-2 

... Г-3 апьнп-lсп Г-4 anbbHn-2cn Г-4 ... 

. . . Г-4 апьпсп Г-5 апьпссп-1 гJ- 1 апьпсп. (7.2) 
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Можно зс1,метить, '-iTO ноl:редt;твом мно1'окрс1,тно1'О нриме

нения. 11рс1,видс1, (3) в выводе (7.2) 11роиt;хuди·1, ,, 11ере1'онка " вt;ех 

букв н ВJiево ог Bt;ex букв с' т.е. из цепоч:ки апьс нс нс ... нс 
п- 1 

ВЫВUДИТt;Л ЦеПUЧ:Ка. апьвп-lсп . Et.:JIИ t;Ч:ИТёl.ТЬ, 'i:TU Пра,ВИJЮ 

(3) На, Ко..ЖДОМ Ша,l'е (;00TBeT(;'l'BYIOЩel'O ВЫВОДо.. нрименлетt;л 
'l 'o..K, что нрuиt;ходит заменсt 11ерво1'0 вхождения. ценочки. С Н 

ценочкой НС, то нервый ( l:сtмый девый) l:имвод В в цено'-iке 
апьс НС НС ... ВС "нрОХОДИ.Т ;, '-iерез ОДИН (;И.MBOJl С 7 (;Jlедующе-

п-1 

му (;ИМВОду в (в ЦellO'-iKe апьвсс вс ... ВС) нужно нройти. уже ..___,.._.,, 
п-'2 

двсt t;имводсt С и. т . д. Отt;ЮДсt t;дедует, что нрсtви.Jю (3) в укс1,-
зс1,ннuм фрс1,1'менте вывuдс1, (7.2) нримеliлетt.:л 

, п(п - 1) 
1 + 2 + .. . + (п - 1) = 

2 
ра,3 . 

Тu1'Да, 11ut;дедовс1,тедьноt;·1ъ номеров нрименлемых 11рс1,вид 

(нротокод выводс1,) может быть зс1,11и.t;с1,нс1, ·1,с1,к ; 

l 'upa,3дu труднее дока,3с1,ть, '-i'l'U дс1,ннс1,н. 1 'рс1,ммс1,тикс1, 11орu

ждс1,ет ТОJ!ЬКО ценО'--lКИ. ука,За,ННОl'О ВИДа,. llрОа,На,JlИ.ЗИруем дру

l'Ие всtрисtнты нроведенил выводс1, нOt;JH:~ нрименения: 11рс1,видсt (2) 
в выводе (7.2) . 

1. Пot;J1e нримене!iи.л нрсtви.юt (2) нримеliлем нра.ВИJЮ (5) и 
110(.;Jle МН01 '0Кра,ТН01 'О нрименени.л нра.ВИ.Jlа, ( 3) llOJlY '-iа,ем 

апЬС(НС)п-l г-5 апЬr;(НС)п- l = 

= апЬr;НСВС ... НС г! апЬr;Вп-~ сп- 1 . (7.3) 

цеНО'--lКа. Зa.llИ(;a,HHaJI 110 (.;Jlедней Та.КОВа, '--1'1'0 во-неовых ОНа, 1 7 7 1 t' 1 
V V 

не лВJ1летl:л терми.на,J1ьнои, а. во-вторых, к неи не нрименимо ни 
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одно 111яtви.;ю 1'раммати.ки.. Любал такал цено'-iка нi:t3ываетr..:л 

тупиковой. 

2. Нывод (7.2) можно моди.фи.ци.ровать, нрервав на онреде
денном ша1'е нри.менени.е нрави.да (3) и. нри.мени.в нрави.Jю ( 4): 

где тп < ·п - 1. 
Дадее, еr..:ди. ноr..:ред r..:твом нри.менени.я. нрави.да (3) мы 1, 11ере-

1'они.м 1· Bt.:e (;И.МВОJlЫ Н ВJieB01 ТО llOдy'-iИ.M ЦеНО'-iКУ uпььнп-',!,сп, 

И.3 которой Jlel 'КО llOJIY '-iae1't.:Л ценО'-iКа ипьп(;п. 1'аки.м oбpi:t30M, 
,., ,., 

мы полу'-iили другои вариант вывода этои цепоч.ки. 

Но еt;ди. мы будем нри.менлть нрави.Jю ( 4), на'-iи.ная. t; цено'-iки. 

uпЬнтст+l НС ... НС, 
"'--v--"" 

n-1-rn 

до тех нор, нока это во3можно, то ноду '-iи.м цено'iку 

И3 нее, еt;ди: lie нри:менлть t;p i:t3y нрави:Jю ( 5), t;tlOBct нолу
'-iИ.Тt;я. Ц(:ШО'-!Кёi ипьп(;п. llри.мею;ни.е же нpa!:SИ.Jlёi ( 5) нри.ведет к 

,., 
ту ни.ко во и цeLIO'iKe. 

llo ctlia.JI01 'И.И. можtlо раr..:r..:мотреть нрои.3водьtlое '-!ередоваtlи.е 
нри.меliени:л нрави:л (3) и: ( 4). 

Bt;e вари.анты J:SЫJ:SOДct терми.ю::tJIЬliОЙ цено'iки. тем r..:амым 

ра3обраliы. 

н общем же r..::Jiy'-iae t;TpOl'Oe ДOKi:t3aTeJIЬ(;'l'BO TOl'O, '-!ТО какая.

либо нрtщълвденliаJI liaм 1 'раммати:ка lie норождает liи:каки:х 

дру1-и:х цено'iек, кроме цено'-iек онределенliОl'О вида, может 

быть веt;ьма не1-ри.ви.а.J1ьliым. 
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г. Зададим 1 'рамматику 

MliOЖeL:T.1::IOM J-->5 нравид 

S--+ иСА1 
А--+ и~ ЕА I F, 

EF--+ lJF, 

ElJ --+ Uui Е, 

Еи--+ иЕ, 

Си--+ иС1 
CV --+ Си, 

CF--+ Л. 

485 

Можно докаЗать, 'iTO даннал грамматика аорожда~т лзык 

{ип~; п ~ 1 }, т.е. вL:е квадраты lia'1'ypш1ьtlыx 'iИL:t;11, закодиро
ваtltlЫХ в oдtloбyкв~tltlOM ;ы1фавите. # 

llpи докаЗат~дьL:тве утверждеliиЙ о L'рамматиках liaм будет 

у добliо иL:нодьзовать OДliY процедуру 1 которую мы liаЗовем 

nереи.мепов апие.м петер.м unaJl.oв ~ра.м.матики. 

llyL:ть дalia какал-то L'рамматика G = (V, N, S1 J->). Нведем 
tlовый ш1фавит N', tle нереL:екающиЙL:л L: V U N, так, 'iTO между 
;ы1фавитами N и N' ycтatloш1etlo взаимtlо OДtl03tla'itlOe L:оответ
L:твие, нри котором каждый L:имвод А Е: N нереходит в L:имвод 
А' Е: N'. ПоL:троим новую L'рамматику G' = (V, N'i S', Р'), за-

V 

м~нив каждо~ нравидо в ИL:ходнои грамматик~ tlовым, в кото-

ром lia меL:те каждо1'0 вхождеliия: каждо1·0 lieтepмиtlctJ1a А Е: N 
llOL:TaBJlel:i l:i~T~pMИl:ia..il А' с N '. н~трудно ДОКаЗать, 'iTO lLOL:тpo
el:iliaJI таким обраЗом 1 'рамматика G' эквивш1еl:iтliа ИL;ходной. 
1 'оворя. liеформ;ы1ьl:iо, oниL:al:iliOe нреобраЗоваliие L'рамматики 

L:ОL:тоит в нереобозliа'iеliии ее liетермиl:iшюв таким обраЗом1 
'iTO вмеL:то каждо1 'О l:ieтepмиl:ia..11a L;тавитL:я. е1 'О 

1
, двойник ;. , нри

'iем 1, двоЙliИКИ \ L:ООТВеТ(.:ТВующие раЗ!iЫМ l:ieтepMИliёtJHtM, ра3-

J1И 'itlЫ. 
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7.3. Классификация 
грамматик и я3ыков 

Нс1.,ш.>мllим1 'iTO е.ци.1п.:твеllное огрс1.,ни. '--Iеllие, ю::1.,кдс1.,дывс1.,емое 

IO:t lll)cl.,13И.JIO ВЫlЮДсl., дюбой l'l)cl.,MMcl.,TИ.KИ.1 t.:O t.:TOИ.T В ТОМ1 '!ТО В лr:.:

F>Y'IO ·ч,асrп1> прс1.,видо.. должен входить хотл бы оди.1! n r:.:rnr:.:pм.·uндл . 

.l:J 3сl.,ВИ.(;И.М0(.;ТИ. ОТ ДOllOJlHИ.T~lЬliЫX Ol'l)cl.,liИ. '--i(~HИ.Й 1 Нсl.,КJlсl.,ДЫЩ:1.,

емЫХ tlo.. праF> ·ила F>ЫF>ида ё-рам.м.аrп·ик·и1 рс1.,3ди'iо..ЮТ t.:Jшдующи.е 

Ot.:HOBliЫe KJla.t.:t.:Ы l 'l)a.MMa.TИK. 

l . Гра.м.маrп:ики m 'una 0 1 иди zра.м.матик'и общеzо в 'и

да. Здеt.:ь licl., lll)cl.,BИJlcl., ВЫВОДсl., lle lia.KJlcl.,ДЫBcl.,eTt.:Л НИКсl.,КИ.Х ДOllOJl-
u 

нитедЬtlЫХ 01 'ра.НИ.'iеtlИИ. 

2. Неукора'ч/uвающие zра.м.матики. Ка.ждое 11рс1.,виJю 

та.кой 1'рс1.,ммс1.,тики имеет ви.д и -+ (:J, l'де l иl :( lfJI. Тс1.,ким обрс1.,
зом, ДJlИ.tlcl., нро..вой 'icl.,t.:ти. 11рс1.,видо.. tle меtlьше ДJlИllЫ J1евой. 1 'ро..м
мс1.,тикс:1., G4 из 11ри.мерс1., 7.5 еt.:ть llеукорс1.,'iивс1.,ющая. 1·рс1.,ммс1.,·1,икс1.,1 
но 1'р1:tммс:1.,ти.кс1., G5 из TOl'O же 11римерс:1., та.ковой tle ЛJ3J1я.етt.:л . 

3. Коптекстпо-зависи.мые zра.м.матик'и (КЗ-zра.м.ма

тики). l 'рс1.,ммс1.,тику Hcl.,3ЫJ:3cl.,IOT KOllTeKt.:TH0-3cl.,1:3Иt.:ИMOЙ 1 ·рс1.,ммс1.,
тикой (КЗ-1'рёtммс:1.,тикой) , е t.:ди дюбое ее нрёt!:3ИJЮ 1:3Ы!:30Дёt имеет 

1>ид tрАф -+ tр~ф , 1·де А - nr:.:mr:.:pм.·unaл, ~ - llекоторая. цено'i

ка., ( / Л. Ка.ждое та.кое 11рс:1.,вюю 1 нс1.,3ывс:1.,емое КЗ-nрави.11,0.м,1 
11оз1:3одя.ет зс1.,менить 1iетерминс1.,J1 А 1:3 п контекt.:те "1 обрс1.,3 у емом 

цено'iка.ми tp и ф 13 uбъt:д'U,n r;nnuм алфаF>·иrпr:.: 1 ненуt.:той цено'i

кой ( (t.:м. зс:1.,ме'iс1.,llие 7.l) . Ино1·дс:1., цено'iку tp нс1.,3ы1:3с:1.,ют .11,евы.м 

коптпекстом1 с:1., цено'--Iку ф - правым контекстом Дёttlного 

КЗ-nрави.11,а. Из онредедения. 1:3ИДllО1 '!ТО кс1.,ждс1.,л КЗ-1·рс1.,ммс1.,-
u 

тика. лвдлегt.:л tlеукора.'iивс:1.,ющеи. 

l 'рс:1.,ммс:1.,тикс:1., G4 из нримера. 7.5 tle ЛJ3J1летt.:л КЗ-1·рс:1.,ммс:1.,

тикой, 1·с1.,к кс1.,к 11рс1.,1:3иJю С В -+ ВС не Я.1:3длетt.:л КЗ-нра.1:3ИJЮМ. 

Ot.:·1'c1.,J1ьtlыe же 11рс:1.,видс:1., выводс:1., этой грс:1.,ммс:1.,тики - КЗ-11рс:1.,ви

дс1.,. l 'рс1.,ммс1.,тикс1., G5 из нримера. 7.5 lle Я.J3J1летt.:я. КЗ-1·рс1.,ммс1.,тикой 

хотл бы ИЗ-За, Hcl.,JlИ. 'iИЛ нра.ВИJlёt ВЫВОДёt t.: нуетой 11рс:1.,вой 'iа,(;ТЬЮ. 

КЗ-1·рс1.,ммс1.,ти.кой Я:J3J1я.етt.:я: l'рс1.,ммс1.,ти.кс1., из 11римерс1., 7.3. 
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Ес;ди в КЗ-нµавиш~ с;liлть тµебоваliие ш~нус;тоты цено'iки 

~, то ноду'iим 1 ·µамматику, кuтоµую наЗывают обобщен,н,ой 
КЗ-грамматикой (иди, кuµuткu, ОКЗ-грамматикой). 

4. Кон,текстн,о-свободные грамматики (КС-zрамма
тики). Каждое нµавиJю такой 1'µамматики имеет вид А ➔ сх, 

т.е. дева.н 'iШ..:ть каждu1·u нµавида вывода еt.:ть lieтeµмиliaJl, 

а нµаваJJ. - 11µои3вuдьliа.н (может быть и нус;таJJ.) ценu'iка в 

uбъединенliuм аJ1фавите. 

С нµакти 'iес;кой ТО'iки 3µе1iил это liаибодее важliыЙ кдаt.:с; 

1'µамматик, ноt.:кодьку именliо в теµмиliах КС-1,рамматик они

t.:ываетс;л t.:иliтакс;ис; л3ыкuв 11µ01 ·µаммиµuваliия., и этим 1'µамма

тикам будет нос;влщена OTД!:',,JIЬliaл l'дава. l~µамматики G'2, G3 
И3 нµимеµа 7.5 я.вдлютt.:я. КС-1·µамматиками. 

5. Линейные граммап~ики. Каждое нµавидu такой l'µам
матики имеет вид А • 'UB·u иди А • 'U, т .е. в нµавuй 'iаt.:ти 

нµавила может t.:uдеµжатьс;я. не более одно1'0 вхождеliил нетеµ

минаJ1а. Еt.:ли вu вt.:ех пµавилах вида А --t ·uH'u имеет меt.:тu 'И = Л, 
то 1'рамматика liсt3ываетt.:л nраво.липейной, а e(;JIИ ·и= Л -
.лево.линейпой. 

Пример 7.6. JlиlieЙlioЙ лвдлетL:я. 1·µамматика 

Muжlio дuкаЗать, ч.тu эта 1·µамматика ноµuждает вс;е НаJIИli

дµомы в аJ1фавите V, т.е. вt.:е цено'iки, 'iитаемьш (;J1ева liанµаво 

так же, как и L:нµава liaJшвo. Нанµимеµ, длл V = { а, Ь, с;} це
нu'iка ас:ЬЬс:а - 11аJ1и1iдµом. tlывuд e1·u в 1·µамма'1·ике G6 (для. 

дatнiOl'O тeµмиliaJIЬliOl'O аJ1фавита) будет иметь вид 
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Замечание 7.2. Формш1ы-1ое 011ред~1еliи.е 11ш1и.1iдром1;1, т1;1,

ко.1:ю. НаЗовем ипверс·ией liенуt.:той цеnоч,ки 

х = x (l)x(2) . .. x (k - l)x(k) Е: V 

ценочку 

хн = x (k)x (k - 1) ... x (2)x (l). 

Для 11у (.;той ценочки. л 110 онредеJШliИ.Ю (.; Чи.т1;1,ем лн., = л. Па
.л,·ипдро.м в ш1фсtви.те V - это любая: ценочюt :с, для кот·орой 

хн= х. 

6. Ре-гу.л,ярпые -гра.м.матики. У тсtкой 1'рсtммсtти.ки. ксtж

дое нрсtвиJю имеет· ви.д А • иВ и.ли А • и, где и е(.;ТЬ либо 

термиliш1, либо 11у (.;т1;1,я цено'iКа,. Ре1'удя.рliь~е 1'р1;1,мм1;1,ти.ки. 
u u u 

'ia,l,;'l'liЫИ t.:Jiy'ia,И 11{-)a,BOJIИ.lieИliЫX 1'{-)а,ММа,ТИ.К . 

Эти. 1-р1;1,ммёН'и.ки. нодробliо будут р1;1,(.;(.;МОтреliы в 7.4. 
Приведем без дuкаЗа.Т~lЬ(.;ТВа, J:ieкuтupыe утверждеliи.я u 

KJla,(.;l,;a,X 1 '.(.)1:1,ММа,ТИК. 

Теорема 7.2. 1. Для. дюбой 1-р1;1,мм1;1,·1-и.ки. ти111;1, О может быть 

110 (.;тpoeli1;1, :Jr~:в ·ива1н::,'Н,rпнал ей ОКЗ-1-р1;1,мм1;1,ти.ксt. 

2. Ддя любой Шjукор1;1,'iи.в1;1,ющей 1'рсtмм1;1,·1-и.ки. может быть 

110(.;тpoelia. экви.вш1еliтliМ ей КЗ-1 'р1;1,ммсtти.ксt. 

3. Для дюбой JШBOJIИtieЙtroЙ I'рсtммсtти.ки. может быть 110-
u u 

l,;T.(.>OeJ:ia, ЭКВИ.В.ШШliТliа,Я еи 11.(.>ёtВ.OJIИ.lieИtia,Я 1 '.(.> 1;1,ММёtТИ.Ка,, и., liа,-

оборот 1 ддя. любой 11р1;1,1юди.liеЙliоЙ 1 'р1;1,ммсtти.ки. может быть 
V V 

110(.;T.(.>Oelia. ЭКВ.И.В.ШlеliТliс\.Я еи дeВ.OJIИ.lieИlic\.Я 1 '.(.>о..ММёtТИ.Кёt. 

4. Ддя. дюбой 11р1;1,в.оди.liеЙliОЙ 1-р1;1,ммсtти.ки. может быть 110-
(.;TpOeJ:ict ЭКВ.И.В.ШiеJ:iТliМ еи pel 'Y JlЯ.{-)liM 1 '{-)ёtММо..ТИ.Кёt. # 

Отметим, 'iTO докаЗсtт~1ьств.1;1, нерв.ых дн.ух нуliктов. теоре

мы 7.2 веt.:ЬМёt liеТ'рИ.ВИШlЬtiЫ'i' . 

Кд1;1,(.;t.:и.фи.ксtци.я. я.зыков., норождсtемых 1 'рсtммс1.,ти.ксtми., тet.:

liO (.;В.ЛЗа,liа, (.; КJlа,(.:(.:И.фи.к1;1,ци.ей (.;а,МИ.Х 1 '.(.>а,ММа,ТИ.К , хотл И. lie 

тuжде(.;тв.еliliа. ей. Язык oтliut.:лт к к.л,ассу С, е (.;ди. (.;уществ.у-

"См.; l '1iy'Шr,;иrз Н.М ., Ц~йта·иn 1 '.l!J., Ющ~nr,;и l!J.Jl . 



7.3. Кл,н:сифию:~циJ1 грамматик и J1зыкин 

ет 1'µамматика кдаlта С, ноµождающая. да1н1ый я.зык. Та

ким обµазом онµедедлютGл Л,ЗЫКU muna О, пеукора'чиваю

щие Л,ЗЬ~ки, коптекстпо-зависи.мые Л,ЗЫКU ( КЗ-Л,зы,,ки), 

обобщепные коптекстпо-зависи.мые Л,ЗЫКU ( ОКЗ-J(,зы

ки) , коптекстпо-свободпые Л,ЗЫКU (КС-J(,зыки) , .л,ипей

ные Л,Зыки, право- и .л,ево.л,ипейные Л,Зыки, регу.л,Л,рные 

Л,ЗЫКU. 

Так как вt.:я:кал ОКЗ-гµаммати:ка лВJrлет<..:я: гµамматикой ти

на О , то в t.:оотве·1ттвии t.: 11. 1 теоµемы 7.2 кдаt.:t.:ы я:зыков тина 

О и ОКЗ-лзыков <..:овпадают. В l:иду 11. 2 того же утвеµжде

нил, а также ввиду то1·0, 'iTO дюбал КЗ-гµамматика ЛВJiя:е·гt.:я: 
V V 

неукоµа'iивающеи 1·µамматикои, <..:овнадают кдаt.:<..:ы неукоµачи-

вающих и КЗ-лзыков. В t.:иду 1111. 3 и 4 теоµемы 7.2 t.:uвнадают 
V 

кдаt.:lЪI нµаво- , деводинеиных и µе1·удлµных л.зыков. 

Но можно доказать L:деду ющие факты. 

Теорема 7.3. 1. Сущеl:твует ОКЗ-я:зык, не я:вллющийt.:л 

КЗ-я.зыком. 

2. Сущеt,;твует КЗ-я:зык, не я:вдя:ющийt.:я: КС-я:зыком. 

3. Суще<..:твует КС-я:зык, не лвдлющийt.:я. J1инейным лзыком. 

4. Сущеt.:твует дин~йный л.зык, не ЛВJ1л.ющийt.:л µе1·уJ1я.µным 

Я:ЗЫКОМ. # 

Некотоµые из утвеµждений теоµ~мы 7.3 мы докажем нозже. 

CeйL1at.: зам~тим тодько, 'iTO лзыки, ноµожда~мые 1'µаммати

ками G4 и G5 из 11µимеµа 7.5, не я:ВJrя:ют<..:я. КО-я.зыками, хотя: 
V G ддя. лзыка, 11оµождаемо1·0 1·µамматикои 5 , можно ноt.:тµоить 

ноµождающую его КЗ-1,µамматику . Язык нµавидьных l:кобоч

ных t.:тµуктуµ, ноµожда~мый 1·µамматикой G'J из 11µим~µа 7.5, 
V 

н~ Я:ВJIЛ~ТL:Я: JIИН~ИНЫМ я:зыком, а я:зык llaJIИHДJ.)OMOB из 11µим~µа 

7.б не еt.:ть µ~1-удлµный я.зык. 

Итак, можно утв~µждать, 'iTO им~ют м~t.:то t.:дедующи~ 

<..:TJ.)Ol'И~ ВКJIЮ'i~НИЯ. KJicLL:L:OB я:зыков; 

? El~ с ЛИН с КС с ОКЗ = ТИН О; КЗ с ОКЗ, 
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1'де PEl ', ЛИН, КС, КЗ, ОКЗ, TИll l) - кдс:\.t;t;ы ре1'удлр1iых, 

JH1lieЙliыx, КС-я.зыков, КЗ-я.зыков, ОКЗ-я.зыков и я.зыков ти11с1., 

l) t;Ooтвeтt;твeliliO. 

Замечание 7.3. Н t;иду 11. 1 теоремы 7.3 требовс:\.liие, t;О

с.;толщее в том, 'iтобы в КЗ-11рс:\.ВИJШ '{JАф • '{J~ф цено'iкс:\. ~ быдс:\. 

1iе11у с.;той, я.вдлетt;я. 11ри1iци11иа.11ьliым. Н 8.2 мы докажем, 'iTO с.; 

011редедеliliыми 01'оворкс:\.ми кдс:\.t;t; КС-я:зыков можliо вкдю'iить 

в кдс:\.t;t; КЗ-я.зыков, поt;КОJrьку дюбую КС-грс:\.ммс:1,тику можно 

11реобра.зовс1.,1ъ к эквива.11е1il'liUЙ КС-1·раммс1.,·1·ике1 tle t;uдержс1.,

щей нрс:\.видс:\. выводс:\. видс:\. А ➔ Л. # 
llpИ!iЦИllИё:\.IIЬliOe раЗдИ'iИе между Кдс\,(.;(.;Ификс:\.цией l'ра,ММа,

тик и лзыков t;ОLтоит в Qiедующем. Чтобы онредедить Kдc:\.t;t.: 

l'ра,ММс:\.ТИКИ, ДO(.;T'a,TO'iliO нос.;мотреть tia, MliOЖet;TBO ее 11ра,ВИJ1 

выводс1., . Чтобы дока.зс1.,ть ,, нодожитедьliое " утверждеliие о том, 

'iTO Зс:\.Дс\,liliЫИ лзык ес.;ть я.зык Ta,KOl '0-TO KJla,(.;(.;a,1 ДO(.;Ta,TO'iliO 

нридумс:\.ть дюбую 1',l)с:\.Ммс:\.тику из t;Оответс.;твующе1'О кдс:\.t;Сс:\., 

которая е1'0 норождает. Но 'iтобы доказать " отрицатедьliое" 

утверждеliие о Kдa,t;r.;e я.зыкс:\., т .е . дока.зс:\.ть, 'iTO лзык lie нри

tlаддежит такому-то кдаt;t;у я.зыков, liYЖliO дока.зать, 'iTO tle 
t;ущеt.:твует 1'рс1.,ммс1.,·1·ики t.:оответt.:твующе1'0 кдс1.,t.:t.:с1., 1 которан е1'0 

норожда.ет. Этс:\. За.Да.'iа. 1 'ора.здо тру дtlee. Некоторые методы 

ноt.:троеtlи.н нодобtiых дока.зс1.,теJ1ьt.:1'в будут pc1.,t.:t.:мupe1iы да.11ее . 

7.4. Регулярные Я3ЫКИ 
и регулярные выражения 

Н замкпуrпим nuлy·r,;uлtturt;; ,С ( V) вt.:ех я.зыков в а.11фс1.,вите V 
ра.t;r.;мотрим ·пиdалс:,ебруi пирижdеппую м,н,ижес:rnF:>uм1 которое 
t.:оLтоит из 11у t.:то1'О лзыка., лзыка. {Л} , вt.:ех лзыков {а}, а Е V 
(каждый из которых t;Одержит eдиlit;твeliliYIO oдlioбyквeliliYIO 

цено'iку а), и замкпутую urnnur.:'Umeлttnu ·urnepa·и/u·u. Этс:\. нода.11-

1'ебра.1 обозliа.'iа.емс:1,я. R.(V)1 ес.;ть пилукuлt,цu r.; ·urnepau,'Ueй. Olio 

и1'ра.ет ва.жliеЙшую родь в теории форма.11ь1iых .нзыков . Е1'0 

!iс:\.ЗЫВс:\.ЮТ nо.л,уко.л,ьцо.м, ре-гу.л,.ярuых .языков . Да.1ше будет 
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дuюt3o.,tlU, 'iTU эдемеtlты 11uдукuдьцо., R (V) я:~н1ю1·1..:.н в TU'itlUL:ти. 
реё-у,Л,ЯрНЫМ'U языка.м:и, Т .е. Я.3ЫКёl.,МИ., 11OрОЖДё:1.,еМЫМИ. реё-у,Л,ярны

М,'U ё-раммаrп·икам;и. 

Теорема 7.4. }i3ык в с.1,дфавиге V ре1'удлрен то1'да и годько 
то1'до.,, ко1•до., Otl л~1лет1..:л эдемеtlтом 11одукодьцо., R( V). # 

ЗдеL:ь мы tle будем доко.,3ыво.,•1ъ эту теорему, о., выведем 

ее 11O3же, O11и.рал1..:ь tla д,ру1·и.е теоремы о pe1·yJшptlыx л3ыках 
(1..:м. 7.5). 

То.,ки.м обро.,3ом, мliоже1..:тво ре1'удя.р!iых л3ыков в ё:1.,J1фави.те 

V = { а1, ... , ап} е1..:ть tle 'iTO и.ю.>е, ко.,к замыкан'Uе кolie'ilio1·O МliО
жеL:тва {,Q\ {Л}, {а1}, ... , {ап}} urnнuc:'Urne,Л,ьнu unepa14'Uй объеди.
liеliи.я., L:oeд,и.lieliи.л и. и.теро.,ци.и. . СJшдово.,тедьliо, Ко.,К и. в1..:лкое 

П-замыкан'ие, оно может быть oниL:o.,tlO иид;укти.вliо ( L:M. 4.1), а 
имetltlo; 

1) 11уетое множеL:тво 0, множеL:тво {Л} (L:оL:тоя.щее и3 одной 
11уL:той цt:ШО'iки.) и. МliОЖеL:тво {а} ддя. Ко.,ждо1 ·о а Е: V L:'iи.то.,ем 

ре1 'У дЩ.>liым я.3ыком в ёl.,Jlфо.,ви.те V; 
2) eL:JlИ И3BeL:TliO, 'iTO р и. Q - µе1·удлрные Я.3ЫКИ. в ё:1.,Jiфо.,ВИТе 

V, то к МliОжеL:тву ре1·удлр!iых л3ыков в ё:1.,J1фави.те V L:дед,ует 

добо.,ви.ть uбъе(Juнен'Uе Р U Q и. с:uеdш-1,ен·ие PQ; 
3) eL:JlИ И.3BeL:TliO, 'iTO р - ре1'удлрliыЙ Л3ЫК в ё:1.,Jiфави.те 

V 1 то к МliОЖеL:тву ре1'удлµliых л3ыков в ёi.,Jiфо.,ви.те V L:JШд,ует 

добавить е1 'О итеµацию Р*; 

4) liИ.Кёl.,КИ.Х дµу l'И.Х µе1 ·удЯ.l-)liЫХ Л3ЫКОВ, кроме O11µeд,eJШliliЫX 

в 1111. 1- 3, lie t.:ущеt.:твует. 

И3 O11ред,еJШliИ.Л pe1'yдлl-)liOl'O л3ыка, теоремы 7.4 и. L:дед,-

1..:тви.л 7.1 lieмeд,дeliliO вытекает, 'iTO и. пuз'Uтn:ивная итперm.1/ия 

регуллµRОГО Л3ЫКёl., µегудЛl-)fiёl.,. 

Дё:1.,J1ее мы 3a'iaL:·1·yю будем 1·оворить 11µOL:то о ре1·удя.рliых 

Я.3Ь1Кёl.,Х (и.ди. pe1·yдЛl-)liЬlX MliOЖeL:TBo.,X), 11одро.,3умево.,Л, 'il'O фи.к

L:и.роваи иекотоµый ё:1.,J1фави.т V. 
Ад1'ебµаи'iеL:ки.е O11.еро.,ции tlo.,Д ре1•удлµными. л3ыками. удоб

но 11ред,L:та~1я.ть t.: номощью так liёl.,3Ываемых ре-г.у.л,ярпы-;х; вы
ражеиий. Ко.,ждое µе1·удя.µtlое выµо.,жеtlи.е 11µедt.:п:1..~1лет (и.J1и. 
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uбUЗtla,'-iё::l,tT) Ш:~кuтuрый ( UДtlUЗtlё::l,'-itlU uнрtЩ~Jl}Н:~мый) р~1 ·у дн:р

tlЫЙ лзык, нри. 'i~м лзыки. 0, { л} и. {а}, где а Е: V, oбoзtla,'-ia,

IOTQ'I вырс:1,жеtlИ.ЛМИ. 0 7 л и. а l:UUTBeTL:TBetltlU7 и. еL:дИ. pe1·yдлptlUe 

вырс:1,жеtlи.е р обозtlа,'-tс:1,ет ре1·уJШрtlыЙ лзык Р, с:1, pe1·yю1ptlue вы

рс:1,ж~tlи.е q uбuЗtla,'-tc:1,e·1· р~1·уJн1рtlыЙ лзык Q, тu р~1·удлрtlые вы
рс:1,жеtlи.Я. (р + q), (pq) и. (р*) oбuзtla,'-ia,IOT ре1·удлрtlые мtlожеL:твс:1, 

Р -.J Q 1 PQ и. Р* L:оотве1ттвенно. Тс:1,ким обрс:1,3ом1 в ре1·удлрных 
вырс:1,жеtlю1х ддл uбoЗtla,'-tetlи.я. u11ерс:1,ци.и. объед,и.tlеtlи.л лзыкuв и.r.;

нодьз у ЮТ 31-JдК ,, + ;, ( LlJl.Юl:). 
Уr.;Jювимr.;л тс:1,кже ддл pe1·yдлptlOl.'O вырс:1,жеtlи.л схсх* и.ди. сх* сх 

И.t;IIOJib30Bi::1,Tb обо3На,'iение сх+ И. tli::1,3ЬIBё::l,Tb это вырс:1,жеtlие 1IО3И-
V V 

ТИ.ВtlОИ и.терс:1,ци.~и вырс:1,ж~tlИ.Н: (Х. 

Замечание 7.4. ВведеtltlЬШ выше обознс:1,'-tени.л регудлрных 
вырс:1,жени.Й L:оздс:1,ют нри. и.r.;нодьзовс:1,ни.и. L:ИМВОJШ, л некий " кон

фди.кт ;, обознс:1,'-iений. А именно мы можем, в зс:1,ви.L:и.моL:ти от 

контекr.;тс:1,7 IIOHИ.Mё::l,Tb этот l:ИMBOJl. И. Кё::1,К обоЗНа,'-iени.е (;ё::1,МОЙ ну

r.;той ценО'-iКИ.7 и Кё::1,К обознс:1,•-шни.е ЛЗЬIКё::1,7 t;OL:TOЛЩeL'O И.3 одной 

нуL:той цено'-iки. (это и будет L:обr.;твенно ре1·удлрное вырс:1,жени.е 

л). Эти. И.tlтер11ретс:1,ци.и. l:И.MJ:.IOJli::1, Л L:Jleдyeт тщс:1,тедЬtlО рс:1,31 'pa,

tlИ. '-iи.вс:1,·1ъ. Н то же время. ( и ·1·с:1,ковс:1, трс:1,ди.ци.я. и.зJюжеtlи.Я. теор и.и. 

формс:1,J1ьных лзыков) врлд ди. цедеr.;ообрс:1,3но вводить д,дл ре1·у

юrрно1'О вырс:1,ж~ни.л1 обознс:1,'-tс:1,юще1·0 лзык {л} 1 кс:1,кое-то новое 

oбoзtla,'-ietlи.e . # 

Можнu L:окрс:1,т•и.ть колич:еL:тво L:кобок в регуллрных вырс:1,

женин.х* , нри.tlн.в r.;Jшдующее r.;01·дс:1,шеtlие о 11ри.ори.тетс:1,х; r.;с:1,мый 
V 

выr.;оки.и нриоритет имеет онерс:1,цил и.терс:1,ции. , зс:1,тем - L:oeди.-

tletlи.я. и. , tla,KOtleц, - 06'.ьеди.tlеtlи.я.. Тс:1,к, ре1 'У юrptlue вырс:1,жеtlи.е 

а*+ (Ьс;)* обознс:1,'-tс:1,ет множеL:тво цено'-iек, r.;оr.;·1·олщее и.з цено

'-iек ВИ.Дё::1, а'\ 'fl, ~ ul И ценО'-iеК ВИ.Дё::1, ( ЬиУ\ 'fl, ~ u7 !'Де а, ь7 (; (::; V. 
Иr.;11одьзовс:1,ние ре1'удлрных вырс:1,жений нозволлет 11оду'-tс:1,ть бо

дее tla,l ·дя.д,tlу ю и. нроL:ту ю tlотс:1,ци.ю ддл ре1 'У длрtlых лзыков. 

"llo с1,н:с1.1ю1 ·ии <.: т~м, кс1,к мы 1.\~лми это в фирм,у1~и,:.1;1 щ>~l.\<.:Тс\.ВШiющих 

бу✓1,евь~ фуиr,;·и/ии ( l:M. ().4) . 
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Та.к, вме(;ТО pa,(;(;MO'l'pel:iJ:iOl 'O выше ре1 ·у дЛpl:iOl 'O выра.жеJ:iИЯ мы 

доджl:iы быди. бы и.с.;1шдь;зовать 1·оµа;здо мel:iee выµа;зи.т~1ьl:iую и. 

более 1 'µомо;здкую формулу: {а}* U ( { Ь} · {с;})*. 
Соотве·1·с.;1·ви.е между ре1·уш1р1:iыми. МJ:iUжес.;твами. и. ре1·удн.µ

J:iЫМИ. выражеJ:iИ.Н.МИ. J:ie Н.ВJН[е'l'(.;Н: в3аИ.МJ:i0 UДJ:i()3J:ia'iJ:iЫM: UДJ:i() И. 

то же ре1·удн:р1:iое МJ:iожес.;·1·во может 11µедс.;·1·авJштьс.;н. МJ:iо1·и.ми. 

ре1 ·у JHipl:iыми. выражеJ:iи.лми.. llродемоl:iс.;три.руем это J:ia таком 

11ри.мере. 

Ра.с.;с.;мотри.м ре1 ·удлр11ое выражение 

Ис.;11одь;зуя: акс·иuмы nuJ1,yri;uJ1,t,цa ((;м. 3), 11реобра;зуем :с с.;дедую
щи.м обµа;зом: 

х = (Ь+а)+ + (Ь+а)*Ь* = (Ь+а)+ + (Ь+а)* + (Ь+а)*Ь+ = 

= (Ь+а)"' + (Ь+а)"'Ь+ = (Ь+u,)*Ь"' . 

.l::k:e ре-гу.11,ярпые выраж;епия, фи.1·ури.рующи.е в эти.х 11ре

uбра;зовани.лх1 ~кв·ива.11,еnтпь,,1 т.е. вr..:е OJ:iи. uбо;зна'iают uди.l:i 

и. тuт же ре1·удлр1:iыЙ л;зык. llрuбдемы pac.;11U3J:iaвal:iи.л экви.ва

JШJ:iТJ:iОt.:ти. двух 11рои.;зводьl:iых ре1·удн.р1:iых выражеl:iи.и, автома

ти.;заци.и. тождес.;твеJ:iJ:iЫХ 11реобра;зоваJ:iи.Й ре1·у JI.ЛJ.>liЫX выраже

J:iи.Й И. 110И.(.;К c.;aMOl 'O KOpOTKOl 'O (,, OlП'И.MaJl.ЬJ:iOl 'O .~) ре1 'YJПlpl:iOl 'O 

выµu.жени.я.1 обо3На.'iа.Юще1·0 да.11ный µе1·удлµ11ый л;зык 1 веr..:ьмu. 

трудны и. ;здеr..:ь не обr..:уждu.ютr..:л. l3 ц~юм с.;оотl:iошени.е меж
ду ре1·удя.рными. вырu.жени.я.ми. и. ре1·удя.рными я.;зыкu.ми ш1олне 

u.нaJIOl'И'iJ:iO с.;оот11ошению между фuрм,уJ1,ам,·и и буJl,еf>ым·и функ

·ц·иям·и (r..:м. 6.4). l3 'iа.t.:т11оr..:ти, et.:Jrи 11ереход от формулы к 

эквивмент'11uй фuрмуJш в теuрии: булевых фу11кци:й с.;uвершает

с.;л с.;оглu.с.;но акс-иuмам булеf>uй але,ебры и другим тождеr..:твu.м 1 
вьнюдимым и;з этих акс.;иuм, тu 11ерехuд uт ;заданнu1·u регу

длрнuгu вырu.женил к эквившrенгнuму регуллрнuму вырu.жению 

11рои;зводитс.;я. c.;u1·дac.;J:io акr..:иомам 11uлу кuдьца и тождес.;твам, вы

водимым И3 liИX. 
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31::\,'--lc\,(.;TYIO в ДаJlЬliеЙшем, еt;дИ. это lie llOВJle'ieT liellOliИ.Mc\,liИ.Л , 

мы будем отождеt;тВJ1лть µе1 'у ллµliыЙ я.зык t.: обоЗНс\,'iс\,ЮЩи.м е1 'о 
µе1'удлµным выµс\,жени.ем (дюбым!), 'iTO нозводи.т не вводить 
liOBыx oбoЗlic\,'ieliи.Й и. 11oлt.:lieliи.Й. Тс\,к, ддя. pc\,t.:t.:мo·1,µelili01 'О вы

ше нµи.меµс\, мы можем lic\,llИ.t.:c\,TЬ ЬЬаЬаЬЬЬ Е= ( ь+ а )*Ь\ 'iTO, t.:тµо-

1·0 1·овоµл, обоЗliс\,'iс\,ет фс\,КТ нµиliс\,ДJШЖliОt;ти цено'iки. ЬЬаЬаЬЬЬ 

языку, oбoЗlic\,'ieliliOмy µе1 'У ш1µliым выµс\,жеliи.ем ( Ь +а)* Ь*. Рс\,

з у меетt;а, L:Jшдует воздеµжи.вс\,тьt;л.1 1iс\,11ри.меµ , от унотµебJШliи.л 

Тс\,КОЙ Зс\,llИ.t;И.; л Е= л, хотя:, et.:JlИ. ноду Мс\,ТЬ) и. здеt.:ь вt.:е llOliЯ:'l'

liO: нуt.:тм цено'iКс\, Л нµи.liс\,ДJШжи.т азыку { Л}, обоЗliс\,'iс\,емому 
µе1 'У JlJil->liЫM ВЫI->с\,Жеliи.ем л. 

7.5. Конечные автоматы. 
Теорема Клини 

О ДliОЙ из liс\,ибодее Вс\,Жliых Зс\,Дс\,'--1 1 решс\,емых в теоµи.и фоµ
ма.11ьliых я:зыков1 авдлетt.:я: t;дедующс\,л. 

llyt.:ть 31::\,Дc\,lic\, litжотоµс\,я. пирижdающаJf., ё,раммаrпика G t; 
rперм·инал;1:,ным aJ1.,фafYurnuм V и ·цenu•tiкa х в а.11фс\,вите V. С11µс\,

ши.вс\,етt;л ; 11µИ.liс\,ДJШжи.т ди. цено'iКс\, х Jf.,':JЫKY7 пирижсJаемиму 
ё,раммаrпикий G'? Эту 31::\,Дс\,'iУ liс\,ЗЫВс\,ЮТ nроб.ле.мой nринад

.л,ежност·и для: 1 'µ1::\,ММс\,тики G. Н теории. фоµма.11ьliых я:зыков 
ДОКс\,ЗЫВс\,еТ(.;Я.1 'iTO нµобдеМс\, 111->И.liс\,ДJШЖliО(;ТИ. µс\,ЗµешИ.Мс\, ДJ!Я: 

КЗ-1 'µс\,ММс\,тик и ддя: КС-1 'µс\,ммс\,тик, liO в общем L:JIY'ic\,e не 
µс\,Зµеши.мс\, ддл l'Vc\,MMc\,TИ.K 'l'И.111::\, О. jJeшeliи.e нµобдемы 11µи.

llс\,ДЛеЖl!Оt;ТИ L:Ot;TOИT В µс\,Зµс\,ботке l)c\,L:llOЗllc\,IOЩeгo аJIГОрИТМс\,, 

котоµый для: нµои.зводьных гµс\,ММс\,ти.ки. G ( и.з Зс\,Дс\,Нного Kдc\,L:t;c\, 
i'Vc\,MMc\,TИ.K) И. ценО'iКИ. Х 3 1::\, KOlie'iliOe 'iИ.l:JIO Шс\,l'ОВ ВЫДс\,еТ от

вет lic\, 110(.;Tc\,BдeliliЫЙ выше вонроt;. н O(;liOBe llOДOбliOl'O рОДс\, 
а.lll 'Ори.тмов деЖИ.'l' Мс\,ТеМс\,ТИ. 'iet;Kc\,Я: модедь Л.ЗЫКс\,, liс\,ЗЫВс\,еман 

распознающей .моде.лr,ю и.ди. ана.лизирующей .моде.лr,ю и. 

Я:ВJlЯ.ЮЩс\,Я:с;л Кс\,К бы зеµка.11ьliоЙ к порождающей .моде.л,и, 

нри.меµом котоµой L:J1ужи.т ноµождс\,ЮЩс\,Л l'Vc\,MMc\,TИ.Kc\,. Тµс\,

ди.циоliно с\,liа.11и.зиµующие модеди. я.зыков Нс\,ЗЫВс\,ЮТ авто.ма

та.ми. Н Кс\,ЖДОМ Кдс\,t;с;е лзыков может быть онµедедеliс\, 111::\,Vc\, 
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1, 11оrожд1::1..ющ1::1..л модедь - 1::1..1:нt.J1и.3ирующ1::1..л модедь ;. и.ди., д!>У

I'и.ми. (.;JIOBciMИ. 111::1,1)1::1, l'l)ciMMciTИ.Kci - 1::1..BTOMciT;. l'де 1::1..BTOMciT В 1 1' 1, 1' 1 . 

011rедеденном смыСJ1е 1::1..юt.J1и.3и.!)ует (r1::1..с1103н1::1..ет) це110'-lки. , 11oro-
V 

жд1::1..емые l'!)сiММа..ТИ.КОИ. 

НефО!)М1::1..JlЬНО ciBTOMciT можно ОllИ.(;а,ТЬ Ка..К У(;Т!)ОЙство, (;0-

(;ТОлщее и.3 б.л,ока уnрав.л,епи.я1 входпой .л,епты1 ~о.л,ов

ки авто.мата и. бдок1::1.. впутреппей nа.м.яти авто.мата 

(rи.с. 7.2). Н1::1.. денте1 котоrа..л 11rед11ода..1'1::1..етсл нодубе!;коне'-lной 
(не Оl'!)а..НИ. '·iеННОЙ (;lll)a..Bct) И. !)i:t3Деденсt на Л'-lеЙки., 3а11и.сывсtютсл 

це110'-lки. во входпо.м а.л,фавите ( обо3юt'-!аемом дадее V) так, 
'-!ТО буквы це11О'-1КИ. 31::1..НИ.Ма.ЮТ llОСJtедоватедьно, На.'-lИ.На.Л С lШ!)

вой и бе3 нrонусков, Л'-lеЙки Jtef:iты - 110 одной букве в ксtждой 
Я.'-lеЙке. Цено'-lку , 31;1.,11ис1::1..нную таким об!)аЗОм lici входtlоЙ денте 
автом1::1..тсt, будем наЗыв1::1..1ъ входпой 'Цеnоч,кой. БJюк у11rаш1е-

V 

f:iИ}l может В Ка..ЖДЫИ момеf:iТ вrемеf:iИ liаХОДИТЬ(;}! В OДf:iOM И3 

IO>Re'-ltlUГU миuже!;гва сосrпо.япий (uбо3Rачим его 'it:l)t:3 Q), а 
головка мuж1:;г быть у(;танuВJ1ен:1;1., в T'U'iliU(;T·и lia. uдRY л'iеЙку 
ВХОДН:ОЙ Jl.!:liTЬI. Н Та.КОМ CJIY '-la.e l.'ОВО!)ЛТ 1 '-!ТО а.ВТОМа.Т 0603!)!:;-

v 

всtег .д;сtниую л'-lеику. 

Автомат, '-lитая. входную це110'-lку 1 !)сtбuтсtет 110 Ша..l'а..М (иди 

110 та.кта.м) . llу(;ть в lieкuтurый мuмеtlт вrемеtlи а.втuма.т uбu-

3!)евсtет ксtкую-тu Н:'-lеЙку деtlты1 ct блок y11l)ctВJteliиn f:ictxuдитcn 
в некuгuruм (;О(;Голнии q с Q. Такrп рабоrпы авrпо.маrпа 

Входная лента 

а ..... . 

Головка автомата 

Блок 

управления 

Рис. 7.2 

Внутренняя 

память 

автомата 
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(;0(.;T0l1T В ТОМ7 '--lTO В Зa.Bl1(.;l1M0(.;Tl1 от с;одержl1М0l'О обозрева.-
u u u 

емои Я:'--lеики, с;ос;тоя:li11я: q 1 а. та.кже <.;одержимо1'0 вliyтpelilieи 

llа.МЯ:ТИ а.ВТОМа.Т (.;ДВИl'а.ет l'Одовку Blll)a.BO Идl1 влеtю lia. OДliY 
я:'--lеЙку дибо ос:та.вллет ее lia. нрежliем мес;те, е1'О блок унра.вле
lil1Я. нереходит в liекоторое lioвoe t.;Ot.; 'l'OЯ.liиe ·,· (возможliо, '--lTO 

это (.;0(.;T0Лlil1e (;0Вllа.дет (; И(.;ХОДliЫМ (.;0(.;T0Лlil1eM ч)1 а. с;одерж11-

мое вliyтpetllieЙ ш1мя.т11 онредедеliliЫМ обра.Зом мод11ф11ц11рует

с:я.. Н общем с;ду '--la.e а.втома.т может 11 номеliлть <.;одерж11мое 
той я:'--lеЙк11 Jteliты, которую Oli обозрева.ет (т.е. а.втома.т может 
ра.бота.ть с; деliтой 11д11 только в реж11ме '--lTeli11я., lie меliя.я: ее с;о

держ11мu1 'u1 а. л11шь u11peдeлeliliЫM uбра.Зuм 11рuдв111 'ё1Ji l 'UJювку, 
или в режиме 'Iтения/за.пис;и). 

Нводлт 11uliя.ти.е кон,фигура·ции автомаrпа; Olia. u11ределя.
етс;л с;о<.;толliием бдока. унра.вдеliил, <.;одерж11мым обозрева.емой 

я:'--lеЙки. и с;одержи.мым вliyтpetltleЙ па.млти*. Авт·ома.т в об-
u 

щем <.;ду '--la.e lie я:вллетс;л детермиliирова.liliЫМ ус:трuис;твuм, т .е. 

ДдЯ. liel'U из Зa.Дa.liliUЙ КОliфИl'УРа.ЦИИ ВОЗМОЖliЫ нереходы В lie

(;KOJlЬKO ра.ЗдИ'--lliЫХ коliфи1 'ура.ций. llра.вида., <.;Ol 'дa.t.;liO которым 

а.ВТОМа.Т нереходит из одной КОliфИl'УРа.ЦИИ В дРУ1'УЮ, (.;0(.;Та,

ВдЛЮТ в с:овоку11liос:ти е1'0 систему коман,д автомата. Ка.

жда.л кома.liДа. ра.Зрешсt.ет 11ереход и.з liекоторой коliфи.1'ура.ци.и. 

в ка.кую-то дру1'ую коliфи1'ура.ци.ю. Это 1iа.11омиliа.ет Иl'РУ, liа.-

11ример Шa.XMa.TliYIO, КОl'Да. из текущеи llОЗИЦИИ lia. дос:ке MOЖliO, 

с:деда.В ход, llOдy '--lИ.ТЬ liОвую llОЗИ.ЦИ.Ю - UДliY и.з MliUЖet.;TBa. вс:ех 
u u 

11ози.ци.и1 в которые мoжliu 11011сt.с:ть и.з текущеи нози.ци.и., с;деда.в 

ХОД t.;Ol'Jla.C:liO lll)c\.Bи.Jlc\.M И.l'l)Ы. Н Дc\.liliOM (.;J!Y'--lc\.e lll)c\.BИ.Jlc\. И.l'l)Ы 

c\.lic\.JIOl'И.'--lliЫ с;и.с;теме KOMc\.liД, с\. 110ЗИ.Цl1Я: lic\. ДО<.;Ке - КО1iфИ.1'урс1,

ци.и. а.ВТОМа.Та.. 

Ав тома.ты кдсt.<.;<.;Ифицируют<.;л в <.;оответс;твии i.;o ~.;тру кту

рuй ~.;воей BliY тpetilieЙ 11с1,мя.ти., <.; µежи.мом рс1,бuты i.; деliтой 

(только '--lTeliи.e иди '--lТеliие/за.ни~.;ь), а. та.кже с; тином движеlil1Л 

"Дю1 i:tBT()Mi:;t.T()B К()НКр~тных КJlc:t,(.;(.;()B 1Юli11ТИ:~ К()Нфи:1 'У pi:tЦI0:1 H~(.;K()JIЬK() 

М()Д,Ифициру~тс»:: Ti:tK, Нi:tПрим~р, в К()НфИL'УР()..ЦИЮ ВХ()Д,ИТ н~ T()JIЬIO) (.;ИMBl>JI 

()бозр~Вi:t~М()Й: »: '-[~Й:ки, Н() и В(.;»: П()Д,Ц~П(.)'-[Кi:;t. BXl>.iJ,l:IOЙ: Ц~П()'-[КИ, BKJIIO'-[a,IOЩct.». 
СИ:М1ЮJ.1 ()б()3J!~Bi:t~M()Й: »: 'i~Й:КИ. И. ВС~ СИ.МВ()J.LЫ Clll)i:tBi:t ()Т li~l '(). 
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1·0Jювки 110 де1tте (oд1tot.:·1·opo1t1tee1 двуt.:торо1tее1 '-iИt.:Jю Н:'-iеек 1 шt 
которые за одиtl такт мож1tо t.:дви1tуть t'ОJювку). М1tожеt.:тво 

кома1tд 11ред11ода1·аетt.:л ко1tе'-iиым1 т.е. автома·1· 1 как и 1·рамма

тика1 имеет кolle'-iиoe опиt.:а1tие. 

llрtщt.:тавим тенерь t.:дедующую t.:итуа,цию. llуеть исt входной 

деите автомати, заниt.:аиа иекотоµая: цено'-iка х с V"'. Донуt.:тим 

ти,кже1 '-iTO t.:реди t.:оt.:тон:1tиЙ бдоки, у 11равде1tия. выдедеtlо 1tекото

рое t.:11ециа11ь1tое t.:оt.:тш11tие 1 шtзываемое па·ча.лr;,пы.м1 а также 
V 

Ю:Жотоµое 110.ЦMtlOЖeL:l'BO L:OL:TOJJ.tlИИ7 котоµые tlci3ЬJ.Bc:\.IOTL:Л за-

к.лю-ч,ите.лr;,пы.ми. 

tl 1tа'-iа1.1.ь1tыЙ моме1tт време1tи бдок у 11рёtвJ1е1tия: tlёtходитt.:я. 

В tlci'-ia.JJ.ЬtlOM L:OL:TOЛtlИИ1 l'OJIOBKa обозревсtет нервую (крёtЙtlЮЮ 

девую) JI'-ieЙкy леиты1 в которой занис.:и,и 1.1.ервый с.:имвол вход-

1tоЙ цено'-iки х. Чипт цено'-iку х и дедс\Ji одиtl так1· за дру1·им1 
и,втома·1·1 llOL:JJ.e TOl'O Ка.К Otl 1.1.J!O'-iИTcteт l.l.ОL:J.1.едиюю букву це

l.1.О'-iКИ 7 оки,жетt.:я: в каком-то с.:ос.:тоя:иии ч' (то'-iиее .1.·оворя:1 в 
этом t.:оt.:тон:1tии окажетt.:}.1. бдок у 1.1.равдеtlи}.1.). EL:J.1.и это с.:оt.:то

я:иие лвллетt.:л заключ:ите.1rьиым1 то тогда говоµлт, ч:то автомат 

донуt.:тил цено'-iку х. Снрашиваетс.:л; юtким образом 1.1.ос.:ред

с.:твом 1 ·раммr.tтики можио 01.1.иt.:r.tть миожес.:тво вt.:ех цено'-iек в 

а1rфr1,вите V 1 которые авт·омат· донуt.:кает'{ 

Оксtзывr.tетс;я.1 '-iTO кr.tждому кдас;с.:у 1·раммr.tтик t.:оответс;тву-
V V 

е·1· с;вои клас.:с.: автоматов1 1.1.ри'-iем для: каждои 1·ри,ммr1,тики с.:оот-

ветt.:твующе1·0 кдаt.:t.:а может быть 1.1.ot.:тpoe1t автомат, который 
V V 

допуt.:кает цепоч:ки1 порождаемые даииои гµамматикои1 и толь-

ко их. Образио 1·оворл1 в каждом ю.1.ас.:с.:е я:зыков возиикает 1.1.r.tpa 

1.1.ис;атедь - '-iИТатедь 1'· l'T)aMMr.tTИKёt Kr.tK 1.1.ИL:ёtТедь-' lJ.OTIO-
" ' t' 7 " 1 t' 

ждает oпpeдeJШlitlOe мliожес;т•во " текс;тов 1• (цепоч:ек в задёtнllом 
а1rфавите) 1 и, ,, 'iи:татель 1• ( и,втоми,т) 1.1.роверя:ет " нрёtвильиос;ть 1' 

этих текt.:тов 1 донуt.:кал те и тодько те це1.1.о'-iки 1 которr.tл 110-

оождr.tет е1 ·о 1' .1. •or.tммr.tтикr.t tl ка'-iес;тве 1.1.иt.:r.tтеш1 1' может 
t' " t' . " 

V 

выс;тунать 1.1.µ01 ·раммис;т 1 нишу щии тею;ты комньютериых 1.1.ро-

1 ·намм а в Кёt'-iеt.:тве 'iитателл ;· - t.:ис.:темиые 1.1.тю1•r)аммы t' 7 17 t' t' 1 

обес;1ш'-iивающие 1.1.роверку 11рr.tвидь1tос;·1·и иш.1.иt.:r.ttl1to1 ·o текt.:тr.t 
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( L:UUTl::H:~TL:l'J:И1Я. ~1 'U 1 ·ра.ммёП'И.К~ TUl 'U иди. И.J:iUl 'U я.зыка. 11рu1·ра.м

мирuва.нил). Т~м t.:а.мым дuнуt.:ка.ющи.й а.втuма.г t.:Га.liuвитt.:л 

нрuuбра.Зuм ш~кuтuрu1 'U pa.t.:11uзtla.ющ~1 ·u ёLJH ·uри.тма., р~ша.ющ~1 ·u 
нрuбд~му нри.liа.дд~ЖliUt.:ти. в тuм и.ди. И.liUM кда.~.;~.;~ 1·ра.мма.ти.к . 

За.м~ти.м, uдlia.кo, ч.то а.втома.т t.:а.м 110 t.:~б~ ~щ~ li~ лвдл~т

t.:л т1:1.,ким ёLJн·оритмом и '--lTO ока.Зыва.етt.:л, liа,Нри.мер, в кд1:1.,~.;~.;~ 

1 ·ра.мм1:1.,ти.к ти.на. U в общ~м с_;ду '--lct.~ ноt.:трuи.ть сt.Jн ·uри.тм ддл 

р~ш~ни.л нрuбдемы нри.ю.tдJtежнut.:ти. невuзмuжно, хuтл ШП'Ома.

ты, ~.;uотв~тt.:твующи.~ 1·ра.мма.ти.ка.м ти.на. U, t.:ущ~t.:твуют (та.к 

liа.Зыва.емы~ ма.шиliы 'Гьюри1i1'а., t.:м. Д.7.4) . Н~кuторьш вuнро

t.:ы, t.:влзct.liliыe t.: нереходuм от Шt1:LJ1и.зи.рующ~и мuдеди. лзыка. 

к ёLJН'Оритму, который реша.ет нроблему нриliсt.ДJШЖliОt.:ти дш1. 

1'ра.мм1:1.,тики., норожда.ющей этот лзык, ра.t.:t.:мотрены в Д.8.1. 

Мы на.'--lи.на.~м t.: нроt.:т~Йши.х а.н1:LJ1и.зи.рующи.х мuд~д~Й - ка

nе-чnы~ автаматав. Коtlе'--lньш а.втома.·1·ы - это а.нсt.J1и.зи.ру

ющи.е мuд~ди. ддн ре;:,у,r~,Яр'Н,ЫХ ,Я:ЗЫкив. Кuн~'--lный а.втома.т н~ 
V 

и.меет вliутреliнеи на.млти., l'ОJювюt дви.жетt.:л но денте толь-

ко внра.вu - на. одну Л'--l~Йку за. та.кт. с Jl~HTЫ MUЖHU TUJlbKU 

'--lи.та.тъ. Кроме того, а.втом1:tт мож~т нереходить " ~.;11онт1:tнно;' 

и.з uднuгu L:UL:ГUЛliИ.Л В дРУ гu~, J:i~ '--lИ.Та.л JI~нгу И. ll~ прuдви-

1 'ёtН l'ОJювку. Т1:tкuй т1:tкт мuжнu р1:tt.:t.:м1:t·1·ри.в1:tть к1:tк н~р~ход 

и.з ~.;u~.;тuяни.я в i.;oi.;тoлtlи.~ нu пустий 'Цеrwчке. Е1 ·u liа.Зыва.ют 

л-та.ктом. 

Ит1:tк, из КёtЖДОl'О L:ОL:ТОЛНИЛ ёtВТОМёtТ может нереходи.ть в 
V V 

дру l'Oe L:Оt.:толние, '--lИ.Tёl.,Ji тот и.ли. инои L:ИMBOJl входнои ценО'--lКИ, 
V 

w1и д~11:tть нереход но нуt.:тои цено'--lке, нри. '--lем нри.ним1:tетt.:я но 

онред~дени.ю, '--lTO эти. дв1:t тинёt нереходов и~.;кдю'--11:tют дру1· дру-

1·1:t. llоведени.е коне'--lно1·0 1:tвтом1:tт1:t 011ред~1летt.:л е1·0 t.:и.t.:темой 

ком1:tнд, в которои к1:tжда.л ком1:tнда. за.д1:tетt.:я за.ни.t.:ью 

(7.4) 

'!TU uзн1:tч1:tет; "из ~.;u~.;тuянил q пu ~.;имвuлу а Е: V иди пu пуt.:тuй 
ЦellU'--lKe (то1 'Дёt а = л) MUЖJ:iU нереЙти. В L:UL:TOЯ.liИ.~ 'f' ;, ( BU3MUЖJ:i01 
'iTU q = 'Г). 
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llpи. этом но 011реде.t1ени.ю нри.ни.маетt;л, '-iTO нереход 110 ну-
V 

(;ТОИ цено'-iке И. нереход 110 входному (.;И.MBOJly И.lЖJlIO'-iaIOT дРУl' 

дру1'а. То еt;ть ддл J1юбой нары (q, г) t;Оt;тоя.ни.й коне'iНОl'О ав
томата и.меет меt;·1·0 t;Jlедующее; et;J1и. t;ущеt;твует команда (7.4) 
нри. а = Л, то нет ни. одной команды (ддл такой же нары t;Оt;'l'О

я.ни.й) нри. а Е: V и. наоборот. 

К оnфи-гурация коnе·чnо-го автомата онредедя.етt;я. как 

упuр,Я.,duч~нна,Я., пара ( q, ау) 1 1 'де q - t;Оt;'l'Олни.е бдока у11ра

ВJ1ени.л, а - t;и.мвод в обозреваемой Л'-iеЙке, у - цено'iка во 

входном а.J1фави.те, раt;нОJЮженнал в л'iеЙках t;нрава от обозре

ваемой ( цено'-iку ау нри.нлто на3ывать nenpo'Чrиmanuoй 'Чrа

стr:,ю входиой цеnо'Чrки). llpи. этом еt;ди. обозреваемая. Я.'iеЙка 

11yt;·1·a1 т.е. не t;одержи.1· како1·0-ди.бо t;и.мвоJ1а входно1·0 адфави.-
V V 

та, то ненро'-iи.таннм '-ia(.;'lЪ входнои ценО'-iКИ. (.;'-iИ.ТаеТ(.;Я. НУ(.;'l'ОИ 

ценО'-iКОИ. 

Чтобы дать математи. 'iet;кoe онредеш~ни.е коне'iно1 ·о авто

мата нужио заметить '-!ТО ои в t;вете только ч::то изложеииого 
) ) ' 

неформально1'0 опиt;аиия, допуt;кает еt;теt;т•ве1н1ую иитерпрета-

ци.ю в терми.tlах разм~ч~нных uрп~нrпприf>анных ё-рафиf>. 15удем 

раt;t;матри.вать t;Оt;толни.я бJ1ока у 11раВJ1ени.я кolle'-iн01 '0 автома

та как f>~рш,-uны ори.енти.рованllОl'О 1'рафа1 мllожеt;тво dуё- кото
ро1 ·о онредедя.етt;я. t;и.t;темой комаllд (;J1едующи.м обра3ом; ду 1 'а 
ведет и.з (.;0(.;ТОЯllИ.Я q В (.;0(.;ТОЛllИ.е ,,. (длл дallllЫX (.;0(.;ТОЛНИ.Й q 

и. r·) то1·да и. TOJlЬKO ТОl'да, КОl'да в (.;И.(.;Теме комаtlд автомата 

еt;ть комаllда (7.4) 1 т .е. возможен нереход и.з t;Оt;тоя.ни.я. q в t;O
t;TOЯtlи.e r·. Каждм ду1·а и.меет метку, которая. лвдяетt;я. ди.бо 
множеt;твом букв вxoдtlOl'O а.J1фави.та, ди.бо 11уt;·1·ой цено'-!кой. 

Метка ду1·и. (q, г) еt;ть нуетал цено'iка Л, е(;J1и. и.з q в r· 
V V 

можно нереити. но нуетои цено'-iке; в нроти.вllом t;J1y'-iae метка 

ду1·и. (q, г) еt;ть множеt;тво вt;ех входных t;и.мвоJюв, 110 которым 
возможет нереход и.з с;оt;тоя.ни.я. q в t;ос;·1·оя.ни.е ·г. 

Пример 7. 7. Задади.м коне'itlЫЙ автомат t; входным а.J1-

фави.том { U 1 Ь 1 С:} И. MtlOЖe(.;TBOM (.;0(.;'l'ОЛtlИ.Й { Чt> 1 Чl 1 ч~ 1 ч~} такой 
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(.;И(.;Темои комаliд ; 

ЧоЛ • Чl, 
чол • Ч3, 
ч1а • Ч'2, 

ч1Ь • Ч'2, 

ч1а • Ч3, 

Ч'l.Ь • Чl, 
q3b • Ч'2, 
Ч'JС • Ч'2, 

Ч'JС • Ч3· 

llo этой (.;Ю;теме комаliд ноt.:троим pu.змe'-ieliliЫЙ ориеliти

роваliliЫЙ 1·раф, и3ображеliliЫЙ lia ри(.;. 7.3. Среди t.:О(.;ТОЛliиЙ 

автомата выдедеliы lia'-ictJlЬlioe t.:O(.;'l'OЯ.liиe чu и два 3акдю'-iи

теJ1ЬliЫХ (.;Оt.:ТО.ЮiИЛ Ч'l. и q3. На риt.:. 7.4 нокu.заtlа 110(.;JШдова-

ТеJlЬliО(.;ТЬ коliфи1·ураций, которую 
V 

проходит кон~'-iliЫИ автомат, 'iИТа,Л 

ц~но'-iку аЬас. Эту цено'-iку авто

мат д011у(.;кает, ·1·ак как, '-iИТаЛ ~е, 

Oli нереходит И3 lia'-ictJlЬliOl'O (.;0(.;'l'О

ЛliИЛ В ОДНО И3 3a,,KJlIO'--IИTeJIЫiЫX . ./:3 
форМ1.:UIЫiОЙ 3Ш1.Иt.:И П:Оt.:Лt;ДОВатедь-

Ри:с. 7.3 НО(.;ТЬ КОliфигураций lia риt.:. 7.4 вы-
l'Jl.НДИТ так; (чо, аЬас), (ч1 , аЬас) , 

(Ч'2, Ьас), (ч1 , ас), (q3 , с) , (g3, л). 
Этой 110(.;JrедоватеJrьно(.;·ги от·веч:ает nynu) в ориентирован

ном 1·рафе, ведущий и.3 верши.ны чu в верши.ну q3; 

(нод каждой (.;'l'реJ1кой нодни(.;аtlа буква, нриliадJшжаща,Л метке 

(.;Оотве·1ттвующей ду1·и и я.ВJ1я.ющая.(.;я. O'-iepeдlioЙ буквой '-iита

емой входliоЙ цеао'-iки.). Заметим, '-!ТО, liШ1ри.мер, liаходя(.;ь в 

(.;0(.;Толнии ч1 и. обо3р~Ва,Л второй от конца цепоч:ки t.:имвол, т.~. 

(.;Имвод а, автомат мо1·, (.;Ol'дa(.;liO (.;И.t.:теме комаliд , t.:дедать аере

ход в t.:О(.; 1·оя.ние Ч'l., а не в t.:О(.;тоя.ние q3 , но то1·да он бы ,, 3ави.(.;'" 
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а Ь а с ..... . а Ь а с ..... . а Ь а с ..... . 

а б 

la с ..... . а Ь а Ь а с ..... . 

d 

Рис. 7.4 

в соt.:толни.и. q'i, и. не 1.:мо1' бы нроL1и.тать носледни.й 1.:и.мвод зани.

саннои на деtlте це110LJ.ки. , т.е. си.мвод с, так как t.:реди. комаtlд 

нет такой, которал разрешш1а бы нереход из t.:о t.;толни.л Ч'l- ку

да-ди.бо 110 си.мводу с. 

Эта t.;итуацил демонt.;трирует как раз недетерминирован

ноt.;·1ъ коне'i.НОl'О автомата как раt.;нознающеt'О у строиt.;тва: си.

стема команд (,, нрави.да Иt'ры ·•) нозвод.я.ет автомату дону t.;тить 

цеаоLJ.ку аЬас Си1'року " tlаЙти 1101.:дедоватедьtlость ходов, !3еду

щую к "выи1'рышу ··) , но из это1'0 вовсе не сдедует, 'i.TO 11о t.:J1едо

ватеJ1ьность конфи1'ураций, которую ароходит а13томат, LJ.итал 

занисанную на денте цеаоLJ.ку, лвдлетоr единственной. Автомат 

может ошибитьсл ·• ед едав tlеаравидьliыЙ " хо 11 • Но и 11ot.:J1eдo-" ' " ...., . 

ватедьноt.;ть 
1
, аравидьных" ходов может быть не единt.;твенной. 

Наари.мер , 'i.И.Tёl.Ji 11ot.:J1eдliи.Й си.м.1:юд цеаоLJ.ки., т.е. си.м.1:юд с, ав

томат мог " выбрать" нереход в состолние ч2, которое также 

лш1.я.е·1тл закдЮ'i.И.'l'едьtlым. 1-'аt.: t.;матриваемый автомат донуе

кает не вt.;лкую ценоLJ.ку в шrфавите {а,Ь,с}. Видно, 'i.TO ни oдtla 

цеаоLJ.ка, которёl.Ji tla'i.и.tlaeтcл с прr:фшr,;иа са , tle будет доау щetla 
автоматом. # 
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Обознсt'-iени.е 11устой: це110'-iки. Л, фи.1'ури.рующей: в ви.де метки. 

ду1'и. ори.ент.щ..>овсtнно1'О 1'pctфct, который: 11ред t.:тсtВJ1лет коне'-1-
u 

ныи сtвтомсtт, можно и.нтернретировать как ре,:,у.л,ярnие fЗЫра-

V V V V 

жen'Ue, т.е. как регуллрныи лзык, состолщии и.з оцнои 11устои 

це110'-iки. (см. зсtме'-iсtни.е 7.4). llot.:кOJ1ькy метксt ду1'и., лВJ1я.ю

щалt.:л множеством букв {Ь1 , ... , brn} С V, может быть тсtкже 
зсtни.сансt в виде ре1 'У длрно1 'о выражени.л, а и.менно ксtк сум

мсt Ь1 + ... + Ь,п, то метку ка.ждой: цуги можliо t.:'-!и.тать ре-

1'удя.рным выражени.ем 011реде.аенно1-о ви..да и.ди., так как мы 

отождеt.:твдлем ре1'удлрные языки. и ре1'удлрные выражения, ре-

1'удя.рным я.зыком. Это 1шзводя.ет нсtм форма.11ьно 011редеди.ть 

коне'-iны:Й: автомсtт ксtк up·uenrn·upufЗannый ,:,раф, разме·чеnnый 

nad пилу·кил1>цим R (V) ре1'удлрных лзыков. Тсtкое ма.тема.ти.'-iе
t.:кое онредедение коне'-iНОl'О а.втомата весьма удобно; оно дает 

нам tюзможность 11ри.мени.ть 11ри. и.зу '-lении. коне'-iных автоматов 

уже изу'-iенные liами а.11гебра.и'-iеt.:кие методы ана.11и.за. размеч:ен

ных ори.енти.рованных 1'рафов. 

Ита.к, ма.тема.1'и. '-iet.:кoe 011реде.J1ени.е коне'-iнО1 'О а.втомата. фор

муди.руетt.:л (;J1едующим образом. Коnе'Чnый авто.мат - это 

ориентирова.нный: гра.ф, ра.Змеч:енный: над подукольцом R ( V) 
ре1-уллрных лзыков в а.11фавите V с выде.J1енной: верши.ной: чо, ко
торая. на.Зываетt.:л nа'Ча.11,ьпой, и. t.: выдеденным нодмножеt.:твом 

верши.н Р, ка.ждый: эдемент которОl'О на.Зьшаетt.:л зак.11,ю'Чи

·rпе.11,ьпой в ерши пой. 

На. фуn·r,;ц·ию разметк·и нри. этом на.кла.дываются. следующие 

Оl'ра.ни'-iени.л; мет·ка каждой: rJy,:,'U ес;ть ди.бо язык {Л} , ди.бо 

нену с;тое 110,цмножеt.:тво алфав·иrпа V. 
Нерши.ны 1 'ра.фа. на.Зывают обы '-iHO в этом (;J1y '-ia.e состпо.я,

пи.я,.м,и коnе'Чnо~о авто.мата, На.'-iа.11ьную вершину - па

'Ча.11,ьпым состояпием, а. закдюч:и.те.J1ьную вершину - за

к.11,ю'Чиmе.11,ьпr;,~м состо.я,пием коnе'Чnо~о автомата. 

Замечание 7.5. Ес;ди. ддл ка.кой-то ду1'и е Е: Е ее метка. 

tp(e) еr..:ть я.зык {Л} , то, 11оскодьку этот лзык не я.вдлетr..:л нод

множеством а.11фави.1'а. V, в этом еду '-iae 'Р( е) g V, и. , наоборот, 
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еt,;д11 tp(e) С V, тu И.(.;KJIIO'icteтt,;я., 'iTU tp(e) = {л}. Тсtки.м uбрсtЗuм, 
ДВ.а, pctt,;t,;MUT.[JeHHЫX L:JIY'ictЛ ДJIЛ ЗНёi'-ШНИ.Й функци.и. рсtЗметки. И(.;

KJIIO'ictIOT дру1' дру1'сt, нсt 'iTU и. быдu уксtЗсtнu в. рсtt,;t,;мuтреннuм 

в.ыше нефuрма.11ьнuм uни.t,;сtни.и. кuне'iнu1 'О сtв.·1,омсtтсt. # 

На ри.t,;. 7.5 и.зобрсtжен коне'iный сtв.

томсt·1- , для. которо1'0 сtлфсtв.и.т V = {U, 1}. 
Нсt'iа.11ьное t,;Оt,;толни.е ноксtЗсtно в.ходной 

V V 

(.;Т'.[.)(:;)IКОИ, ЗсtКJIЮ'iИГельнuе - выходнuи. 

Метки. ду1' обы'iнО ни.шут без фи.1 -урных 

U+l U+l 

Рис. 7.5 

t,;кобок. РсtЗрешенсt зш1и.t,;ь меток ду 1' и. в. в.и.де ре:е,.у.л,ярных f>Ы

рижен'Uй (t,;м. ри.с. 7.5). 
Коне'iный сtв.1-омсt·1- , тсtки.м обрсtЗом, может быть зсtдсtн ксtк 

нлтерксt: 

М = (Q, Е, tp, Чu, Р), 

1-де Q - множеt;тв.о t;Оt;тоя.ни.Й ав.·1,омата; Е - множеt;тв.о 

ду1-; tp - функци.я. рсtзметки. (в.еt,;ов.сtл функци.л), нри.'iем ддя. 

ксtждой дуги. е Е: Е ее метксt tp(e) = {л} или. tp(e) С V, нри. этом 
пuдмнuжеt,;ТВU tp(e) не пу t,;тu; чu Е: Q - Hct'ia.lIЫIUe (.;U(.;ТОЛНШ~; 

р С Q - нодмножеt,;ТВО ЗсtКJIЮ'iИТедЫIЫХ (.;Оt;ГОЛНИЙ. 

Алфав.и.1' V нсtЗыв.сtетt,;л вхадиы.м а.л,фавита.м авто.мата 

М, ct е1'0 букв.ы - вхадиы.ми си.мва.л,а.м,и (и.ди. вхадиы.м·и 

буквам·и) данно1'0 авта.ма"~а. 

Замечание 7.6. Коне'iный сtвтомсtт онредеден ксtк ори.ен
ти.ров.сtнный 1'рсtф, рсtЗмеченный нсtд нолукольцом ре1тдлрных 

V 

я.зыков, но метке\. дУl'И. зсtдсtетt;л не Ка,К 11.[JОИ.ЗВОJlЬНЫИ ре1'удлр-
V V V V 

ныи лзык, ct ксtк лзык, сut,;тuлщи.и из uднои нуt,;тuи ценочки., 

ди.бо я.зык, я.в.длющи.Йt;я. нодмножеств.ом букв входно1·0 адфав.и.

Та,. Это ни. в. коей мере не нротиворечи.т оt,;нов.ному онреде

дени.ю рсtЗмеченно1·0 ори.енти.рова,нно1·0 1-рафсt1 и.бо t;Ов.ершенно 
не обя.з1:tте.11ьно, чтобы uб.л,ис:т,1> З'Н,UЧеН,'UЯ функции. рсtЗметки. со

в111:tда.111:t t; нuсиrпе.л,ем 11олукодьц1:t. Чисто форма.11ьно, конечно1 
можно uбобщи.ть онредедение коне'iНОl 'О а,В.ТОМа,'l'а, и. донуt,;тить 

в. Ка,'iеt;тв.е меток ду1· нроизводьньш ре1·удлрньш лзыки., но, Ка,К 
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можно 11оксJ..За.'1ъ1 это обобщение не Jiвдлетt;л 11µинци11иа..J1ьным, и 
та.кое онµедедение коне'-lНОl'О а.втома.'l'а. (.;ВОДИТ(.;Я. к данному вы

ше 011µедеJ1ению ( t.:м. зада'-lи в конце этой l'да.вы). Нема..Jюважно 
и го1 '-lГU 11µиведеннuе фuµма..J1ьнuе uнµедедение кuне'--fнuгu а.вгu
мёtга и задание меток дуг как µегуллµных лзыков (.;Пециального 

вида. t.:01 'да.t.:уютt.:я. t.: интуитивным 11µедt.:тавдением об автома.те 
как об у(.;тµойt.:тве1 котоµое " 11обу квенно" '-lИта.ет входные це-
110'-lки1 1шµеходл из одно1'О t.:Оt;тоя.нил в дµу1'ое. Требование1 
'-lтобы та.кое уt.:тµоЙt;тво зёt один такт а.на..J1изирова..Jю (,, обозµе
ва..Jю ;') J1юбое1 t.:KOJ1ь у1'uдно t.:Jюжнuе µе1'удя.рнuе выµажение1 не 
отве'-lает нашей вы '-lИ(.;J1ительной" интуиции в t;Оответt.:твии t; " ) 

котоµой за 0,1.1,ин та.кт может быть 11µоизведена. тодько 11µоt.:тал 

ош~рацил1 ка.ко вой и лвдлетt;л "реакцил ;, автома.та на обозµева.
емый ОДИНО'-lНЫЙ t.:ИMBOJl ИJlИ На, 11уетую це110'-lку. # 

Е(.;J1и е = (q, ·г) - dy;:;,a автомата. М и ее метка rp(e) еt.:ть 

µе1'удлµное выµажение л1 то в этом t;ду '-la.e будем 1'овоµить1 
'iTO в сtвтомёtте М возможен переход ·из сосrт~ояния q в 

состпояпие ·г 110 11уt;1'0Й це110'-lке 1 и 11иt;сtть q • л ·г. Ду 1 'У t; 
меткой л будем нсJ..Зыва.ть л-nереходо.м, (иди nycrтioй дугой). 

E(.;JIИ же метка. ,1.1,у1 'И е е(.;'lЪ МНОЖе(.;ТВО, L:O,LJ,eµжa,Щee входной 

t;имвод и, то будем 1 'овоµить, '-lTO в сtвтомсtте М возможен 
11ерехuд из (.;0(.;ТUЛНИЛ q В (.;0(.;ГОЛНИе ,,. lI(.) L:ИМВUду U7 И llИL:a.TЬ 

ч --+u.г. 

Ддл конеL1но1'0 сtвтомсtта. У.L\Обно вве(.;ти в µсt(.;(.;Мотµение 

фупкцию nереходов1 011µедеJ1ив ее ка.к отобра.жение 

т.е. знсt'-lение функции неµеходов на. уноµлдо'-lенной 11ctµe ( (.;0(.;ТО
лние1 входной t.:имвод иди пуt;тал цепо'-lка.) еt;ть множеt;тво вt;ех 

t;О(.;'I'олнии 1 в котоµые из дсtнно1·0 t;Оt;'l'Олния. возможен 11ерех.од 

110 дсtнному входному t.:имводу иди 11у(.;той цено'-lке. Н '-lа.(.;тно
t;ти, это может быть 11у(.;тое множеt.:тво. 
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На ри.t;. 7.5 б(чо,U) = {чо, ч1}, б(qо, 1) = {чо}, б(ч1,U) = {Ч'2}, 
б(q1,l) = Q\ б(q'2,U) = {Ч'2}, б(q'2,1) = {Ч'2}-

llонлти.(; функции. 11(;р(;ходов кoнe'il:iOl'O автомата 11озвоJ1л

ет дат.ь и. математи. '!еt;кую и.1:iтернретаци.ю t;и.t.:темы комаl:iд . С 

ЭТОЙ ТО'iКИ. 31)(;1:iИ.Я. (;И.(;Т(;Ма KOMal:iД (;(;Т.Ь lll)Ol:TO l:llOl:05 lll)(;Дt;Ta

ВJf(;l:iИ.Л 'r,;()'Н.,f::, 'Ч,'Н,()Й, фyн,r,;'U,'U'U, а ИМ(;ННО фу 1:iКЦИИ lf(;l)(;XOДOB. 

Си.t.:т(;ма комаl:iд (;t.:т.ь KOl:i(;'il:iO(; Мl:iОЖ(;t.:тво комапд вида 

qu • 1·, 

l'Д(; q И. 'Г - (;0(.;ТОЛНИ..Л автомата; U - ВХОДl:iОИ (;И.MBOJI И.JIИ. 

нуt.:тал цено'iка, нри.'iем указанl:iал команда то1'да и. тол.ько 

ТОI'да t.:одержи.тt.:я. в (;И.t.:теме комаl:iд , КОl'да q ➔и. ,,. . 

Содержа·1'(;д.ьшш и.1:iтернр(;таци.л комаl:iды б.ьы1а нри.в(;деl:iа 

ВЫШ(;. Стр(;дКа ( •), как и в заниt;и. нрави.ла грамматики., (;t;Т.ь 

,, метаt.:и.мвод ". 01:i Н(; t.:ОД(;f>ЖИ.'IТЛ l:iИ. в одном и.з щ1фави.тов, 

фи.1'ури.µующи.х в 011р(;Д(;деl:iи.и. кOH(;'il:iOl'O автомата. 

Си.t;тема комаl:iд автомата, и.зoбpaжel:il:iOl'O l:ict ри.t.: . 7.5, нри.-
В(;дена ни.же; 

чоU • чо, 

чоU • ч1, 

чоl • чо, 

ч1U • Ч'2 , 

Ч'20 • Ч'2, 

Ч'21 • Ч'2· 

Иt;нод.ьзул фуi:iкци.ю нереходов, KOl:ie'il:iЫЙ сtвтомат можно 

задавать как у нuрлдu'iенную нлтерку: 

М = ( V, Q, Чо, Р, б), 

l'Д(; V - входl:iоЙ щ1фави.т; Q - множеt;тво t;Оt.:толний; чо -
нa'ia..Jl.ЬHOe (;0(;Т0ЛНие; F - множеt.:тво закдЮ'iИ.ТеJI.ЬНЫХ (;О(;ТОЛ-

1:iИ.Й; б - фуtiкци.л нерехuдuв, зctдctl:il:ia..Л в ви.д(; t.:и.t.:т(;мы комсtl:iд. 

Как нрсtвюю, в дщ1.ьнейшем мы и.м(;нно так и. будем онµеде-
V 

длт.ь кol:ie'il:iЫИ автомат. 
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Ko.i:ie'i.i:iЫЙ i:Ll:П'OMi:L'l' шыывсLют nо.л,1-1,остью оnреде.л,е1-1,1-1,ым, 

e(;JlИ. и.з Ki:LЖДOl'O е1
1

О t.:Оt.:ТОЛ.1:iИ.Л 110 Кi:Lждому ВХОД.1:iОМУ t.:И.MBOJly 

возможен переход в некоторое t.:О(;Толни:е, т.е. 

(Vq с Q)(Vu с V)(б(q,u) f @). 

Зi:Lметим, 'iTO в ПOJHlOt.:TbIO опред~rенном KOlie'iHOM i:LBTOMi:LTe, 

вообще 1'01:юрл, мо1'ут (;уЩе(;твовсLть и. 11ереходы 110 11уt.:тои 

ценоLrке. 

Ko.1:ie'i.1:iЫЙ сLвтомсLт .l:ii:LЗЫBi:Leтt.:я. детерми1-1,ирова1-1,1-1,ым, et.:

JlИ. в .1:iем .1:iет дУI' t.: меткой ,,\ и. и.з J1юбо1'0 t.:оt.:тол.1:iил 110 J1юбому 

BXOДJ:iOMY t.:и.мводу возможеtl 11ереход В TO'iJ:iO(.;TИ. В OДtlO (;О(;ТОЛ

.1:iИе, т .е. 

(Vч с Q) (Vu с V)( lб(ч, и) 1 = 1). 

Ko.i:ie'i.i:iЫЙ сLвтомсLт .l:ii:LЗЫBcLeт t.:я. ~вазидетерми'Нtирова'Нt-

1-1,ым, et.:JIИ. В .l:ieM 1:ieT ду l ' (; меткой Л И. из JIIOбOl'O (.;0(.;ТОЛJ:iИЛ 

по дюбому L:и.мводу возможен переход не бодее ч:ем в одно (;О

t.:толl:iие1 т .е. 

(V ч с Q) (V и с V) ( 1 б ( ч 1 и) 1 ~ 1). 

Замечание 7. 7. Ддя. дeтepMИ..1:iИpOBi:LJ:iJ:iOl 'O KOJ:ie'i.l:iOI 'O i:LBTO

Mi:LTi:L ЗJ:ii:LЧ:e.l:iи.eм фу 1:iКЦИИ нереходов ДдЛ любой lli:LpЫ ( L:ОL:ТОЛНИе, 

входной t.:имвол) лвллетt.:л одаоэJшментное подмножеt.:тво мно

жеt.:твсL t.:о t.:тол.1:iи.И. llоэтому еt.:теt.:твенно 11онимсLть функци.ю 

нереходов детерминировсL1:i1:iОI'О коне'iНОI'О i:LBTOMi:LTi:L не Ki:LK ото

брсLжеJ:iие м.1:iожеt.:твi:L Q х V в мJ:iожеL:тво 2Q, i:L ксLк отобрi:Lжеl:iие 
M.l:iOЖeL:TBi:L Q х V в (;i:LMO М.1:iОЖеt.:тво t.:Ot.:TOЛJ:iИЙ Q. il11редь Ti:LK и 

будем pi:LL:t.:Mi:tтpивi:Lгь фу акцию переходов дегерминировсLнного 

KOJ:ie'il:iOI 'O i:LBTOMi:LTi:L, 1:ie 01 'OBi:LpИBi:Lя. ЭТО! 'О оt.:обо. # 

Co1'Jii:L(;J:iO общему онредедеtlию мernr,;'U nym'U t> размеченнuм 

up'Ueнrrmput>annuм ё-рафе1 мernr,;a nyrn:u в коне'--!.1:iОМ i:LвтомсLте еL:гь 

c:ued'Uнen'Ue'f- меток входлщих в этот нуть ду1' (в 11орлдке их 11ро

хожде.l:iил). ТсLким обрi:L3ом, метксL юuбо1'О nym'U r,;uнeчnuй dл,·и

ны в KO.l:ie'i.l:iOM i:Lвтомсtте еt.:ть ре1'удлр.1:iыЙ лзык. Отметим1 '!ТО 
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мы1 изучм размеLrенные ориентированные 1'рафы, 11ред11ода1'а
ем, что раt.:t.:матриваютt.:л тод.ько нут·и конечной длины. Так, 

ддя. автомата, и.зображенно1'О на риt.:. 7.5, метка нути Чu,Чu,Ч~,Ч'2 
равна t.:ое.цинению лзыков { U, 1} · { U} · { U} = { UUU, lUU}, что мож
но заниt.:ат.ь в виде ре1'удя.рно1'0 выражения. (U + l)UU, а метка 
нути Чu, ч1, Ч'2, Ч'2, Ч'2 может быт.ь задана таким ре1'уJ1лрным 

выражением; 

UU(U + l)(U + 1) = UU(UU + Ul + lU + 11) = 
= UUUU + UUUl + UUlU + UUll, 

что означает, что эта метка еt.:ть множеt.:тво цепочек 

Метку пут·и W конечной длины обозначим 'iерез r..p* ( W) . 
Здеt.:.ь r..p* - это функцил, отображающал множеt.:т1:ю вt.:ех нутей 

конечной дди.ны в размеченном ори.енти.рованном 1·рафе, в 110-
ду код.ьцо R(V). Ддл нути W ддины 1 зна'iение r..p*(W) = r..p( W), 
т.е. функцил разметки ориентированно1'0 1'рафа еt.:т.ь Uc',paнt'uчt:-

г1,·ut:- фуг1,к'U/U'U r..p* на множеt.:тво вt.:ех нутей длины 1. 
f}L:Jrи цено'iка х нриtiаддежи.т метке некоторо1'0 нути. W -

нути., ведущеr'о и.з верши.ны q в верши.ну ·г коне'iно1·0 автомата 

м' то I'ОВОря.т, 'iTO цено'iка х 'iИl'cteтt.:я. на нути w в м иди 
'iTO ну т.ь W неt.:ет цено'iку х. llи.шем q •: г , eL:Jrи. х 'iи.тает

t.:л на некотором нути из q в ·г . .1:3 том L:дучае, KOI'Дct лвно надо 

указать д.л,пг1,у п nyrnn, на котором 'iитаетt.:л цено'iксt х, заниt.:.ьr
ваем q •~ ·г. EL:Jrи нужно нод'--Iеркнутъ, 'iTO цеао'iка ;1; '--IИ'гаетt.:л 

V 

на некотором пути ненудевои ДJIИtiЫ из q в 1· 1 то и.t.:пол.ьзуем 

Зс111Иt.:.Ь Ч • ";t т. J:3 терминах неформаJl.ЬНОl'О ОlIИL:ёtНИЛ конечНОl'О 
автомата дюбому нути, на котором 'iитаетt.:л входная. ценочка 

х, отве'iает 110L:J1едоватед.ьliоt.:т.ь конфи1'ураций, которую нрохо

дит автомат, читал ноt.:имвод.ьно входную це110L1ку, заниt.:анliую 

на денте, и 11родви1'ая. l'ОJювку на один t.:имвод внраво за один 

такт . 
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()rпипмис:тп1;, npuxuжdr::н/UJ(, из t.:оt.:тоя:аия: ч в t.:оt.:толаие г еt.:ть 

( L:Ol'JlcLL:liO общему онµедеJШliИ.Ю ЭТОl'О llOliЛTИ.Л в IJcLЗMe'-iellllЬlX 

оµи.еати.ровс1ааых l'J.>cLфc1x) ибъr::дш--,,r::нп r:: меток вt.:ех 11утей*, ве

ду щи.х и.з q в 1·1 т.е. маожеt.:тво вt.:ех тс1ки.х х 1 ч.то q •; ·г. Это 

зас1ч.и.т1 ч.то эдемеат r..:ч" матпршцы c:rnu·uмuc:rnr::й еt.:ть лзык 

Gq,- = { Х; Ч •: 1'} . 

1 'оворя: об эдементе Сч" мс1три.цы t.:тои.моt.:тей1 мы отождеt.:твдлем 
обозас1ч.ение t.:оt.:толаю1. с1втомс1тс1 t.: е1 'О номеµом в некотоµой 

аумеµс1ции t.:оt.:толний кс1к веµши.н оµиеатировс1нно1'О l'IJcLфcL. 

13 ч.с1t.:таоt.:ти.1 .язык L(M) коnе'Чтnоzо автомата М еt.:ть 

маожеt.:тво вt.:ех ценоч.ек во входаом с1дфс1ви.те1 ч.и.тс1емых в 

м На. некотоµом нути. из licL'-icLJibliOГO t.:Ot.:TOЯ:liИЯ: в одно из 

ЗcLKJlIO'-iИ.TeJlbliЬlX t.:OL:"l'OН.liИ.Й. Дµу !'И.МИ. t.:JIOBcLMИ. 1 

L(M) = {х: Чu •; Чf1 Чf Е: F} = U r..:чuчр 
чrс.1'' 

1 'Де F - MliOЖet.:TBO ЗcLKJlIO'-iИ.TeдbliЬlX t.:Ot.:TO.НliИ.Й. 

(7.5) 

Тс1ки.м обµсLЗом, н.зык коаеч.ао1'0 с1втома.1'сL еt.: 1'ь объеди.аеаи.е 
V 

тех эдемеатов мс1тµи.цы t.:тоимоt.:теи с1в·1,омс1тс1 1 котоµьш на.хо-
.., 

дятt.:л в t.:тµоке1 t.:оответt.:твующеи нс1ч.сLJ1ьному t.:оt.:толни.ю чu, и. 

в t.:толбцсLХ, t.:оответt.:твующих вt.:ем зс1кдюч.и.теJrьаым t.:оt.:т·олаи.

я:м Чf Е: F. 

Замечание 7.8. Необходимо обµсtтить ваи.мс1ние юt одау 
оч.еаь вс1жаую вещь. 13 конеч.ном с1втомс1те метка. 11µоизвоJ1ь-

V V 

liOl '0 нут и. коаеч.аои ДJlИ.liЬl еt.:ть µе1 'У JlЛ{JliЬlИ лзык, llOL:K OJlbKY 

оа вы ч.и.t.:J1летt.:я. ка.к t.:оеди.аеаи.е коаеч.ао1 'о t.:емеиt.:твсt µе1 'У длµ

аых я:зыков. Но t.:тои.моt.:тъ нµохождеаил между зс1дс1нной 11с1µой 

веµши.а с111µи.оµи. ае н.вдн.етt.:.н µе1 'У Jl.Н{JliЬlM Н.ЗЬ1КОМ7 TcLK KcLK MtlO-
v V 

жеt.:тво нутеи, ведущих и.з одаои веµши.аы в дµу1'ую, может 

"З.L\е(;ь объе_L\и11ен:ие IlОн:имс:tег(;n. кс:tк б ~r;кvn~•ч;1-1,и,}1, r;ум,м,и, 3с:tмкн:у гщ-о 

полукодьцс:t .С( V) В(;ех »э.ыков в сtJrфс:tвиге V, г.е. кс:tк mvч,nи,J1, f>~p :.cnJ1,J1, 

~p unt> ПО(;JitЩовс:tгельн:о(;ги »3ыков огн:о(;игельн:о георегико-мн:оже(;гвен:н:0-

1 'О ~КJIЮ'-1.ен:и» . 
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быть бе1..:кu1tе'-i1tым (кс:1,ждый ауть имеет кu1te'-i1tyю дди.1tу 1 tlU 
MtlUЖet.:TBU вr.:ех ТсiКИХ нутей мuже·г UKci3ci'ГЬt.:Л беt.:кuне'iНЫМ7 

r.:uдержс:1,ть аути. r.:кuдь y1·uд1tu бuдьшuй дди.tlы - арuс.;тейши.Й 
V V 

нри.мер дс:1,ет nt:т.ля, 110 которои можно ароити r.:кодько у ~·од-
но рс:1,з). llоэтому объединение нри. онреде.11ени.и. r.:тоимоr.:ти 

V U 

прохождеllИЛ между ПсiрОИ t.:0(.;ТОЛfiИ.И КОllеч.ного ciBTOMciTci мы 
V 

мuжем t.:eИ'icit.: рс:1,r.:r.:мс:1,тривс:1,ть тuдькu кс:1,к uаер;;щию зс:1,мкнутu1 ·u 
пuдукuльцс:1, вr.:ех лзыкuв в ДciHliUM а.11фс:1,вите1 с:1, имellllU uперс:1,

ци.ю вы '-iИ.t.:де1tи.я. TU'-itlUЙ верх1tеЙ 1·рс:1,1tи. (,
7 
бec.;кu1te'i.1tciл r.:y ммс:1, ;, 

в зс:1,мк1tутuм аuдукuдьце). Hu кuдь r.:кupu эдеме1tты мс:1,три.цы 
r.:тuи.мu r.:тей уже вы'iи.t.:.11е1tы, и.х uбъеди.1tе1tи.е (в фuрмуде (7.5)) , 
ДёiЮЩее я.зык KUHe'iHUl'U ciBTUMciTci7 рс:1,3умеетt.:Я.7 KUHe'-iHU. Пuзже 
будет ДUKci3ciHU, 'ITU lici t.:ciMUM деJШ вt.:е с.;тuимuс.;ти. в KUHe'lHUM 
ciBTUMciTe ТсiКЖе ре1·удн.р1tы. # 

О я.зыке L (M) 1·uвuрлт, 'iTU Utl дuаус.;кс:1,ет t,;л (иди. 1:юt.:11ри.-

1tи.мс:1,етс.;л) KUtle'itlЫM ciBTUMciTUM м. 0 дюбuй цеаU'iке, 11ри.

ю1ддежсtшей я.зыку L(M), l'Овuрлт, '!ТО ою:t донуr.:ксtетt,;л (иди. 

BOt;llpИ.tlИ.Mcteтt;л) коне'iНЫМ а,ВТОМо..ТОМ м. Тсtкую ценО'iКУ На,

ЗЫВо..ЮТ тсtкже допустимой цenO'ЧtKOU Дo...l:i.l:iOl'O КО'Н,е'Ч,'Н,О~О 

автомата. 

Определение 7.10. Двс:1, кulleч.liыx автuмата М1 и. M 'l. 
.l:iciЗЫBctIOT ЭK6U6aJl,eUmuым·u, ес.;ди. их я.зыки. t;OBllctДGtIOT: 

У t;TcttlUBИ.M те1шрь t.:вя.зь между llОtlЯ.ТИ.Я.МИ. KUtle '-itlOl 'U сtвто

мата и. рt:ё-у,r~ярнuй ё-раммитпш,,;-и. 

Теорема 7.5. Нзык дuнуt;ко..етс.;я. коне'iным о..втомо..том то-
V 

l'До.. И. TOJlЬKO l'Ol'Дo.., КОl'Да. 0.1:i норождо..етt.:л ре1'удлрнои l'ро..ММо..-

ти.кои . 

• Чтобы доксt3сtть теuрему, нужнu; 
1) у кс:1,3ать r.:11ut,;uб 11u с.;трое1tи.я. ре1 ·у дя.р1tuЙ 1 ·рсtммати.ки. G 

110 ЗсtДШiОМУ KOШ~'i.l:iOMY сtвтомсtту м· 7 тсtкой, 'iТОбы язык, пи-
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риждаr::мый ё-раммаrппкий G 1 t.:ов11ада.11 t.: лзыком1 донуt.жаемым 
автоматом М; L (G) = L(M); 

2) указать с.;11оt.:об 11ос;троения коне'iноео автомата М 110 
заданной ре1'удлрtlоЙ L'рамматике G 1 такой1 'iтобы лзык, до-

11ус;каемый автоматом М 7 t.:ов11ада.11 t.: я.зыком, 11орождаемым 

1'раммат11кой G; L (M) = L(G). 

Замечание 7.9. Ре1'удлрную l'рсLмматику G 11 коне'iный 
автомс1,т М, так11е1 'iTO L(G) = L(M), 11но1'да назывс1,ют эквивсL
JШнтными. # 

Рс1,t.:с;мо·1'р11м эти 11оt.:троен11л 110 О'iереди. 

1. Построение регулярной грамматики по конечно

му автомату. lly t.:ть дсLн коне'iный сLвтоми.т 

О11редед11м ре1'удлрную L'рамматику G = ( V, N 1 S, Р) t.:деJ.\ую

щим образом; rпr::рмп'Н,а,Л,t>'Н,Ый а✓~фав·и,rп V с;ов11и.ди.ет t.: входным 
сLдфсLВИТОМ а,В'l'ОМата м; 'Н,Е:'fn r::рм·и'Н,а,Л,t>'Н,Ый UJ/,фaв ·urn N J:iа,ХО

ДИТ(.;Л во в;зи·uм'Н,И иd'Н,U;J'Н,аЧ'Н,ИМ c:umnвr::rnc:mв ·u·u t.: мtlожес;твом 

(.;0(.;ТОЛJ:iИЙ Q aJ:П'OMcLTcL М , 11р11 'iем (.;0(.;ТОЯ.НИЮ q с Q t.:0110 (.;TcLВJШJ:i 

'Н, f:'fn r::рм·и'Н,а,Л, Sч Е N и акс·иима t.:011ос;тс1,вJШНсL НсL'iа.11ьному с;оt.:то

ЛtlИЮ чu 1 т.е. S = SЧIJ; мtloжet.:T1$0 npaв·u✓i вывиdа Р t.:троитt.:я: 110 
t.:иt.:теме команд б так; 11ри.вюю выводс:t Sч • aS,., L'де а Е V U {л}, 

11р11НсLДJ1еж11т р TOl'ДcL 11 ТОдЬКО ТОl'да, KOl'ДcL В д еt;ТЬ KOMcLHДcL 

qa--+ г; кроме TOl'O, еt.:д11 (и TOJlЬKO еt.:ди) t;Ot.:TOЛtlИe ,,. закдЮ'i11-

тедЬtlОе (r· Е F), то в Р добс:tВJ1я.етt.:л 11рс1,вюю выводс:t Sч • а. 

Et.:J111 же чu Е Р (и тодько 1$ этом t.:J1y 'icLe) , то 1$ Р 11омещс1,ем 11рс1,-
1$ИJЮ ВЫ1$0 Д cL S ЧIJ --+ Л. 

Ддл коне'iно1'0 автомсLтсL tlcL риt.:. 7.5 110ду'i11м t.:J1едующую 

регуллрную грс1,ммс1,тику; 

SЧIJ • OSЧIJ l lSЧIJ 10Sч17 

Sч1 • OSчi I О, 

Sчi • OSчi l l Sчi I О 11. 
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З1:1,метим, 'iT07 'iИTc\JI цено'iку в 1:1,1у1·ом1:1,те, в 1·р1:1,мм1:1,тике мы 

ее выводим (норож.даем) . Нанример, Чо ➔о Ч1 ➔о Ч2 • 1 Ч2 и 
Sчl) г USч1 г UUSчi г UUl. 

Докажем, L1то 011иt,;1:1,1iliOe ноt;троеliие корректно, т.е. Lr( G) = 
= Lr (M). Дшr это1·0 t;1iёl,'i1:1,J11:1, , иt;нодьзул иliдукцию 110 ддиliе п 
пути: в кolle'illOM автомате М, докажем, 'iTO и:з факта duc;rn'U

ж·uмuc;m;u q • 1 ·r· в шп·ом1:1,те М (дш-1 дюбо1·0 п ~ U) t;дедует 

f>Ыf>иd·uмuontJ Sч Гс; xS" в 1·рамматике G ддл дюбых q, ,,. Е: Q и 
х Е: V"'. 

llyt;ть .цлиllа пути п = U, т.е. q •~ 1· и ,,. = q. Так как метка пу
ти нулевой длины в ориеliтироваliном 1·рафе1 рёt3ме'iенном над 

нодукодьцом R, ( V), равна едиliице нодукодьца - ре1 ·уJшрному 

выр1:1,ж.ению Л, то q •~ q нри х = Л. Но Sч г~ Sч выноднлетt;л 
три:ви:адьно. 

llуеть длл любо1·0 k ~ rn-1 из доt;тиж.имоt.ти q •~ ·г t;Jieдyeт 
выводимоt;ть Sч f- "' xS,. , и нуеть в 1:1.,втомате М t;ущеt;твует 

нуть W ДJIИliЫ rn, ведущий из вершины q в вершину г 1 liёl, 

котором 'iи.тсtетс;л цепо'iка J;, т.е. q • ~i г. Так как дди:llа. 

нути W lie меньше 1, то в нем еt;ть но кр1:1,Йней мере oдlia 
ду 1 ·1:1., и t;y щес;тв у ют т1:1,к1:1,н вершин1:1, q' и т1:1,кое а Е: V U { Л} 1 

'iTO q ➔и, q' • ~i-l г 7 1·де ау = х (мы выдедиди нервую .цу1·у 
нути W ). То1'Да1 t;Огдас;но нос;троению множ.еt;твсL Р 11р1:1,вИJ1 

вывод1:1, 1·р1:1,мм1:1,тики G 7 в Р t;Одерж.итt;л 11р1:1,виJю Sч • аSч' 7 1:1., 7 но 

нреднодож.еliИЮ ИliДУКЦИИ~ И3 TOl'07 'iTO В М ч' • ~i-l ,,.? с;дедует, 
'iTO Sч' f-u yS,.. l:3 итоr·е ноду'i1:1,ем Sч гс; аSч' f-u ayS,. = xS,., т.е. 
Sч f-u :z:S,., 'iTO и требовщюt;ь. 

Тенерь еt;ди це11о'iк1:1, х Е: L{M), то в М t;ущес;твует нуть, 
V 

ведущии И3 liёl,'iёl,JlbliOl'O (.;0(.;ТОШiИН чо В OДliO И3 31:1.,KJlIO'iИTeдьliЫX 

с;оt;тоя:liиЙ ЧJ", liёl, котором 'iитаетt;я: цено'iка х, т.е. чо •; ЧJ" ддя. 

liекоторо1·0 Ч/" Е: F. Et;J1и Ч/" = чо и то1-д1:1, х = Л Е: 1.r (M), то в 
Мliож.ес;тве Р нрсt,вид вывода, еt;ть нрсt,ВИJЮ SЧ'J • Л и Л Е: L(G) . 
f:.t;JIИ: же ЧJ" ОТ'дИ:'iНО от· Чо, то, Kct,KOBct, бы ни быдсt, ценочксt, х, 
нуть из чо в Чt" 1 lia котором Olia 'iи·1·1:1,етt;л, имеет ддиliу, lie 
меliьшую едиliицы. 1:3ыдедяя в этом нути 11ot;J1eдliюю ду1·у, 

ноду'iим Чо •; q' ➔и, ЧJ" , r·де уа = х. Но тоr·дсt,, во-нервых, 
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ко..к мы тодько 'iTO .цоко..зсt-11и, в l'J:.>о..ммо..тию~ G имеет меt..:то 

ВЫВОДИМОL:ТЬ S г* yS r о.. BO-BTOl)ЬlX И3 TOl'O 'iTO q' • Чf· чu (_J Ч 1 1 1-' 1 1 U, . 1 

(.;01 'Jlo,(.;HO IЮL:ТJ:.>Оению множеt..:тво.. llJ:.>o..BИJl ВЫВО.Цо.. l 'J:.>cLMMcLTИKИ G 7 

(;JШ.Цует, L1то в ней еt..:ть нµсtвюю Sчr • и 1 и oкoli L11;1,тедьно ноду'iим 

Sчu гс; уSч' г уа= х, 

т.е. х Е L (G). 
Тсtким обµсLЗом1 мы нодliОt..:тью доксLЗсt-11и 1 'iTO ддл ксtждой 

це110L1ки :с Е V* из то1·01 '-ITO х Е L( M), t..:дедует х Е L( G) , т.е. 

имеет меt.:то вкдю'-Iеtlие L (M) С L (G). 
Чтобы доксtзсtть обµсtтное вкдюL1ение, иt..:нодьзуя. 111iдукцию 

110 ддин:е п выводсt в гµсtммсtтике G 7 ноксtжем t.:lict'iШict, '-!ТО 

И3 фсtктсt ВЬШОДИМОt.:Тl1 Sч гt :.cS ,- (длл JIIOбOI'O n ~ О) (;Jlедует 
ДОt.:ТИЖИМОL:ТЬ ч =}-: 'Г в сtвтомсtте м· ДJIЛ любых ч' ,,. Е Q и х Е V*. 

llµи п = о имеем Sч г~ S y, :,с = л и ТJ:.>l1ВИШIЬНО BЫllOJlHЛeTt.:Л 
ч =}-~ q. 

lly t.:ть ДJПI любОI'О k ~ rn - 1 из выводимоt.:ти Sч г~ x S" (;J1еду
ет ДUt.:ТИЖИМUt.:ТЬ ч =}-: ,,. (в 1;1,втuмате М), и ну t.:ть в l'J:.>о..ММёLТИ

ке G t.:ущеt.:твует t>Ыt>ucJ D с}J1, 'U/Н,Ы ·rri цено'-Iки xS" из цепоч:ки 
Sч, т.е. Sч ru xS,.. Так как ддиliа вы.1:юда D tle меliьше 1, 
тu liо..Йдетt..:я. 1·1;1,кой tleтeµмиlict-11 Sчr и то..кое и Е: V U { л} , '-ITO 
Sч r u иSчr г~-l uyS ,. , l'де ау = Х (мы выдедиди неµвый 'Ш.,Uё, вы
виdа D ). Неписреdсrпв еннал вывиd·имисmD Sч r u иSчr 03lio..'-Iaeт , 
'-ITO в мliожеt..:тве 11µ1;1,вид вывода l'J:.>о..Ммо..тики G t.:одеµжитсл 11µ1;1,
ВИJЮ Sч • u,Sчr и, (;JiедовсtтеJ1ьно, в t.:11стеме ком1;1,нд б кoнeLiliOl'O 

сtвтоматсt М еt.:ть кoмctli . .Цct qu • ч' и то1'дсt ч ➔и ч'. Co1'Jictt.:liO 
нµеднолuжен:ию ин:ду кции, И3 того , '-!ТО Sчr гz,i- 1 yS,., L:дедует, 
ч:то ч' =?-; ,,. в М. Н итоге поду'iсtем ч ➔и ч' =?-; r·, т.е. , тсtк ко..к 
ау = х, q =}-; ,,. , '-ITU и тµебuвадut.:ь. 

E(;JIИ тепеµь х Е L (G), то в гµаммсtтике G t.:ущеt.:твует вывод 

ценочки х из о..кt.:иомы Sчu, т .е . Sчu Гс; х. Но.. нut.:дедliем шсt

ге этого вывода пµименлетt.:л некотоµое пµсtвwю, пµсtвсtл 'fctt.:ть 

котuµu1 ·о lie t.:одеµжи.т вхижdен·ий liетеµмиliсt-1юв, т . е. нµави.Jю 

ви.дсt. Sчr • а . llоt.:кодьку дюбсt.Я. ценu'iксt. в выводе в µе1-удя.J:.>liОЙ 
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l',l)o..MMU.'l'ИIO:~ может l:ОДе,l)Жо..ТЬ нете,l)МИНа,Jl TOJlЬKO Ка.К llOL:Jleд

ний l:ИМВОЛ7 го 8чu Гс; у8ч' r u yu, = х. ОгL:ЮДо.. L:дедуег1 'iГО 
чо •; ч'. Кrоме то1'0, 11rа.вюю вывода. 8ч' • а может 11rина.д
JШжа.ть множеL:тву J-> ТОl'ДёL И ТОдЬКО ТОl'До.. (110 llOL:T,l)Oeнию Р) 1 

когда В l:ИL:Теме КОМо..НД о..ВТОМо.,Го., м еL:ТЬ КОМо..НДо.. ч' U • Чt 1 

Чi Е: F. Следова.тедыiО1 чо •; ч' ➔и- Чi, '!ТО и озна.чu.ет чо •; Чf 7 

т.е. х Е: L (M ). 
Итu.к, докu.зu.но вюrючение L(G) С L (M) 1 и L(G) = L (M), г.е. 

re1 'УдЛ,l)НёLЯ l ',l)а.Мма.тика. G, 110L:т,l)оенна.л, ка.к 011иL:а.но выше, 110 

конечному о..Вl'ОМо..ту м' ЭКВИВё:\,JШНТНо., ему. 

2. Построение конечного автомата по регулярной 
грамматике. По за.дu.ннuй re1'yJн1rнuй 1',l)сtмматике 

G = ( V, N, 8, Р) 

110L:T,l)OИM конечный u.втомu.т М = ( V, Q 1 чо, .Р\ б) тu.к, что вход

ной U,JJ.фo..BИT о..ВТОМо..ТёL м l:OBllo..Дo..eт (; те,l)МИНё:\,JlЬНЫМ а,Jlфо..

витом l ',l)o..MMU.TИKИ G' множеL:тво l:Оl:ТОЛНИЙ Q l:OBllU.Дo..eт (; 

нетеrминU,J1ьным U,JJ.фа.витом 1 ',l)а.Мма.тики G, 11011олненным но

вым L:UL:тш1нием j', не 11,l)ИШtдлежащим объединенному U,JJ.фа

виту l',l)сtммu.тики. G 1 т.е. Q = N -J {f' }; нсtчU,J1ьное L:ОL:толние чо 
l:OBllo..Дo..eт (; о..Кl:И.ОМОЙ 8, множеL:ТВО 3о..КJ1Ю'iИТедьных (;0(.:ТUЛНИ.Й 
F = {f'}. Си.L:гема. кuма.нд б uнrеделлетL:л (;Jlедующи.м об,l)о..Зом; 
комu.ндu. Аа • Н 11,l)ИНU.д,дежит б TOl'ДU. и тоJ1ько TOl'Дct, KOl'Дct 

в множеL:тве Р нrави.д вывода еL:ть нrави.Jю А • аН, а коман

дu. Аа • f' 11,l)ИН.U.ДJН:~жит б тогдu. и. Т'Одько то1'дсt1 когдu. 11,l)U.BИJIO 
выводu. А ➔ а 11,l)ИЮtдлежи.т множеL:тву Р. 

Hu.11rимer, но rе1'удя.rной 1',l)а.мма.ти.ке G'l. из нrи.меrа. 7.5 
L:T,l)OИTL:Л кон.ечн.ый u.втомu.т L: входным U,J1фu.ви.том {а , Ь, U, 1}1 

мн.uжеL:твuм L:UL:'l'Оя.ни.Й 1 I D f'} Но..'iа,JJ.Ьным L:UL:тоя.н.и.ем I l , , , , 

еди.нL:твен.ным заю1ючи.теJ1ьным ~..:u~..:тu.ннием f' и. такой ~..:и.~..:темuй 
комu.нд (rи.l: . 7.б); 

Ia • D , 

DU • D , 

DU • f', 

I b • D , 

Dl • D , 

Dl • I , 

Da • D, 

Da • f', 
la • f', 

Db • D , 

Db • f' , 
lb • j' . 
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а, Ь, 0,1 

а, Ь a, b,O ,l 

а, Ь 

РиL:. 7.6 

не вывода. в 1',l)а.Мма.тике и 110 
е1'О 011уt.:каем. • 

Обоснованш~ КО,l),l)ектности 

это~ ·о 11ост1->оенил может быть 

111->оведено так же, как и 110-
u 

СТ,l)Оения. ,l)el 'У дЯ.,l)НОИ 1 ',l)амма-
тики 110 коне'iному а.втома.1·у 

(,, двойной 1' индукцией 110 дди-
ДJiине 11ути .в сt..втомсt.те) *, и мы 

Таким Об,l)ёtЗОМ, коне'iНЬШ а1:п·оматы до11ускаю1· В l'O'iHOCTИ 

те же Я.3ЫКИ, КОТО,l)ЬШ 110,l)ОЖДа.ЮТ ,l)el'YJIЯ.,l)HЬШ 1',l)а.ММа.ТИКИ. 

Выше ( t.:м. 7 .4) без дока.за.тедьt.:тва. t.:фо,l)мудИ,l)ОВа.На. тео,l)е
ма 7.41 GOГJla.GHO КОГО,l)ОЙ ,l)егудЛ,l)НЫе ЛЗЬIКИ (в i;!,Jlфавиге V) 
и лзыки 11олукольца R(V) - одно и то же. Это 11озводи

JЮ нам (так t.:ксtЗать, аванt.:ом) нсtЗыва1ъ элементы 11олу кольца 

R (V) 1->е1·удл,l)ными я.зыками. Те11е1->ь 11,l)ИШда 1101->а доксtЗа·1ъ это 
llОД,l)Обно. Ддл ЭТОl'О, ОllЛТЬ ,l)ёtЗДедив llОНЛТИЛ лзыка из llOдy

KOJlЬЦa. R (V) и 1->е1'удл,l)нО1'0 я.3ыка. (т.е. я.зыка., 1101->ожда.емо1'0 
,l)el'YШ·J.,l)HOЙ 1',l)а.ММа.ТИКОЙ), дока.жем, 'il'O н.зык донуt.:ка.етсн. ко

не'IНЫМ а.втоматом с входным а,Jiфа.витом V тогда и только 

т01'да1 ко1'да он есть элемент 11олукодьца R,(V). То1'да1 с у'iетом 
доксtЗанной тео,l)емы 7.5, будет доказана. и тео,l)ема 7.4. 

Теорема 7.6 ( теорема Клини). llyt.:ть V = { и~ 1 ••• , Un} -
П,l)оизводьный а,Jiфа.виг. Язык L С V* лвдлегt.:л элемен:гом по

лукольца R (V) то1'да и только то1·да, ко1·да он донуt.:каетt.:л 

некотО,l)ЫМ коне'-iным автоматом. 

• Докажем, 'iTO 3с;я.кий я.зык из R ( V) донускаетсл некото,l)ым 
коне'iным автоматом. 

Ддн. ДОКёtЗа.Тедьt.:Тtlа. ЭТОI'О утве,l)жденин. мы вос11одьзуемt.:н. 

методом индукции 110 11ост1->оению я.зыка из R (V) как эдемен-

"llрtщш>да1 ·а~тс.н, ч:то р~1 ·у д.нрн:с:Щ 1 ·раммати:ка зад;ан:а в тu.к нu.3ыва~мой 
нри.в~д;~нliОЙ форм~, н~ и.м~ющ~й щ>с:tвюr с аксиомой в щ>с:tвоЙ '"Шl:ти.. П~>и. 

этом нми:ч:и~ правюru. S--+ Л - н:~обход;и:мо~ и д;оста:гоч:но~ ус1юви:~ тщ•о, 

ч:то нач:сtльюt..н в~ршинu. ю>н~ч:1ю1 ·о автuмсt,1'а. .нвл.н~тс.н ~1 ·u заключ:ит~льнои 
в~рши:нои. 
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пt ;замыr.:а'Н:и~ мtluжес1•вё:1.. {к\ {л}, {а1}, ... , {ап} }. Этuт метuд 
сuстuи.т в L:Jrщ.1,ующем; Сtlё:1..'-Шдё:1.. утвеvждеtlие дuю.:tзыва..егся для 

Я.ЗЫЮJВ И.CXUДtlUl'U МtlUЖества.. (за..МЫКа..tlИ.е KUTUI->Ul'U стvuи.тся.), а. 

За.Тем В lll->eДllUJIOЖetlИ.И. 1 '-J.TU утвеvждеliи.е ДUKa..Зa..tlU ДЛЯ. ЛЗЫКUВ 

L и. К и.з R(V), UliU дuка..Зыва..ется .цлл L U К, LK и. L~. 
Kutle'-itlыe а..J:П'Uма..ты ддл я.зыкuв 0, { л} , {а}, 1 'де а Е: V, 

11!->И.ВедеliЫ tla.. !->И.С. 7. 7. 

а 

Рис. 7.7 

llуеть кutle'-iliыe а..втuма..ты 

для языков L и. К 11одукольца.. R (V) соответствеtltlО уже 11u
cтvoeliы. Обvа..ти.м BtlИ.Ma..tlи.e lia.. тu, '-J.TO ВХОДtlЫе а..Jlфа..ви.ты 

эти.х a..BTUMa..TUB СОВШ:LДа..ЮТ ( мы 1->а..бота..ем tla, МtlОЖестве я.зыков 
В 11!->UИ.ЗBOJIЬtlOM, liO фи.кси.vова..tltlОМ а..Jlфа..ви.те V) И. а..ВТОМа..ТЫ tle 

и.меют tlИ. общи.х веvши.tl, tlИ. общи.х ду 1'. 

На vи.с. 7.8 изобvа..жен метод 11остvоени.л кoнe'-ltlЬIX а..втома.
тuв для языкuв L U К I LK И L ~. На. vиcytlкe BИДJ:IU, '-J.TU ё:1..ВТUМа..Т 

ддя объеди.J:IеJ:Iия ( см. vи.с. 7.8, а) поду ч:а.ется 111->и. сохvс1деии.и. 

всех дуг и веvши.J:I а..втuма..тuв uбъеди.tlяемых языкuв 11утем д;uба..-
V V 

вдеliи.я новои J:Ia..'-J.a..JIЬJ:IOИ веvшины 3о, 11vоведеJ:Iия: из J:Iee 11уетых 
ду1' в ка..ждую из J:Ia..'-ia..JIЬtlыx веvши.J:I объедию1емых а..втома..тов 

( чо1 и. Чо'l.) и. объяВJ1еtlи.я мJ:Iожеством за..ю1ю'-iитеJ1ьtlых веvши.tl 

объеди.неJ:Iи.я мJ:Iожеств за..кдю'iи.тельных веvши.J:I (F1 и. F'l.) объ
единяемых а..втuма..тuв. lluдy'ia..eтcя " IIё:1..I->a..JiдeJrьнue сuеди.нени.е 1' 

а..втома..тов для языков L и К. Люба..Л цепоч:ка. х, ч:ита.ема..я на. не
кuтuvuм нути. из веvшины 3() в ка..кую-тu и.з веvшин мнuжества.. 

F1 U F'l., может быть пvедста..ВJШНа.. та.к; х = лх1 = х1 (nevexoд по 
V V V 

11устои це11оч.ке и.з so чо1 и. дщ1ьtlеишее ч.теtlи.е 11vuи.зводьtlоИ це-

11оч.ки. х1 , до11уска..емой а..втома..том М1) и.ди. х = лх'l. = x 'l. (1шvеход 
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LUK 

L к 

~ ®= 11:@ ® l·LK 
б 

1Vl L 

Риr:. 7.~ 

V V V 

110 нуlТОИ ценоч.ю:~ И3 so ЧО'2 И Дct.lIЬlieишee ч.тение нрОИ3ВОJIЬНОИ 

ценоч.ки Х'}, , донуLжсtемой сtвтомсtтом* M'J, ), 
A11ct.1IOI'11 LJ.liO 11р11 l1О(;трое111111 KOJ:ieLJ.J:iOI'O ё:\.ВТОМё:\.Тёt ДJIЛ (;Oeди

.1:ie.l:iIOl ( (;М . р11(;. 7.i), б) Д0(;Ta.T0LJ..l:i0 объя.вить .1:iОвой .l:ia.LJ.ct.11ь.1:ioЙ 

верШ11.1:iОЙ .1:ic:\.LJ.ct.lIЬ.l:iYIO верш11.1:iу 1ШрВОI'О ё:\.ВТОМё:\.Тёt (Чо1) , а. М.1:iО
Же(;ТВОМ зсtключ.итедьных вершин - тсtковое ддл второ1·0 сtв

томсtтсt (F'2) , ПО(;де ч:его И3 ксtждой за.кдю'lитедьной вершины 

первого сtвтомсtтсt прове(;ТИ пу(;тую дугу в На.LJ.сt.11ьную вершину 

второго ё:\.ВТОМё:\.Тёt. Поду Ч.ИТL:Л 
11 
llOL:JШДOBc:\.T'eJIЬ.l:iOe (;ОеДИ.1:iение ._ 

ё:\.ВТОМё:\.ТОВ . 

u u u 

и.з ~;воеи Н:o.,'i.i:tJlыtoи верши.н:ы ао ну~;гои цerro'iкe, г.е. н:е 'i.И.Гc:tJi .1:tи: ОL\н:01·0 
u u 

(;ИМВО/Пt BXOL\l·IOИ лен:гы , переиги в Юt'ii:tJIЬHY IO вершину первщ•о о.,ВТОМс\.Тс\. и 

потом 
11 
рс:t.богс1,гь 3с1, н~1 ·о ;, или 

17 
~;4~лс1,ть выбор в пользу" в1'оро1 ·о с1,вгомс1,гс1,, 

u u 

нер~и4н. 1ю 11у1;1'ОИ ц~1ю'-t.ке и.з верши:иы t;LI в верши.ну ЧLll • 
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Kutle'itlЫЙ ct1:п·uмct1' ддл и.терсtци.и. ( <..:м. ри.<..:. 7.8, (j) <..:трuи.т<..:л 

L:Ледующим uбра.Зuм. Нужнu: ct) вве<..:ти нuвые Нсt'iа.11ьную (~о) и 

3сtклю чи.тЕ:;11ьtlую ( t) верши.liы, нроведл 11у<..:·1,ую ду1 'У и.3 нервой 
в 110<..:деднюю; б) нрове<..:ти. ну<..:тые ду1 'И. и.3 tlОвой tlct'ia.JIЬtlOЙ вер

ши.liы в нрежliЮЮ liёt'ia.llЬliYIO верши.liу ёtВТОМёtТёt и.тери.руемОL'U 

Jl3ЬIKёt ( ЧIJ) 1 ёt тсtкже И.3 ксtждой 3ёtKJIIO'iИ.TeJ1ЬliOЙ верШИ.liЫ МtlО

жес.;твсt Р сtвтомсtтсt JI3ЬIKct L в liовую 3сtкдю'iи.тедьliую верши.liу 
и. нрежtlюю tlёt'ia.ilЬtlYIO верши.tlу. Итсtк, ксtждый Л3ык 11одуколь

цс:1, R (V) до11ус.;кс:1,ет<..:л tlекоторым конеч:ным сtвтомс:1,том. 
Доюtжем теперь, ч:то Л3ЫК npOИ3BOJIЫlOГO коне'ltlОГО ёtВТО

МёtТёt еL:ть эдемеtlт нодукодьцс:1, R (V). Ji3ык кolie'iliOL'O с:1,втомс:1,тсt, 

кс:1,к L:Jшдует и.3 формуды (7.5), - это кotle'itlOe объеди.tlеtlи.е JI3Ы

ков, ЛВJIЯ.ЮЩИ.Х(.;Л онредедеtltlЫМИ. ЭдемеtlТёtМИ. мсtтри.цы l,:'l'OИ.MO

L:TeЙ ёtВТОМа.Тёt. Мсtтри.цсt L:ТОИ.МОL:тей eL:'l'Ь '(J,Тfl,epa'U(U,Л маrприцы 

меток ду1· , 3сtда.ющей с:1,втомс:1,т . Метка. кс:1,ждой ду1·и. - ре1·удя.р

tlОе вырн.,жеtlи.е, обо3tlёt'iёtющее Л3ЫК и.3 ноду кодьцн., R ( V), и. мн.,-
V V 

три.цсt L:тои.моL:теи, L:J1едовн.,·1'едьtlо, лвдлетL:Л итерн.,циеи мн.,три.-

цы, все эдемеtlты которой могут быть опредЕ:',дены регулярными. 

вырс:1,жеtlилми., Т'. е. 11ри.1:iёtДдежс:1,т 11олукоJ1ьцу R( V). Полукuдьцо 
R(V) еL:ть нодукодьцо с итерн.,цией. llоэтому в L:иду теоремы 3.!) 
И Мёtтри.цёt l,:'l'ОИ.МОL:тей KOtle'itlOl 'O ёtB'l'OMёt'l'ёt будет СОL:ТОЯ.ТЬ И.3 

л3ыков полукольца. R ( V). ОтL:юдсt L:Jieдyeт, 'iTO л3ык кutle'lнoгo 
н.,втомсtтсt ес.;ть эдемеlil' это1·0 нодукодьцсt. • 

Замечание 7.10. Обрёtти.м BliИ.Mёtliи.e liёt то1 'iTO в общем 
L:J1y 'icte нри. нос.;троеliи.и. и.терсtци.и. liедь3л обойти.L:ь бе3 добн.,вде
tlИ.Л tlOBЫX tlёt'ia.lIЬtlOЙ И ЗёtKJIIO'iИTE:;ilЬtlOЙ вершиtl. J:->с:1,ссмо·1'рим В 

этои СВЛ3И llOL:TpOetlиe ёtВТОМа.Тёt ДJIЛ и.терсtци.и Л3ЫКёt, до11уL:кёt

емо1 ·о ёtВТОМёtТОМ liёt ри.L:. 7.9, и. 
EL:JlИ. мы llOL:Tpuи.м ёtBl'OMёtT ДJIЛ и.терсtци.и. тсtк, КёtК llUKi::I.ЗёttlO 

на. ри.L:. 7.!\ б, tle .вводл tlо.вую Нёt'iа.11ьную .верши.tlу , то этот сt.в

томн.,т будет донуекн.,ть, в 'iёtCTtlocти., все цено'iки. Л3ЫКёt (01)*. 
Одна.ко эти це110L1ки tle <..:одержёtтL:л в итерн.,ции и.L:XOДtlOL'O Л3Ы
кёt. Н 'iёt(.;'l'liOL:ти., () 1 ft. ( ( () 1) * 1) *. Дейс.;тви.тедьliо, дюбёtЯ. цено'iкёt 
Л3ЫКёt И.(.;Х0Дtl01'0 ёtJ:П'OMёt'l'ёt 3ёtДёtеТL:Л ре1'удлр.1:iЫМ вырёtжеtlи.ем 
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а б 

(j 

Рис. 7.9 

(01)1<1 и еt;ть дибо 11 дибо цено'-iюt, оксtli'-iивсtющсtя.t;л нодцено'--1-

кой 11. Сш:щовёtтеJ1ьliu, J1юбм ценu'--1Кёt из итеµёtции иt;XUДliUl'U 

лзыкёt еt;ть ли:бо цеп:о'iксt 1n, где п ~ 01 ли:бо цепо'iка., OKi:Lll'iИBct

ющa-яGя подцепо'-iкой 11. 
Можно ноt;тµоить i:LHctJIOГИ'-iliЫЙ нµимеµ и д,дя то1'0, чтобы 

убед,итьt;я в liеuбхuдимut;ти д,обёtвдеliия liuвuй за-кдючитедьнuй 

веµшиliы. 

Hct µиt;. 7.9, f:> нµиведеli нµимеµ нрёtвидьliо нot;тµoeliliOЙ ите

µсtции. 

ЕL:дИ ll!)И 11O(;Т!)Оении KOlie'iHOl 'О ёШТОМi:LТёt .L-1,JlЯ. итеµа.ции мы 

lie будем ll!)OBO.LJ,ИTЬ нуt;тую ду1т ~ • t, то 11олучим ёtВТОМёtТ .L-1,JlЯ 
# 

V 

11OЗИТИ1$liОИ итеµёtции И(;XOДliOl'U языка.. 

Из теоµем 7.5 и 7.6 нолучим GJrед;ующий µезульта.Т'. 

Следствие 7.2. Следующие утвеµжд;еllия u языке L в 

щ1фёtвите V эквивщrентliы; 
1) L еt;ть эдемеliт нодукодьцсt R ( V); 
2) L ноµождi:Lетt;я liекотоµой ре1'удЯ.!)liОЙ l'!)ёtммсtтикой; 

3) L допуt;ксtеТt;Я некотuµым KO.lfe'iliЫM ёtBTOMёtTUM. 

ЗёtДёt'-iУ 11ot; 1'µoeliия. кolie'-iliOl 'O сtвтомсtтёt 110 Дi:Llilioмy µе1'у

дяµ1iому выµёtжеliию liёtЗЫвсtют зада'Чtей сиитеза коне'Чtио~о 
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автомата. Ны•--нн;деl:iи.е же л3ыко., кol:ie'iJ:iOl'O ШП'ОМо.,'l'о., е<..:ть 

зада-ч,а аиа.11,иза копе-ч,ио-го автомата . 
./:--'а,<..:<..:мот·рим бодее подробно решение 3а.Да.'IИ а.НМИ3о., кoнe'i

J:iOl 'О o.,J:П'OMo..l'o.,. 

Ко.,к же нро.,КТИ. 'iе<..:ки. вы 'iИ.(.;JlИ.ТЬ Н3ЫК KOJ:ie'iJ:iOl 'О o.,B'l'OMo.,'l'a,'{ 

Ддя. Э'l'Ol'O, вообще l'Оворн:, ДO<..:To..'l'O'iJ:iO вы 'iИ.(.;JlИ.ТЬ, Ка.К <..:Jшдует 

И.3 форму JlЫ ( 7 .5) 7 Мо.,'l'ри.цу (.;ТОИ.МО<..:тей o.,BTOMo.,'l'o., ( Ко.,К po..3мe
'ieJ:iJ:iOl'O opи.eJ:iти.poвa.J:iJ:iOl'O 1·ра.фа.) дюбым и.3 <..:но<..:обов, кото

рыми. мы o.,J:io.,JlИ.3И.pOBo.,JlИ. po..3Me'ieJ:iJ:iЬШ opи.eJ:iTИ.pOBo.,J:iJ:iЫe l'ра,фы 

(<..:м. 5). Е<..:ди. мы выберем ддл вы 'iИ.<.;Jiel:iи.л и.теро.,ци.и <.;но<..:об, 
V V V 

(.;BЛ3o.,J:iJ:iЫИ <.; решеl:iи.ем (.;И.(.;Тем JlИ.J:ieИJ:iЫX у po..BJ:ieJ:iИ.И, J:io.,M llОШ:t-

добит<..:л решить п = 1 Q 1 <..:и.<.;тем ви.до., 

~·де А - ква.дра.ТJ:iа.Н: ма.три.ца. п-1·0 норя.дка.*, эш:~меJ:iт Uij кото-
V V 

рои лш1лет<..:л ре1·удя.р1:iым выро.,жеl:iи.ем, <.;дужа.щи.м меткои ду1·и. 

и.3 верши.J:iы ( (;0<..:'l'Шil:iи.я.) Чi в верши.l:iу ( (;0(.; 'l'OЯ.J:iи.e) Чj ( нри. J:iе

которой выбро.,l:iJ:iОЙ liY меро.,ци.и. <.;о <.;толliи.Й!), е<.;J1и. То.,Ко.,Л ду l 'o., 

(;уще<.;твует, и. pa.вel:i ре1·удлрliому выра.жеl:iи.ю 0, е(;ди. нет ду1·и 

И3 Чi в qj; C:j - j-й <.;тодбец еди.ни.'iной Мо.,трицы, т.е. (;ТОдбец , 

у которого В(;е комнонеl:iты, кроме j-й, pa.BJ:iЫ 0 ( нудю ноду

кодьцо., R (V)), о., j-я. кoм110J:ieJ:i·1•0., pa,BJ:io., ,\ (еди.J:iи.це аодукодьцо., 

R (V)) . 
.1:--'ешив уко..31:},J:iные п <.;и<.;тем, но.,Йдем матрицу <.;тоимо<.;тей С= 

=А* 3аданно1·0 коне'iно1·0 автомата. Но нам, как 11рави.до 1 
нужн:а не в<.;л мат·ри.ца <.;тоимо<.;теи, а тодько ЭJ1ементъ1 ви.да G~t 7 

L'де :-; - номер на'iо.,J1ьно1·0 1 а t - один и3 номеров 3акдю'iитедь

но1·0 (.;0(.;ТОЯ.НИЯ.. 

llоэтому1 вмеt.:то то1'0 'iтобы решать неt.:кодько t.:и.t.:тем ди.-
V V 

неиных уравнени.и, доt.:та·1·о'iно реши.ть одну; 

(7.б) 

"Это н~ ч:то ино~, юtк мс1.трицс1. м~ток .цу1·, опр~.ц~л».ющм рс1,.зм~ч:~нный 

О,[.)И.~lП'И.,[.)U~с\.1-ШЫЙ 1 'lЖф ( l:M. ~) . 
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L Ae (:J - <..:тuдбец, 1:$<..:е кuм11uне.1:пъ1 кuтuµu1 'U µа.,1:$.1:iЫ 0' ( ну дю 11uду

кuдьцс1., R (V) ) 1 кµuме кuмнuнент <..: нuмеµс1.,м11 ti, . .. , tm, кuтuµые 
ЛВJIЛЮТСЛ .1:iOмeµc1.,м11 зctKJIIO'il1Te.lIЬ.l:iЬIX СОСТОЛ.1:il1Й. Эт11 KOMllO.l:ie.l:i

TЫ µct!:$.1:iЫ л ( ед11н11це ноду кодьцсt R ( V)). Дµу 1'11м11 t.:JIO!:$ctM11, ко 
всем урсtвнен11лм с11стемы1 с;оответс;тв ующ11м зсtюrю 'il1Тедьным 

<..:о<..:то.нн11я.м, добс1.,ы1я.ет<..:я. <..:да.,1'с1.,емое л. 

Дейt.:тв11тедьно, µеш~н11~ <..:11стемы (7.6) будет 11м~ть !:$l1Д 

(эдементы л нс1.,ход.нт<..:.н 1:$ <..:тµоксtх <..: номеµс1.,м11 ti, ... , tт) , 

Умножм 1:$ (7.7) мсtтµ11цу А\ µct!:$.1:iyю мсtтµ11ц~ С с;то11-

мо<..:т~й , нс1., <..:тодб~ц (:J, 11оду 'il1M <..:тuдбtщ, s-я: ком11u.1:iентсt ко

тоµоr 'О x!j будет µa.,1:$.1:ia., 11µ011З!:$~ден11ю s-й стµок11 мс1.,·1,µ11цы С 

( c;!j l , ... ' (;1:Jt1 ' ••• ' c;lit m' . .. ' Cl:fn) Hct стодбец (:J в фоµмуJШ (7. 7)' 
т.е . 

.l:iO это 11 ес;ть µе1'удя.µное выµёtже.1:i11е, обознёt'iёtющее я.3ык кo

.1:ie'i.l:iOI'O а.,ВТОМёtТа., (сµ. с; (7.5)) . 
Тс1.,ким обµсt3ом, а.,Jiгебµс1.,и'i~скм т~хниксt ёt.1:ia.,Jil13ct оµи~.1:iТИ

µовёt.1:i.1:iЫХ 1 'µсtфов, Vёt3M~'i~.l:i.l:iЫX .1:iёtД 1юду кодьцсtм11 ( с;м. 5) , дсt~т 
В03МОЖН0(.;ТЬ '111(.;ТО ё:\.,JlГ~бµсt11 '1е (.;КИ µешёtТЬ 3aДёt'il1 a.l:iaJll13 a K0 -

.1:ie'i.l:iЫX автомёtтов. 

Пример 7 .8. Нсtйдем язык кон~'iНОl 'О автомата.,, изобµёt

женно1 'о .l:ict µ11с; . 7.10. Зсt1111шем ддл это1'0 сtвтомёtта., ма.,·1,µ11цу А 

Рис. 7.10 

V 

меток дут 11 с;истему ура.,внении; 

( с;да,1 'ёtемое л добёtыrено в ура.,внение ддл х'2 , тёtк 

КёtК веµш11.1:iёt Ч'2 ЛВдЛе'l'(.;Л 3ctKJIIO'il1TeдЬ.l:iOЙ). 
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{ 

х1 = Ь(ах1 + Ьх~) + ах1, 
xi = а(ах1 + Ьх~) + Ьх1 + Л 1 

откуда 

{ 
xi = ((а'2 + Ь)(Ьа + а)*Ь'2 + аЬ)\ 
х 1 = ( Ьа + а)* ь~ ( ( а i + Ь )( Ьа + а)* ь~ + аЬ) * . 

Отt.:юда ноду ча~м р~еудлрно~ выраж~ни~, обозначающ~~ лзык 

KOH~'--iHOl'O автомата, как знач~ни~ ll~р~м~ннои Xl): 

Xl) = а(Ьа + а)*Ь'2 ((а'2 + Ь)(Ьа + а)*Ь'2 + аЬ)*+ 
+ Ь ( ( а i + Ь) ( Ьа + а)* ь~ + аЬ) * . 

Как видим, нодуч~нно~ р~1'удлрно~ выраж~ни~ в~t.:ьма L:дожно и 

найти ~1 'о, ю~ раL:11одш 'ая. заранее разработанным iiJН 'Оритмом, 
быдо бы затру дни.т~1ьно. 

7.6. Детерминизация конечных автоматов 

Ддл ДiiJlbHeЙшel'O и.зучени.я. (.;ВОЙL:ТВ 'К(J'Н,t::ч,'Н,ЫХ U6'ПWMU'ffW(j 

и. 1 в 'iaL:TliUL:1'.и., дшr р~ш~li.И.}1 зидачи С:'U'Н,rпеза 1:>aжlioe Зlia'ieliи.e 
и.меет 1..:дедующа,}1 теорема. 

Теорема 7. 7 ( rпеоре.ма о детер.мипизаци'и). Ддл J1юбо-
1 'О KOlie 'iliOl 'O а1:>томата может быть llUL:тpoeli :JK(j ив a.л,e'Н,'ff t'Н,bl й 

ему деrперм'U'Н,'Uрuвинный кolie'iliЬIЙ а1:>1·омат. 

• Ддя: то1'О чтобы доказать т~ор~му1 liужно, во-н~рвых, 011.и.

t.:ать сtЛгоритм поt.:троенил ,цетерминировс1.,нного конечного ав

томата 110 и.L:ходliому; во-вторых, обоt.:liовать этот iiJH'Upи.1·м, 
u u 

t.:тpOl'O доказав, что он деиt.:тви.тедьно дает ко1Ш'--i.1:iЫИ автомат, 
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которыи я.вдJН~Т(.;Я. д,е·1'ерми.ни.рованным и. экви.вёtJ1ентным И.(.;ХОД

ному. Зде(.;ь мы нриведем 'l'Одько (.;ам ёtJП'оритм 110(.;троенил 

детерми.нированно1'0 автомата. Е1-о обо(.;нование дано в Д. 7.1. 
llреобрё1..3ование 11роизводьно1'0 коне'-ПiОl'О автомата к экви

вёtJшнтному детерми.ни.рованному О(.;у ще(.;·1·вшШТ(.;Я. в два этана; 

(.;НачёtJ1а удёtJШЮ'l'(.;Я. дуё,'U (.; меrпr,;ий л, затем ароводи.т(.;Я. (.;Об

(.;'l'венно детермини.заци.л. 

1. УдёtJшние л-перехидиt> (ду1' (.; меткой л). 
Чтобы нерейти. от И.(.;ХОДНОl'О конечноt'О автомата М = 

= ( V, Q, чо, F, б) к эквинёtJ1ентному конечному антомату М' = 

= ( V, Q'' Чо, F'' б' ) без л-нереходов, ДО(.;'l'аточно в И(.;ХОДНОМ 
t'рафе М 11родеда.ть (.;JШдующи.е 11реобрё1..3ова.ни.л. 

а. .l:::ke (.;О(.;толни.л, кроме начёtJ1ьно1'0, в которые заходя.т 

TOJlbKO ду l 'И (.; меткой л, УДёtJlЛЮТ(.;Лi тем (.;с\,МЫМ онредедлеТ(.;Л 

множе(.;тво Q' конечно ~-о автомсtта М'. llонлтно, что Q' С Q. 
llpи. этом 11ода1-аем, что начёtJ1ьное (.;0(.;'l'OJПiИ.e 0(.;'l'a.e'l'(.;Л 11реж-

ни.м. 

б . М11оже(.;тво ду t' ко11ечно1·0 сtвтоматсt М' и. их меток (тем 
(.;сtмым и. функци.л 11ереходов М') 011реде.11я.ет(.;я. тсtк; ддл дю

бых двух (.;0(.;Толни.й р, 1· Е: Q' р -+а г и.меет ме(.;ТО тогда. и. тодько 

тогда, когда а Е: V, а в графе М имеет ме(.;ТО oдllo из двух; ли

бо (.;уЩе(.;твует ду1'сt из р н r·, метка которой (.;Одержит (.;Имнод 

а, ди.бо (.;уЩе(.;·1·вует такое (.;О(.;тол11и.е q, что р =?! q и. Ч -+а 1·. 

При этом вершина q, вообще говоря., может и не прина.ДJШ

н 
а 

р ,__ ______ r 

жать м11оже(.;1·ву Q' , т.е. 011а может 
и И(.;чезнуть ари аереходе к сtнтомсt

ту М' (ри.(.;. 7.11). Е(.;J1и. же q Е: Q', 
то, е(.;Те(.;твенно, н М' (.;ОХраниТ(.;Л ду

га (ч, 1·) и (.;Имвол а будет одllи.м из 

Ри(;. 7.11 (.;ИМНОJЮН, ари.на.ддежащих метке этои 

ДУl'И. (ри.(.;. 7.12). 
Тсtким обрё1..3ОМ, В м~г (.;0Хра.НЛЮТ(.;Л В(.;е дуги М, метки кото

рых отдичны от л и. которые (.;Оеди.нлют 11ctpy (вершин) (.;0(.;ТОЛ

ни.й и.з МНОЖе(.;'l'Вс\. Q' (не УДёtJlЯ.емых (.;Ol 'Jlcl,(.;HO 11. а.). Кроме ЭТОl'О, 
ддл дюбой тройки. (.;О(.;толни.й р, q, r· ( не облзсtте.11ьно рё1..3ди. чных[), 
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такой, '-iT0 р, ,,. Е Q' и t.:ущеt.:твует 11уть 
ненулевои .длины из р в q, метка ко
торо1'0 равна Л (т.е. 11уть 110 л-11ере

ходам), а из q в 'Г ведет .цу1'а, метка 

которой t.:одеµжит t.:имвод и rзхиd'Н,Uё,.И 

адфаrз·иrпа, в М' t.:троитt.:я дУl'ёL из р в 
,,. , метксL котоµои t.:одеµжит t.:имвол и 

(t.:м. риt.:. 7.11). 

в. Множеt.:тво ЗёLКJIЮ'Iитедьных t.:о

t.:тояний F' коне'-iНОl 'О сLвтомсLтёL М' 

t.:одеµжит !$L:e t.:оt.:тоя.ния. q Е Q', т.е. 

(;0(; l'ОЯНИЯ. коне'-iНОl 'О ёLB'l'0MёLTёL м 7 не 

удш1я.емые t.:0l 'дat.:нo 11. а, ддя. которых 

имеет меt.:то q =} ~ Чt ддн. некоторо-

1 'О Чi Е F (т.е. дибо t.:оt.:тояние q t.:амо 
ЯВJlЯетt.:я закдЮ'IИТ'еJIЬНЫМ t.:Оt.:ТОЯНИ-

ем K0tle'IH0Г0 автомс1,тс1, м дибо из 
' 

не1'О ведет нуть ненулевои ддиаы 110 

а 

Рис. 7.12 

Рис. 7.13 

дугсLм t.: меткой л в ОД!lО из заклю'-iитедьных t.:оt.:т·ояний коне'I
но1 'О автомата М) (µиt.:. 7.13). 

2. Собt.:твенао детеµминизация. 

llуеть М = (Q, V, qu, F, б) - коае'-iный автомат без л-не

µеходов. llоt.:тµоим ЭК!$ИВШ1ентный М детеµминиµованtlыЙ ко-

не'-iный автомат М l · 

Э·1·от коне'-iаый сLвтомсLт 011ределя.етt.:я. тсLким обµа,3ом, ч:то 

et'0 множеt.:тво t.:0t.:'l'0ЯtlИИ еt.:ть множеt.:тво вt.:ех 11одмtlожеt.:тв 

множеt.:тва t.:оt.:тОЯ!iИЙ коне'-iного автомата М. Это знсLч:ит, ч:то 

каждое отдедьное t.:оt.:тоя.ние коне'-iНОl'О а1:п'омата М 1 011µедеде

но как некотоµое 110.цмtiожеt.:·1'!$0 множеt.:·1·ва t.:оt.:тон.нии кoнe'--1-

tl0l'0 aJ:П'0Ma'l'a. м. llpи этом нa'-ictJlЬHЫM t.:Оt.:тоянием НОВО! 'О 

кotle'-iH0l'0 а1:п'омата (т.е. М1) лвJ1я.етt.:я. одноэдементное 11одм1iО

жеt.:тво, t.:одержащее нa'-ictJlЬH0e (;0(;ТОЯНИе t.:тap0l'0 K0He'-itl0l'0 

автомата (т.е. М), а закдЮ'-iИТедЬ!iЫМИ (;0(;ТОЯ:НИЯ:МИ H0B0l'0 

коне'-iнО1'О автомата лвдлютt.:л !$t.:e такие нодмножеt.:тва Q, ко-
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торые t.:одержс:\.т хотя бы одну Зс:\.кдю'--lи.т~1ьную верши.ну и.t.:ход

но1·0 коне'--lно1 ·о с:\.J:П'ОМс:\.Тс:\. М. 

Н11редь1 донуt.:кс:\.Л некоторую водьноt.:ть ре'--lи.1 мы будем и.но-
1 'да называть t.:оt.:тонни.н коне'--lно1 ·о автомата М 1 t.:оt.:·1·оя.ни.нми.

множеt.:твс:\.ми.. Нажно1 однс:\.ко 1 '--lетко уt.:вои.ть 1 '--lTO кс:\.ждое такое 
t.:оt.:·1'оя.ни.е-множеt,;т1>0 еt,;ть отд~1ьное t;Оt,;тоя.ни.е но1>01'0 коне'--l

но1'О с:\.ВТОМс:\.Тс:\., но НИ.Кс:\.К не множеt.:тво е1 'О (;0(.:ТОЯНИ.Й. Н то 

же 1:>ремя ДJIЯ И.(.;ХОДНОl'О (,,t.:та.р01'0 1") коне'--lНОl'О с:\.ВТОМа.Тс:\. м 

это и.менно множеt,;·1,во е1'О t;Оt;'l'Оя.ни.Й. Обра.зно 1'оворл, кс:\.ждое 

нодмножеt.:Т.1:Ю t.:ОСТОЯ.liИ.И (.;'l'apOl'O KOHe'--lliOl'O a$l'OMa·1'a "t,;1>ерты-

1>аетt,;я 1" 1> OДliO СОСТОЯliИ.е НО!:>01'0 KOlie'--lliOl'O а1>томатс:\.*. 

Функцил перехиdтз но1>01·0 кolie'--lliOI'O автомата 011редеде

liа. Тс:\.К7 '--lTO И.3 СОСТОЛliИ.Л-МНОЖеt.:Тl>с:\. s 110 1:>ходному (.;И.Мl>Оду а 
коне'--lliЫЙ с:\.1:>томат М1 нереходи.т 1> t;Оt;'l'Оя:ни.е-множеt,;т1>01 нред
t.:та.вдлющее t;Обой объединеliи.е 1:>t;ex множеств L:Оt;тоя:ни.й t;Tc:\.-

u u 

ро1·0 кolie'--lliOl'O а1>тома·1·а, 1> которые этот t,;·1·арыи кolie'--lliЫИ 

с:\.l>ТОМё:!.,Т нереходи.т 110 си.м.1:юду а И.3 Кё:l.,ЖДОI'О L:OL:TOЛliИ.Я. MliO

жet;TJ:>ё:J., S. Таки.м образом1 коне'--lliЫЙ а1>томат М1 я.1:>дя.етt,;л 

детерми.нирова.нliым 110 ноt,;троению. 
llриведеliное выше t;JIOвet,;нoe оп.и.t.:с:\.ни.е можliо п.еревеt.:ти в 

формулы t.:дедующи.м образом: t,;трои.м коне'--lliЫЙ с:\.1:>томс:\.т М1 

так, '--lTO 

{

Q1 =2CJ, Р1 = {т: тnР1 0, тс:2СJ}, 

(V S С Q) ( Va с V) ( б 1 ( S, а) = U б ( q, а)) . 
Чt=.S 

(7J:{) 

"Формс\.Jrыю l;JI~l.\OBc\.JIO бы огrр~l.\~дить мн:ож~~;тво С/1 ю:1,к мн:ож~~;тво, н.i:\.

хо.цпщ~~~;п во вза·им'Н,СJ СJd'Н,СJЗ'Н,U,'Ч,'Н,СJМ CCJCJrnв ~mr;rnв ·u·u i; мн:ож~~;твом zЧ , н.о 
Ю-1,М В(.;~-Тi:\,КИ УJ.\Обн:~~ l;'iИTi:\.TЬ1 Ч:Т() С/1 (.;()BШ:1,J.\cL~T (.; 2(,,J, - В~l.\Ъ МН:()Ж~
(.;ТВ()М ~.;о~.;топн:ий кон:~ч:н:01·0 i:\.втомi:\.тi:\. может быть шuбое н:егrу~.;тое кон:еч:н:ое 

ми:оже~.;тво. 
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Обрёtти.м вни.мсLни.е нсL то, '-lTO t;реди. t;Оt;тоя.ни.и ново~ 'о ко

не'-lнО1 'О ШП'ОМёLТёL et;'l'Ь (.;0(.;ТОЛНИ.е е, нри.'-lем, (.;Ol'JlёL(.;HO (7.8) , 
61(0,и) = е для. дюбо1'0 входно1'0 t;и.мводсL и. Это знсL'-lи.т, '-lто 1 
llOllёLB В ТёLКОе (.;0(.;ТОЛНИ.е, коне'-lНЫЙ ёLВТОМёLТ М1 уже el'O не llОКИ.

нет. Нообще же дюбое t;Оt;тоя.ни.е ч коне'-lнО1'0 сL1:п'ОмсLтсL1 тсLкое1 
'iTO для. дюбОl'О ВХОДНОl'О (.;И.МВОдёL и б(ч,и) = Ч, НёLЗЬШёLЮТ по
~.л.ощающим состояпием копе-ч,по~о автомата. Тёtки.м 

обрсLЗом, (.;0(.;ТОЛНИ.е 0 детерми.ни.рО.131:LННОl 'О коне'-lНОl 'О ёL.13ТОМёL

ТёL М1 лВJ1летt;л ногJЮЩёtющи.м. Нодезно зсLмети.ть тсLкже, '-ITO 

61 (8, и) = е Т'ОГДа. и только тогда., когда. ДJIЛ Ка.Ж.ЦОГО ч Е 8 ( (.;0-
V 

t;ТОЛНИ.Л t;TёLpOl'O коне'-lНОl'О ёL.13ТОМёLТёL И.3 множеt;Т.131:L (.;0(.;ТОЛНИ.И 

8) б(ч,и) = е, т.е. в l'рёLфе м- И.3 KёLЖДUl'U TёLKOl'U (.;0(.;'l'U.ННИ..Н ч не 

1$ЫХОДИ.Т ни. ОДНёL ду l 'ёL, llOMe'ieHHёL.Н (.;И.М.1:ЮJЮМ и. 

Можно доксLЗсLть (t;м. Д.7.1), 'iTU ноду'iенный 110 l'cLкuмy 

ёLJН 'Ори.тму коне'iНЫЙ ёLВТОМёLТ ЭКВИ.J:$1:LJlентен И.(.;ХОДНОМУ. • 
Пример 7.9. Детерми.низируем коне'-ItlыЙ а.нтомсL'l\ изобрёt

жеtltlЫЙ tlcL ри.t;. 7 .14. 

ь 

а, Ь 

а, Ь 

Рис. 7.14 Рис. 7.15 

ЭКJ:$И.J:$ёLJШНТНЫЙ коне'-lный ёLJ:$TUMёLT без л-нереХОДОJ:$ и.зобрёt

жен нсL ри.t; . 7.15. 
Зёtметим, '-ITU вершиtlсL Ч'l И.t;'-leЗcLeT', тсLк ксLк в tlee зсLхuдлт 

ТОдЬКО ,, пуt;1.ъrе ;. дуги. 

Чтобы дегерминизи.рuвсLть нuду '-Iенный сLвтомсLт, t;uнepшetl

нu не uблза.тельнu выпиt;ЫВёLГЬ Bt;e его iJ = 8 t;Ut;голний, t;реди 
которых МНОl 'И.е MOl'Y'l' ОКёLЗёLТЬ(.;Я. не ДО(.;ТИ.ЖИ.МЫМИ. И.3 HёL'iёLJlb

tlUl'U t;Ut;'l'UЛtlи.л { Чu}. Чтобы нuду 'iи.ть дut;·1·и.жи.мьш и.з { Чu} 
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(;0(.:ТОЛJ:iИЛ, И TOJlЬKO их) В0(;110JlЬ3уемL:л ПtК J:iUЗЫВU.емым мето

дом ВЬП'Я.l 'ИВU..1:iИЛ. 

Этот метод в общем t;J1y 'ict~ мож.1:iо ониL:ать так. 

Н ю..:ходном KOJ:i~L1нoм ав·гомат~ (бе3 IIyt.:тыx дуг) оIIр~д~дл~м 
u 

Bt.:~ MJ:iOЖ~l:ТBёt t.:Ot.:TOН.J:iИИ, ДОt.:ТИЖИМЫХ И3 J:ia.'ia.JlЬJ:iOl'O, т.е. ДJl.Н 

каждо1·0 вход.1:iОt'О t.:имвода а .1:iсtходим м.1:iожеt.:1'во б(qu ,a). Ка

ждое тако~ MJ:iOЖ~t.:TBO в J:iOBOM автомат~ Н.ВJl.Н~Тt.:Н. L:Ot.:TOН.J:iИ~м, 

J:ie11ot.:p~дt.:l'B~J:iJ:iO ДОt.:ТИЖИМЫМ И3 J:ia,'ia.JlЬJ:iOl 'O. 

Ддл КёtЖДОl'О И3 Ollp!:Щ~Jle.l:i.l:iЫX t.:OL:TOЛJ:iИЙ-MJ:iOЖet.:тв 8 и кu.
ЖДОl'О вход.1:iОl'О t.:имвода а .1:iсtходим м.1:iожеt.:тво U б(q, а) . H t.:~ 

чс.S 

llOJlY Ll~J:iJ:iЫ~ J:ia. этом Шёtl '~ t.:Ot.:TOЯ.J:iИЯ. будут t.:Оt.:ТОЛJ:iИЯМИ J:iOBOl 'О 

(д~терминирОВа..1:i.1:iОГО) автомата., ДОt.:ТИЖИМЫМИ И3 Hёt'-ia.JlbHOЙ 

в~ршиtlы по пути ддиtlы 2. Опиt.:аtlную проц~дуру повт'орлем 

ДО тех нор , нока J:i~ нepeL:Tёt.l:iY 'l' llOЛВJlН.'l'bt.:Н. J:iOBЫ~ t.:Ot.:TUН.J:iИН.

MJ:iOЖ~t.:твa (вкдЮ'iсtЛ ну t.:тое[). Мож.1:iо нокuзать, 'iTO нри этом 

llOJlY 'ia,IOTt.:Я. Bt.:~ такие t.:Ot.: l'OН.J:iИН. KOJ:i~'i.l:iOl 'O a.BTOMёtl'a, м l ' кото

рьш ДОL:ТИЖИМЫ И3 J:ia,'ia.JlbJ:iOl'O t.:Ot.:TOЯ.J:iИЛ { Чu}. 

Ддя. KO.l:i~'i.l:iOL'O автомата lia. риt.: . 7.15 им~~м; 

б 1 ( { Чu} 1 а) = { Ч1}; 
б1 ( {ч1}1а) = {ч1}; 

() l ( { чu}, Ь) = { Чl, q3} i 

б1 ({ч1},Ь) = {ч1}; 
б1 ( {ч1, q3}1a) - б(ч1 , и) u б(q3, а) - {ч1} u {ч1} - {ч1}; 

() l ( { Чl, q3} 1 Ь) = () ( Чl 1 Ь) U () ( q3 1 Ь) = { Чl} U { Чl} = { Чl} · 

Рис. 7.16 

Так как J:iOBЫX t.:Ot.:'l'OЛJ:iИЙ-MJ:iOЖ~t.:TB 

бодьш~ li~ 11оя.в11Jюt.:ь, нроц~дурсt. 1, вытя.1'и

ва.1:iил ;' J:ia. этом 3a.Ka.li'iИBa.~Tt.:Я, И мы llUJly-

9:i:t~M граф) И3обрсt.ж~нный tli:t риt.:. 7.lo. # 

() д.1:iим и3 всt.ж.1:iых теорети 'iеL:ких L:дед

t.:твии теоремы о детермиliИ3сt.ции я.ш1я.ет

t.:л t;J1едующшr теорема.. 

Теорема 7.8. Дu·щ1J1,,г1,ен.:ие p ec-yJl,,лpнuc-u лзь~·r,;и еt.:ть ре1'удлр-
u 

.1:iЫИ Я.3ЫК. 
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• llусть L - ре1·удя.рный я.зык в а.,1фавите V. То1·да доноднение 
я.зыка L (как множества СJюв) есть лзык L = V* \ L . 

Со1 'J1асно теореме 7. 7, ДJLЛ ре1 ·у длрно1 'О я.зыка L может быть 
нострое.1:i детерминировсt.1:i.1:iЫЙ ко.1:iе'iный автомат М, донуска

ющий L. llоскодьку в детерми.1:iированном автомате из каждой 
вершины 110 каждому входному t;имводу онред~шн нереход в 

то'iности в одну вершину , то, какова бы ни бь1J1а цено'iка 

х в а.,1фавите V, ддл нее найдется. единственный нуть в М, 

Нёt'iИНёtЮЩИИСЯ. в Hёt'icl./lЬHOM состоя.нии, на котором 'iИТсtется. 

цено'iка х. Ясно, '!ТО цено'iка х донускаетсл автоматом М, 

Т .е. Х ~ L ( М) 1 TOL 'Дёt И TOJlЬKO ТОL 'Дёt, КОl 'Дёt llOCJLeДШ~e СОСТОЯ..1:iИе 

указанно1·0 нути я.вдлетсл закдю'iит~1ьным. Отсюда сдедует, 

'iTO ЦellO'iKёt х ~ L (M) ТОl'Дёt и TOJlЬKO ТОl'Дёt, КОl'Дёt llOCJleд.1:iee 
состолние у казанно1 ·о нут и не закдю'iитедьное. Но нам как 

раз и нужен ко.1:iе'iный автомат М', который донускает цено'i-
V 

ку :.с тогда и тодько то1'да, ко1'да ее не допускает исходныи 

коне'iный автомат М. Сдедоватедьно, нревращал каждое за

кдю'iит~1ьное состо.11.ние М в не 3сt.КJLЮ'iитедьное и наоборот, 
V 

ноду'iим детерминированныи автомат, донускающии донодне-

ние я.зыка L. • 
Доказанная. теорема нозводлет строить коне'iныи автомат, 

V 

не донускающии онредеде.1:iное множество цено'iек, сдедующим 

методом; t.троим cнa'icl./La автомсt.'1', донускающии данное мно

жество цено'iек, затем детерминизируем е1·0 и нереходим к 

автомату ддл доподllенил так, как это указс1,но в доказс1,тедь

стве теоремы 7.8. 

Пример 7.10. а. llостроим коне'iный с1,втомс1,т , донускс1,ю

щий все цено'iки в а.,1фс1,вите {U, 1}, кроме це110L1ки lUl. 
Cнct'icl./Lct ностроим коне'iный автомат, донускающий един

ственную цено'iку lUl. Этот автомат нриведен на рис. 7.17. 

Рис. 7.17 
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Эт·от сt.втомсt.т Кf5аз·иiЛ:тер.м,·ип·ириваппый1 но не детерми.ни.
ровсt.нный, та.к ка.к он не rю.л,пистью unpedeJt,en. Проведем е1 ·о 

u 

детерми.ни.за.ци.ю и. ноду 'iИ.М детерми.ни.рова.нныи экви.ва.,.11ент-

ный коне'iньrй сt.вт·омсt.т, изобрсt.женньrй на. ри.t.:. 7.18. 

Рис. 7.Hs Рис. 7.19 

И нсt.ко.1шц, 1шреходя. к доноднени.ю (и. нереи.меновыва.я. t.;О

t.:тояни.я), ноду'iи.м сt.втомсt.·1' , и.зобрсt.женный на. ри.t,; . 7.19. 
Обрсt.ти.м вни.мсt.ни.е, 'iTO в нuду 'iенном сt.втомсt.те вt,;е верши

ны, кроме вершины ,,~, Я.ВШ1Ю'l'L:Л ЗсLКдЮ'iИ.Те.JlЬНЫМ.1:1. 

Зсt.мет.1:1м тсt.кже, 'iTO нереход к до11однен.1:1ю, о котором и.дет 
р~'iь в дока.За.те.J1ьt.:·1·в~ т~оремы 7.8, мож~т быть нров~ден толь
ко в детерми.ни.рова.нном сt.втома.те. ECJ1.1:1 бы мы 110меня.ди. 
ролям.1:1 зсt.кдю'iи.тедьные .1:1 незсt.кдю'i.1:1тедьные вершины в сt.в

тома.те, изобра.женном HcL риt,;. 7.17, то получ:или бы cLBTOMa.г!'i 

до11уt.:юtющ.1:1Й я.зык {Л , 1, 10}, который не я.вдя.етt,;я - ка.к н~

тру дно (.;00бра.3И.ТЬ - МНОЖ~(.;ТВОМ B t.:~X цено'iек, ()ТJ!И. 'iНЫХ от 

цено'iк.1:1 101. 
Отметим та.кже, 'iTO коне'iный а.втома.т на. p.1:1t,;. 7.19 дону t.;

ка.ет вt;е цено'iки.1 t.;одержа.щ.1:1е вхождени.е цено'iки. 101, но не 
t;Ов11а.да.ющ.1:1е t; t.:а.мой этой цено'iкой. Нот, на.нри.мер, нуть, не

t;ущи.й це110'iку 1011: -'U, -'l , "l, -':J, t. 
б. llot;'l'poи.м коне'iный а.втомсt.·1\ дону t.;ка.ющи.й вt,;е цено'iки. 

в а.11фа.в.1:1те { О, 1}, кроме тех, которые t_;одержа.т f5Xuжden·ue 

ценО'iК.1:1 101. !>а.t.:(.;МОТри.м язык L , Ка.ЖДа.Я ценО'iКа. KO'l'Op Ul'O 
t;одержи.т вхождени.е цено'iки. 101. El'o можно за.да.·1ъ та.к: 

L = (О+ 1)* 101(0 + 1)*. 

На.м нужно нut.:трои.ть а.втома.т ддя. доноднени.л языка. L. 
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Не11оt;редt; '1'ве1н-10 110 ре,:,,уJ/,J(,рг1,иму вырижен'ию в этом t;J1y
'ia,e Jlel'KO 110(.;Т( .. ЮИТЬ KOJ:ie'iJ:iЫЙ a,BTOMa,'l\ донуt;Ка,ЮЩИЙ Л3ЫК L 
(риt.:. 7.20). 

U,l U,l 

Рис. 7 .20 

Зсt,тем методом " вытш'ивсt,ния. ;, нроведем детермини3сt,цию. 

1-'е3ультат детермини3сt,ции 11редt;тавлен На, риt.:. 7.21. 

Рис. 7.21 

Дшr 110J1ного решенил 3а.Да.'iи Ot;TaJIOt;ь только на риt; . 7.21 110-
менлть роллми 3акдю'iитедьJ:iые и не 3аклюL1ительные вершины 

(риt;. 7.22). 

Рис. 7.22 

в. Обt;у дим идею 11оt;троеJ:-1ия: кoJ:ie'iJ:iOl 'O сt,втомсt,тсt,, до11уt;

ксt,юще1 'О те и только те цено'iки в щ1фсt,вите {О, 1}, которые J:ie 
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tla.'--1.1:1.tlёl.,IO l'L:Н. ц~нu '--1КUЙ о 1 и. tl~ 3a.Kёl.,tl '--1.1:1.Вёl.,ЮТL:Я Ц~НU'--1КUЙ 11 (т .~. 
tl~ µс1.,3µ~шс1.,ютt.:я. ц~1ю'--lки. ви.дс1., Olx и. ц~но'--lки. ви.дс1., yll, кс1.,ковы 
бы tlИ. быди. ц~но'--lки. х, у Е: {О, 1}*). 

J:3 этом L:Jly'--la,e ДOHOJitletlи.eм Л3ЫКа,, ДJ1Л КОТО[.>O1'O liYЖtlO 
u 

ПUL:Tl)UИTb КUН~Ч:НЬIИ с1.,втuмс1.,т, ЛВJIЯ~ТL:Я MHUЖ~L:TBU BL:~X Та,-
u u 

ки.х. ценочек н.удеи и. еди.t1и.ц, котоµые tia,'--1.И.tla,IOTt.:я. цено'--lкои 

01 И.JIИ. 3ё1.,Кёl.,tlЧИ.Вёl.,ЮТL:Л ценО'--1КОЙ 11. Донуt.:кс1.,ющи.Й это MtlOЖe

(.;TJ:IO ценu'--lек ёl.,J:П'UMёl.,'l' (.;'l'l)UИ.TL:Л Кёl.,К ёl.,J:П'UMёl.,T Д,JIЛ uбъеди.tlеtlИ.Л 

01(0 + 1)* +(О + 1)*11 тем t.:поL:обом, котоµый издожен пµи до
Ка.3а.т·едьсгве т·еuµемы Кдиtlи. (t.:м. т~uµему 7.б). # 

Из t.:войt.:твс1., 3с1.,мкt1у·1·OL:ти. кдс1.,1.;1.;с1., µе1 'удлµt1ых. лзыков отt1O

L:ительнu дuпuлненил ( t.:м. теоµему 7J~) н~м~дленнu выт·екс1.,~т 
3с1.,мкнутоt.:ть это1'O кдс1.,1.;t;а отноt.:и.тедьно 11еµеt.:еL1ени.л, теоµети.-

u u 

ко-множеt.:твеннои и. t.:.и.мм~тµи. '--lеt.:кои µазноt.:т.и.. 

Следствие 7.3. Ддл дюбых. двух. µе1·удя.µt1ых. я.3ыков L1 
и. L2 t.:11µс1.,ведд.и.вы L:J1едующи.е утвеµжденил: 

1) неµеt.:ечени.е L 1 n L2 µе1 'YJ1лµt1O; 
2) µс1.,3ноt.:ть L1 \ L2 µе1'удлµна; 
3) t.:и.мметµи. '--1еt.:юы1. µс1.,3t1оt.:ть L 16.L2 µе1 ·у дJJ.l)tlo.-. 

• Снµаведл.и.воt.:ть утвеµждеt1и.Й вытекает и.3 тождеt.:тв: 
1) L1ПL2 = L1UL2; 

2) L1 \ L2 = L1 П L2; 
3) L16.L2 = (L1 U L2) \ (L1 П L2). • 
Но-1шµвых., ноду '-tetltlbШ µез у ль l'а.ты 11оз1юдн:ют у твеµжда.ть, 

'--1ТО кдаt.:t.: µе1'удя:µt1ых. л.3ыков отt1оt.:и.тельt1O ош~µаци.Й объеди.

нени.л, неµеt.:е'-tен.и.л и. донuднени.л лВJ1летt.:я: бу,11,~вий а,11,ё-~брий, 
u u u 

в котоµои едиt1и.цеи t.:дужи.т уt1и.веµt.:сt.11ьt1ыи я:зык, а. t1улем -
нуt.:той Я.3ЫК. Но-втоµых., эти. сt.111'ебµа.и. '--lеt.:ки.е t.:.1:юйt.:тва. t.:емей

t.:тва µе1 ·у дяµных. я.3ыков 11O3водяют µеши.ть ва.жt1у ю нµобдему 

l)а.L:ПO3НдВсi.1:П1Л ЭKBИ.BciJieН:T'.1:J.OL:TИ двух Пl)ОИ3ВОJlЬНЫХ. кон:еч:ных. 

автома.тов. 

COJ.'Jla.L:tlO онµеделен.и.ю 7.10, коне'--1.1:J.Ые ciBTOMci'l'Ы ЭKB.И.Bct.lJ.etlT

tlЫ, еt.:ди. донуt.:ка.емые и.ми. Л3ыки. t.:овна.да.ют . llоэтому, '--lтобы 
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убtЩИ.'l'ЬGЯ: В ЭКВИ.Ва.lН:ШТНОGТИ. с:1..ВТОМс:1..ТОВ М1 и. M'l., .ЦOGTc:1..TO'-i

HO докс:\.3ать, '-iTO t.:и.мметµи. '-iеl:кан µазноGть нзыков L ( Mi) и. 

L- (M'l.) 11уt.:та. Для: ЭТОl'О) В (;ВОЮ О'-iеµедь, ДOt.:TaTO'-iHO llОt.:тµо

и.ть автомс:1..т , до11уGкс:1..ющи.й: эту IJc:t3HOt.:ть , и. убеди.тьt.:я: в том, 

'-iTO до11уt.:кс:1..емый: им я:зык 11уt.:т. В общем t.:J1yчc:1..e 11µоблему 

µаt.:ПО31Iаванил того, '-iT'O Л3ЫК коне'-i!IОГО автомата пуt.:Т\ !Iа

зывают nроб.fl,е.м,ой пустоты д.fl,.я, копеч:по-го авто.мата. 

qтобы µеши.ть эту 11µобдему , доt.:тато'-iно нс:1..Й:ти. множеGтво 
V 

3аКJlЮ'-1И.ТеJlЬНЫХ t.:Ot.:TUЯ:lIИ.И автомс:1..тс:1.., ДUt.:ТИЖИ.МЫХ И.3 llc:l,Lla.JlЬ-

HOl'O GOGTOJIHИ.Л. Тсtк Кс:1..К коне'-iный: с:1..ВТОМс:1..Т - это оµи.енти.

µованный: 1·µаф, то µеши.1ъ такую 11µобдему можно, нанµи.меµ, 

G номощью, 11оиLжа в шиµи.ну (Gм. 5.5). Нзык1 донуGкаемый: 
коне'-iным с:1..втомс:1..том, 11уt.:т то1·да и тодько то1'дсt, ко1-дс:1.. множе

Gтво 3c:I..KJIIO'-iИ.TeJlЬHЫX GОGТОлни.и, ДОGТИ.ЖИ.МЫХ И.3 tic:l..'-ia.lIЬHOl'O 

t.:оt.:1·оя:ни.я, 11уt.:то. llµакти. '-iе t.:ки. экви.вш1ен1·ноt.:ть коне'-iных ав

томатов нµедноLrтитедьнее µаt.:1юзнс:1..вать, и.t.:нользуя а.1п·оµитм 

ми.ни.ми.зс:1..ци.и. ( t.:м. 7. 7), но t.:eЙ:'-ictG нс:1..м важно нод '-lеµкнуть, '-iTO 
11µи.нцини.а.11ьнс:1..я: возможноt.:ть µешитъ нµобдему эквива.11ентно

Gти. вытекс:1..ет и.з теоµемы 7.7 и. ее а.111·ебрс:1..и.чеL:ки.х L:дедL:тви.й:. 

7.7. Минимизация конечных автоматов 

Может быть 110L:тавден такой: вонµос недьзл ди. .цдя: 11µоиз

водьно1 ·о кинечниё-u автuмата 11оt.:тµоить :JКв'ива1~енrпный ки

нечный af3.rnuмarn L: меньшим ЧИL:JЮМ c:uc:rricJJt'H/uй'( Окс:1..зывс:1..ет·t.:я, 

'-iTO ответ Нс:1.. этот BOllIJOL: llOJIOЖИ.TeJleн. DОдее TOl'O, мож-
V V 

но поt.:т·µоить коне'-iныи автомат, эквившrентныи и.t.:ходному и 

имеющий: наименьшее чи.L:JЮ L:ОL:толни.Й: ( L:µеди вL:ех конечных 
с:1..втомс:1..тов, эквива.11ентных ему). llµоцедуру ноt.:тµоения: тс:1..ко1'О 

с:1..втоматс:1.. нс:\.3ывсtют .мипи.мизацией коnе'Чnо-го автомата. 

В t.:илу rпеuремы u dеrперм'ин·иза·и/и·и ( t.:м. теоµему 7. 7) можно 
V V 

(; '-1ИТс:1..ТЬ, что Иt.:ХОДНЫИ коне'-iНЫИ автОМаil' 

явJ1J1етL:я dетерм'Uн·ирuванным. 
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.о у дем также 11ред11ода1 'ать1 'iTO в 11t,;ходном коне'iном ав
·гомате нет t,;Оt;тоя.н11й1 которые не dис:тп·иж·имы 113 н,ач,а.л,t,'Н,Иё-И 

с:ис:nюян,·ия. Это пре,цполож.tшие мотивировано тем, У:То еt.:ди в 

М t,;ущеt,;твуют (.;0(.;ТОЛНl1Л, не Д0(.;Тl1Жl1МЬШ 113 нa'ictJlbHOl'O, то l1X 

можно найт11 (11t,;11ользуя1 с.жажем1 nu'Uc:K в ·ш·ир·ин,у на ё-рафr:::. М) 

11 у дшrить t;O вt,;ем11 ·ин,u/иdен,rпн,ым·и им dyё,aM'U. 

На множес.:тве t,;Ос.:т·олний автомата М зададим с.:емейс.:тво 

иn1,н,ишен,'Uй :JКв'Uва.л,ен,1т--1,ист ·и с.:деду ющ11м обрс\.3ом; 

1) 0-эквива.л,ептпостr:,; ДJIЛ 11р0И3ВОJIЬНЫХ С.:ОL:ТОЛНl1Й Чl l1 

Ч'2 11ола1'аем ч1 _ t> Ч'2 то1'да 11 только то1'да1 ко1'да они оба лвдл
ютс.:л 3aKдIO'il1TeJlbHЫMl1 l1Jll1 оба не Я.ВJlН:ЮТ(.;Я. закдЮ'il1Тедьным11; 

2) k-эквива.л,ептппостпr;;,; 11р11 k ~ 1 нода1'аем ч1 _k Ч'2 то
l'да 11 тодько то1'да1 ко1'да ч1 - k-l Ч'2 1 т.е. t,;Оt,;толн11л ч1 11 Ч'2 
(k - l)-экв11щtJiентны1 111 кроме TOI'01 длл любОl'О входно1'О t,;им

вода а с.:оt,;толRил б(ч1, а) и б(Ч'2, а) Т'акж.е (k - l )-эквивш1е1ггны'i'. 

Чтобы 11оюпъ t,;мыt,;д отношения. k-эквившшнтноt,;·1'11 1 обра
т11мп1 к рис.:. 7.23. На этом р11t,;унке Чl и Ч'2 - (k-l)-экви

%v 
а 

qz -
а 

vд(%,а) 

_д(qz,a) 

вш1ентные с.:оt,;толнил, т .е. он11 11ри

наддежат одному и тому же r,;.л,ас:

с;у (k-1)-:J·кв ·ива.л,ен,тпн,ис:rn'U С1 . Эт11 

t,;Оt,;'1'оя.н11я.1 t,;01 ·даt,;но данному выше 

011ре,цеJ1ению 1 t,;тану·1' k-эквившrент-

С 1 C z ными1 еt;ди д.11я. любо1·0 входно1·0 t,;им-

Ри:с. 7.23 вода а (.:0(.;'l'ОЛНИЛ б(ч11а) l1 б(ч'2, а) 
также лw1я.ютс.:л (k - l ) -экв11вш1ент

ными, с.:одержащ11мис.:л в некотором кдас.:t,;е (k - 1)-эквившrент

ноt;ти c'l, (возможно, 'iTO С1 = C'l,) , Можно (.;Кс\.3ать, 'iTO 
(k - l)-эквивш1ентные t,;Оt,;толнил будут также и k-экв11вш1ент

ными1 e(.:JIИ 11ереход из них 110 дюбому входному с.:11мводу "с.:о

хранлет" (k-1)-эквившrеllТНО(.;ТЬ (.;0(.;ТОЛllИЙ, т.е. (.;0(.;ТОЛНИЛ, в 

которые коне'iный автомат 11ереход11т из (k - l)-экв11вш1ент11ых 

t,;ос.;·1·оя.ний 1 t,;нова окажутt,;я. (k - 1)-эквившшнтными. 

" Нсtш.>мним1 ч:то фу'Н,1<,;'U(UХ n~p~:;;udufj L\егерминировсtнно1 ·о конеч:но1 ·о ctв-

1' l>Mct.Tct 011ре1.\еденсt ксtк отобрсtжение д; Q х V • Q (L:м. 3сtмеч:сt.1tи.е 7.7). 
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Е(.;:J1и же найдетt;я: хотя: бы один 
V V 

входнои (.;ИMBOJl и, такои, '!ТО (.;0(.;ТОЯ:-

ния: б (ч1,и) и б(ч~,и) окаж.утL;я: в раЗ

ных кда1.хах (k-l)-эквива.11ентноt;ти 

(риL;. 7.24), то со1,;толнил Ч1 и Ч~ у же 
не будут k-эквива.11ентными ( обраЗ-

V 

но L'ОВОря:, они раЗоидутсл 110 раЗНЫМ 

а 
% ( -~----4--) о(%' а) 

Ри:с. 7.24 

кда1,;1,;ам k-эквива.11ентш.>L;'l'И, так как нереход из них 110 некото
рому 1,;имволу "раЗрушает ;· (k- l)-эквива.1шнтно1,;ть) . 

Таким обраЗuм, длл любого k ~ U отношение эквива.11ентнu
t;ти _ k+l вкдю<tаетсл в отношеliие _ k, и, сдедоватедьно, дюбой 
кдаL;L: (k + l)-эквива.11ентно1,;ти вкдю<tается: в некотоµый кдаL:L; 

k-эквива.1шнтно1,;ти (то<tнее, каждый ю1аt,;1,; k-эквива.11ентно1,;ти 

или раЗбиваетt;я: на liеL:колько 11011аµно не11еµе1,;екающихL;л клас

t;Ов (k + 1)-ЭKBИBa.lieliTHOL:TИ, иди, еt;дИ В(.;е eL'O (.;0(.;'l'ОЛНИЯ: 01,;та

ютсл (k + l)-эквива.11ентными, lie измеliле·1тл) . Это зна<tит, '!ТО 
раЗбиеliие множества t;Ot;TOЛliИЙ на кдаt,;1,;ы (k + 1)-эквившшнт
НОL;ТИ лвллетt;л не более кJ)унным ;. т е L;ОДеJ)жит не меliьше 

' " 1' ' • . 1' 

кдаL;L;Ов эквившшнтности, <tем разбиение на клаL;L;ы k-эквива-

J~ентноt;ти. 

Минимизация. коне<tно1·0 автомата L;Оt;тоит в 110 1,;дедователь

нuм "измедь<tении ;• µазбиенил мнuжеL;тва Q на юrас1,;ы экви
ва.11ентноL;ти до тех нор, нока не нолу 'iИl't;}l раЗбиение, кото

рое у же неJ1ьзя. измель <tить ( о<tевидно, '!ТО такое раЗбиение 

ддл некоторо1·0 k ~ п = IQI вt;е1·да t;ущеt;твует) . .оодее L;Tpo
гu: указанные выше отнuшенил эквившrентнut.:т·и 1,;т•ролт1,;л до 

такого наименьшего k, 'iTO отношение_ k 1,;овнадt;т L; отношени
ем _ k - l _ Это отношение и онредеJ1ю~т 1,;амuе мелкоt:; раЗбиениt:; 
множt:;1,;тва L;ОL:тuлний. Обозна<tим его нрu1,;т·о -· Тогда ми

пи.м,аJl,Ыtый копе-ч,пый автомат М = ( V',Q' 1 чG,F',б'), т.е. 
V V 

автомат 1,; liаименьшим LIИt;JIOM состолнии , эквившшнтныи иL:-

ходному, 011ределлет1,;л (.;:Jiедующим обµаЗом; 

V' = v, Q' = Q ( =, чG = чu], F' = {[/]: f Е F} , 

(Vu Е V)(\fq Е Q)б( [ч],а) = [б(q, а) ], 
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1 'д,е 'iеµез [ч] oбo3tla'ietl кдаt.:t.: ЭKBИBc:UletlTtlOlTИ. t.:Ot.:TO}itlИ}i q 110 

OTtlOШetlИIO -· 

MoжtlO Д0Ка..3ать BllOJll:Ш t.:TI->Ol'O (alicUIOl'И 'iН.О ДОКа..3а.ТедьL:тву 
коµµектноL:ти. а.11гоµит·ма. детеµми.н.иза.ции в Д. 7.1), 'i'I'O кон.е'i

tlые а.ВТОМё:\.ТЫ м и. М' ЭKBИBc:UletlTtlЫ. 

t->езюмиµуем ноду 'ietltlЬШ µезудьТё:\.l'Ы в виде теоµемы. 

Теорема 7.9. Ддл пµоиэводы1ого кон.е'lного автомата 

может быть ноt.:тµоен. эквившп:~н.тн.ый ему кон.е'iн.ыи ё:\.втома.т 

# 
V 

(; н.а.и.мен.ьшим 'iИ(;.JIOM t.:ОL:ТОЛН.ИИ. 

Нытекё:\.ЮЩИ.Й И.3 этой теоµемы ёUП'ОI->ИТМ МИtlИМИ3ё:\.ЦИИ мо

жет быть 011и.L:ш1 тё:\.к; 

1) (;'l'I->OИM ЭKBИBc:UletlTtlЫЙ ИL:XOДtlOMY детеµми.tlи.µова.tltlЫЙ 
V 

кон.е'itlЫИ а,ВТОМё:\.Т; 

2) e(;.JlИ. в llОду'iен.н.ом кон.е'iН.ОМ а,ВТОМё:\.Те ОL:ТёUlИ(;Ь (;0(;ТОЛ

н.и.л, не доL:тижимые из юtчмьной веµшин.ы, уда.11лем их (ддл 

обн.ё:\.µужеtlи.л таких веµшиtl может быть и.t.:нодьзоваtl ёUП 'ОI->И.ТМ 

llOИt.:Ka. В ШИ.l->ИliУ , t.:M. 5.5); 
3) к полу'lенному коне'lному автомату пµименлем и.зJюжен

tlЫЙ выше ёUП 'ОI->ИТМ llO(;'l'I->OetlИЛ µа,3биеtlИЛ МtlОЖеL:тва L:Ot.:TO-
V 

ЛtlИИ tla. KJla,(;(;Ы ЭKBИBёUШtll'tlO t.:TИ. 110 OTtlOШetlИIO - И L:тµоим 

миtlима.11ьtlыЙ кotle'itlЫЙ автомат М', как oни.L:atlo выше. 

Замечание 7.11. Еl:ди детеµми.tlизаци.л кotle'itlOl'O авто

ма.та. нµоводи.тL:я. методом " вытю'ИВё:\.tlИ}i. 1', то вt.:е веµши.tlы в 

детеµми.ниµuванном кoнe'itlOM автомате будут доt.:ти.жимы из 

tlct.'ia.11ьн.oи веµшиtlы. 

Кµuме то1 'О, нод 'iеµкш:~м еще µа,3, 'iTO с:UП'ОI->И.ТМ миtlи.м.1:1за
ци.и нµимеtlлетt.:л тоJ1ько к детеµмиtlиµова.tltlЫМ коtlечtlым ав

тома.та.м. 

Пример 7.11. Миliимизиµуем коtlечtlыЙ ё:\.втомат, иэобµё:\.

жеtltlЫЙ tla µиl:. 7.21. 
Введем новые обозначенил длл ~..;оt.:голний автомата.: 

{qll} = Sl), {qll, Ч1} = S1, {Чll, Ч~} = si, 

{чu, ч1, q3} = s3, {чu , ч~, q3} = s4, {чu , q3} = S[>. 
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llоду'-lенный а1:п'омат изобµажен на µис. 7.25. 

Рис. 7.25 

Занишем µазбиение множеспщ, с.;ос.;толний автомата ддл от

ношенил _u; 

t"U, "l, "l}, {а3 , "4, а5} . 

Так как соt.:толнил б(.,~,О) =au и б(а~, 1) =а3 не лвдлютс.;л 

0-эквиваJrентными с.;ос.;толниями, то в µазбиении ддя. 1-эквива

дентнос.;ти они ,, µазойдутсл" 110 µазным кдасt.:ам; µазбиение, 

онµедеш=rемое отношением _ l, буцет иметь вид; 

ДаJ1ее1 нµи неµеходе к 2-эквиваJrентнос.;ти нµидетсл ,, µаз
вести ;. состолнил au и ,:;1. llоскодьку .ддл всех состолний из 

множества {s3, s4, s5} коне'-iный автомат неµеходит в одно из 
этих же состолний, то µазбиение на KJli:LCCЫ 2-ЭKBИBё:lJiel:iTl:iOCTИ 

и есть искомое " меJIЬ'-lаЙшее " разбиение; 

На µис. 7.20 нµиведен l'})i:tф MИl:iИMё:lJIЬl:iOI'O KOl:ie'-11:iOI'O авто
мата. # 

Заметим, '-iTO нµимеl:iеl:iие µас.;с.;мотµеннои нµоцедуµы миl:iи

мизации может дать .два краиl:iих c.;J1y '-lал; 

1) все сос.;тоя.l:iия. иcxoдl:iOI'O кol:ie'-11:iOI'O автомата окажутс.;я. 

ЭКВИВё:lJШНТl:iЫМИ и ТО! 'Де\, в MИHИMё:lJIЬl:iOM коне'-iНОМ автомате 

остаl:iетсл тодько ОД!:iО состолние; 
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1 

1 

Рис. 7.2() 

2) И.ТОl'ОВОе ро.Зби.еtlи.е будет t.:Оt.:ТОЛТЬ И.3 O,LJ,tlOЭJleMetlTtlЫX 
V 

класt.:ов ЭKBИBi::l..!ШtlTliOt.:TИ. - это озна'iает', 'iTO Иt.:XO,LJ,tlЫИ KOlie'i-

liЫИ автомат liедьзл ми.liи.ми.зи.ровать, Oli у же ми.liИ.Mi::1..ileli . 

llервый t.:ду 'iаЙ нрои.ддюt.:три.роваli lia ри.t.:. 7.27. Здеt.:ь нри.ве

деliо ностро~liи.е и. ми.liи.ми.заци.л кolie'ilio1·0 автомата, до11уска

юще1·0 я:зык1 oбoзlia'ieliliЫЙ ре1·удлрt1ым выражеliи.ем (и* Ь*)*. 

па,Ь 

-@-- (а+Ь) 

Рис. 7.27 

а*ь* 

* 
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llocю~ у ДсtJtенил Л-нереходов ноду '-iает(,;л детерминированный:: 

аJ:П'Омат, все t.:ОСТОЯ:НИЯ: которОl'О закдЮ'-iИТеJ1ьные. Зна'-iит, ми-
u u 

нимсtJ1ьныи автомат t.:оt.:тоит из однои вершины и донуt.:кает 

я:зык (и+ Ь)"'. Т'ем самым мы еще и доказсtJ1и экви.всtJ~ентноt.:ть 

ре1 'удя:рных выражений:: (и+ Ь)"' и. (и* Ь*) * ( в сtJ1фавите { и, Ь}). 

Ад1 -ори.тм минимизации цедесообразно иt.:нодьзовать и нри 

раснознавании эквивсtJ1ентноt.:ти двух заданных коне'-iных авто

матов. 

ЕСJ1и мы хотим вылt.:нить, экви.всtJ1ентны ли автоматы м·1 и. 

М'!. 7 то можно минимизироватъ каждый: из них. ЕСJ1и ми.tlи.мсtJ1ь

ные автоматы М{ и М~ имеют множеt.:тва t.:остоя:ний:: t.: разным 
'-iИCJIOM вершин, то иt.:х.одные автоматы заведомо не экви.всtJ~ент

ны. Можно доказать, '-!.ТО иt.:ходные автоматы эквивсtJ1ентны 

ТОl'да И. TOJlbKO то1 ·да, КОl'да t.:00·1·ветt.:твующи.е им MUHUMUJl,t,-

1-l,ble автоматы М { и М ~ изоморфны. Коне'-iные автоматы 

м·r им~ С'-iИТаются: изоморфными., eCJlИ. сущеt.:твует такал бu
f:','r,;'1.//U,}(, h множества t.:оt.:тоя:ний 11ерв01 'О автомата на множество 

t.:остоя:ни.й:: второ1-о, которая лвдлетt.:л ·изимирф·измим данных 

конеL1ных. автоматов как upUf:',Н,'fn ·upur:,uН,Н,ЫX cpuфur:, (см. 5. 7) и. 

обдадает до11однитt:;11ьно t.:дедующими t.:вой::ствами; 

1) еСJ1и чо1 - на'-iсtJ1ьное t.:остолние коне'-iного автомата М{, 

то h(чо1) = Чо'!. - на'iсtJ1ьное t.:оt.:толние конеч:ного автомата М~; 
2) еСJ1и. 1:'i - нодмножество закдю'-iитедьных. соt.:тоя.ний ко

не'-iНОl'О автомата М{, то h(P1) = P'l, - 11одмножес·1-во закдю'-iи.

тедьных t.:остоя.ни.Й коне'-iНОl 'О автомата М~; 

3) ддл дюбых двух соt.:толний q и r· коне'-iНОl'О автомата М{ и. 
дюбОl'О ВХОДНОl'О t.:ИМ1Юда U Ч -+и,,. ТОl'да И. ТОдЬКО ТОl'да, ко1·да 

h ( Ч) • и h ( r·) . 

Н общем CJiy'-iae нробдема раt.:нознавани.л эквивсtJшнтноt.:ти 

М1 и М'!. t.:водитt.:л к проблеме раt.:познава.tlил изоморфизма 

ми.ни.мсtJ1ьных. автоматов. Дш1 мсtJю1·0 '-iИt.:да вершин (до 10) 
этот изоморфизм, как правило, раt.:познаетсл 

1
, невооруже.tlным 

1 ·дазом ;. , но в общем CJ1y '-iae нужны с11еци.сtJ1ьнь~е ctJH ·о ритмы*. 

" См. , iio..uµи.мt,p ; Kpur.:.rn()ф·ud~ r.:. Н . 
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7.8. Лемма о разрастании 
длл регулярных л3ыков 

Н теории. форма,,11ыtых я.зыков бодьшое Зlia.'-le1tи.e имеют 

утвержде1tи.л, в которых форму ди.руетL:л 1tеобходи.мое у<;дови.е 

11ри.наддеж1tоL:ти. языка к тому и.ди и1tому кда<;<;у я.зыков. Эти. 

утвержде1tи.л извеt.:тны в ди.терсtтуре нод 1tаЗва1tи.ем демм о раЗ

ра.t.:тсtнии. (иди лемм о " На.Ка.'-lке ;, ) . С номощью эти.х лемм удсtет

L:л доказсt.ть, '-!ТО тот или инои я.зык не лвдлетL:я. я.зыком данно1 'О 

клaL:L:ct, нанример, не я:влю:птя: реё-у.л,ярным, r,;интrн:,r,;сrпнv-свv

бvдным и. т.11. Доказывсt.ть 11одоб1tо1'0 рода " отри.цатедь1tьш" 

утверждени.л l'Ораздо труднее, '-leM " 11ОJЮЖИ.ТедЬliЬН:~ 1• ( '-!ТО я:зык 
еL:ть я;зыr,; дct1t1to1 'О r,;.riacca С), и.бо в 11оt.:дед1tем L:ду '-lcte требу

етL:}1 нри.думсt.ть дюбую ё-раммат.:ur,;у L:оответt.:твующе1·0 КJlctL:L:a, 

пирvждающую данный я;зыr,;, ct в нервом нуж1tо каким-то обра

зом ДОКаЗсtть, '-!ТО lie t.:ущеt.:твует 1·рсtммсtти.ки. ЭТОl'О KJlc\,(;(.:ёt, 

норождсt.ющей }!ЗЫК. llpи.мe1te1tи.e J~емм о раЗра.L:ТёЫtи.и. L:оt.:тои.т 
V 

в L:JШДУ ющем; доказав, '-!ТО 11редла1 'ёtемыи лзык не у довлетво-

рлет уL:Jюви.ю деммы о раЗрсtL:тсtнии, мы можем быть уверtшы 

в том, '-!ТО Oli зсtведомо 1te 11ри.1tс\.ддежи.т L:оответL:твующему 

KJlc\.L:t.:y лзыков, И. lic\.M нe'-lel 'О И. llЫТс\.ТЬL:Я: И.(;Кс\.ТЬ ДJШ liel 'O l 'рёtм

мати.ку то1 'О же клаt.:L:ёt. 

Мы f)а.L: L:мотри.м 11одоб1tо1'О f)ОДс\. утве11жде1tи.л длл кдс\.L:L:Ов 

11е1'удлрных, ко1tтекL:тно-<;вободн.ых и лин.ейн.ых языков. 

Нёt'-lн.ем L: деммы о f)aЗpёtL:TciliИ.И. ддя. ре1'удлр1tых я:зыков. Этёt 

J~емма. (L:м. теорему 7.lU) утверж.цёtет, '-!ТО дюбой ре1·удя.рн.ый 

я:зык цонуt.:ксtет 11редL:'1•авление вt.:ех L:воих Д0L:'l'ctT0'-lH0 дли1t-

1tых це110LJ.ек в ви.де cved·uнeн'(.1,Jlt тrех це110LJ.ек, нри. LJ.eм L:f)ед1tя:я: 

це110LJ.кёt и.з эти.х трех 1te 11y t.:тct., 01·pct1tи. LJ.eн.ct. 110 дли.1tе, и. ее 
1
,1tct

Kct'-J.Kci 1• - 11овторе1tие J1юбое '-lИ.L:JIO раЗ - и.ли выбрёtL:Ывёtн.и.е не 

выводит Зёt нределы я.зыксt (т.е. дсtет це110LJ.ки. 1 нринёtддежа,Щие 
дсt1tн.ому ре1'удя:р1tому я.зыку). 

Теорема 7.10. EL:J1и. L - ре1'удлрный лзык1 то L:ущеL:твует 

lia.Ty f)a..JlЬН.ё:tJI KOliL:Tc\.liTc\. k L, ( Зс\.ВИ.L:Я:Ща.Л от L) 1 Тс\.Ка.Я. , '-!ТО длл 
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дюбой 'U/:-nuчr,;·u х Е:: L 1 dл·ина которой не меньше k1.,, х .цонуtжает 
11редL:та.1:шени.е в ви.де J; = ·и·и ·ш 1 1'де ·и/ли. l ·и l ~ k1.,, нри.'--lем для 
дюбо1'О п ~ О цено'iка 'J.,"п = 'U'Un'Ш Е:: L . 

• llос.:кодьку язык L ре1'улярен, то, с.;01'дас.:но теореме Кди.

ни. (с.:м. теорему 7.б), с.;ущеL:твует коне'-!ный автомат· М = 
= (V1 Q, Ч(), Р1 б), донус.;кающи.й е1'0, т.е. L = L (M) (в с.;и.ду 

теоремы 7. 7 о детерми.н:и.заци.и. можно с.:чи.тать М dtrrн:рмnн.:ирu-
6анным автоматом). llоJюжи.в k1., = IQI, т.е. введя конс.;танту k1., 
как 'iИ.t;JIO с.;ос.;тояни.Й кotle'itlOl'O автомата М, фи.кс.:и.руем нрои.з

вольно цено'iку х Е:: L, дли.на l которой не меньше k 1.,. Так как 
l > О, то цено'--lка х не ЯВJrяетс.:я 11ус.:той1 и. мы можем 110Jюжи.ть 

х = x(l) . . . x(l) , l > О. 
llос.:кольку конеL1ный автомат М явллетс.:л детерми.tlи.рован-

V V 

ным, то с.:ущеL:твует ед,и.нс.:твенныи пут"ь, ведущи.и и.з на·чальнu-

~u r;ur;тnuxн·uя Ч() в oдtlo и.з зar,;лю·ч·umtJlru'НrЫX r;ur;rriuян·uй Ч/", tla 

котором 'iИ.'1·аетGл х (ри.с.;. 7.28). 

~ ~ ~ . . . ~ 

Ри~;. 7.28 

Так как д,ди.tlа l цено'iки. J; tle меtlьше 'iИ.GJia L:ос.;толtlи.Й м- 1 

т.е. '-!и.с.;ла вGех верши.н 1'рафа М, то, нос.;кольку '--lИ.GJIO верши.н 

в дюбом нути. ровно на еди.ни.цу бодьше 'iи.с.;да dy~ в этом нути. 

(т.е. dл'U'НrЫ nyrnn) 1 L1и.с.;Jю вершин в pac.;GмoтpetltlOM выше нути. 

будет бодьше, '-!ем '-!И.t;JIO вс.;ех верши.н 1 'рафа. Это Зtlа'iи.т, 'iTO 
хотл бы oдtla из верши.tl дatltlOl'O нути. новторлетс.:я и. Otla, та

ки.м обра.зом, в с.;и.лу GJ~едс.;тви.я. 5.11 с.;одержи.тс.:л в tlекотором 

r,;uнrnypt. Обоз11а'--lи.м эту верши.11у 

'iерез р. То1·.ца пут,ь, нtсущ·ий 'Ц,t

nuч,,r,;y х 1 разби.ваетс.;л 11а три. '--lа(;ти. 

(µи.с.; . 7.29): 1) нуть и.з ч() в р, 2) ко11-
тур, нроходя:щи.й 'iерез р1 3) нуть 

и.з р в ЧJ" · 

V 

!>и~;. 7.29 
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Обознсt'-iМ '-iе1я~з 'U цено'-iку , '-iитсtемую нсt 11ер.1:юЙ '-ictL;ти ну

ти, '-iерез 'И - цено'-iку, '-iитсtемую нсt контуре, ct '-iерез 'Ш -

цено'-iку, '-iИтсtемую нсt третьеи '-ictL;TИ7 ноду '-iИМ х = 'U'И'Ш 7 нри '-iем 

ноt.жодьку дюбой контур eL;'lЪ присrпий пу1п1>1 то l 'иl ~ k1,- (ддинсt 
проL;того пути не может быть больше, чем ЧИL;JIO вершин грс:1..

фсt) и 'И f= л, та.к ка.к контур имеет ненудевую ддину. Но тенерь 

L;01$epшeнtlo О'-iе1$идно, '-iTO коliтур (на. котором JШжит 1$ершинсt 

р) можно нройти (110 нути из Чо 3 Чt) дюбое '-iИt;JIO п (нри 'n > U) 
рсtз иди liИ рёt3у. tl нервом t;JJ.y'-icte нсt этом нути будет 11ро'-iи
тс:1..нсt цено'-iка. 'U'Ип'Ш нри п > U, ct во втором - и цено'-iксt ·u'w. 

Тсtким обрёt3ом, дюбсtл цено'-iксt Хп = 'U'Ип 'Ш (п ~ U) L;одержитс;л в 
языке L. • 

Рсt.L;с;мотрим тенерь tlекоторые нримеры докёt3а.тедьL;тв .1:iе

регу ляр.1:iос;ти языксt L; 11L;11ользова.нием деммы о рёt3ра.L;Та.нии. 

СтсtliДа.ртиый ход рсt.L;L;уждеиий нри реше.1:iии тс:1..ких 3а.Да.'-i L;О

L;тоит В 11ptЩllOJIOЖ!:;1iИИ ре1·уш-1р1iО(.;'l'И Дa..lili01'0 }.[3ЫКёt И 110(.;Jlе

дующем a.Ho.JIИ3e В03МОЖН0(.;ГИ предс;тсtвигь любую ДО(.;ТёtГОЧ:НО 

ддиииую цено'-iку языксt в виде, указаииом в ус;Jювии леммы о 

ра.зра.t;тсt.иии. Анш1изируя вt;е возможиые t;дy'-ict.и рёt3мещеиия 

,, иа.ка.'-iива.емой ;, 11одце110L1ки 'И, мы должны 11олу'-iи.'1ъ нротиво

ре'-iие. 

Пример 7.12. а. Дока.жем иере1'удярнос;тъ языка. 

tlыбирал п lict(.;'l'Oдькo бодьшим, '-iтобы оно нревоL;ходшю 

k1,- (конс;танту деммы), ноду'-iаем L;дедующие возможиые с;ду'-iаи 

ра.3МеЩ!:;.1:iИ}.[ L;peдlieЙ llOДЦellO'-iKИ 'И В ЦellO'-iKe апьп. 

1. 'И = а\ !:i < п, т. е. ,, lictKa. '-iИ1$а.емсtн: ;, 110 д цен о '-iKct цедико м 

ра.L;НОда.гаетL;л в "зоне L;имвоJюв а " (риL;. 7.30, а). 
Нt;но, 'iTO нака'-iка в эт·ом L;ду 'iae выведет· за нредеJrы языка, 

гак как при повторении цепочки 'И ЧИt;JIO t;ИMBOJIOB а будет 

lil:;01 'paliИ '-il:;HliO раt;ти, а '-111(.;JIO (.;ИМВОJЮВ Ь будет 0(.;ТаваТЬ(;}.[ 

нрежним. 
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V V 

la + ьl la + ьl 
и б 

'V 

la + ьl 
в 

Ри(;. 7.30 

2. 'U = Ь1; 1 8 < n, Т.~. ,, Нс1..Юt'--iИ.Вс1..~Мс!Я"' Ш.>ДЦ~110'1Кс1.. Ц~IИКОМ 

ра<.;11ода1'а~'1тл в " зон~ <.;и.мвоJюв Ь" (ри.<.;. 7.30, б). 
Нака'i.ка. ш~возможна. 110 той же 11ри. 'i.и.не 1 'i.l'O и. в 11редыду

щем (.;JIY '-ia.e. 

3 'U = uРЬЧ 1' 11е О < р < п О < ч < п те нс1кс1чи.вс1емс1Я "' 11011-. 1,..., ) ) .. ,, ,..., 

це11очкс1 на.ходи.тел "на. <.;тыке зон си.мволов и и. Ь" (ри.с. 7.3U 1 в) . 

tl этом (.;JIY'ia.e нри. на.ка.'lке возни.кнет вхождени.е 11одце110'1ки. 

Ьи в (.;JЮво, которое, (.;J1едовс1т~1ьно1 у же не 11ри.нс1дш~жи.т лзыку 
L 1. Таки.м обра.3ом, ра<.;<.;матри1щемый лзык нерееуллрен. 

б. Докажем) '1ТО лзык L'l, = Li) l'де L1 = {ипьп; n ~ О}, нере
l'У длрныи. 

11одаl 'а.Л 1 'i.TO я.зык L'2 ре1 'У дя.рен, возьмем (.;JIOBO ( ип ьп )'п ддя. 
ДО(.;ТаТО'i.НО бодЬШОl'О п (rn ~ 1). 

llрименля. та.кую же <.;хему ра<.;<.;уждени.й1 как и выше, де1·ко 
убеждаем<.;я. в том, что це11очка ·и не может <.;О<.;тоя.ть и.з одних 

(.;И.МВОJЮВ U И.JlИ. И.З ОДНИ.Х (.;И.МВОJЮВ Ь. 

Пу<.;ть 'И = игь1;, где ,,. + 8 < п. Тогда1 повтори.в ц~поч:ку ·и 

два ра.3а., llOJIY'iИ.M t.:JIOBO , , . ип-гигь1;игь1;ьп- ::,·.,. Et.:.1rи ,,. 1 8, то 
цено'lка такоr'О ви.да. не может 11ри.надлежс1ть лзыку L'2i та.к 

Ка.К В дюбом (.;JIOBe ЭТОl'О лзыка за 11одце11О'i.КОЙ (.;И.МВОJЮВ U 

(.;Jlедует нодцеlIО'-IКа (.;ИМВОJЮВ ь Та.КОЙ же ДJIИНЫ. Но Да.Же e(.;JlИ. 

r· = ::;, то ноду'lим нодце110L1ку ипЬ\ 1-де ::; < п (или игЬ'\ r· < п), 
'1ТО тсtкже 11роти.воре'i.и.т 011редедени.ю я.зыка L'2. Анс1Jю1 'И. 'i.HO 
рс1<.;t.:мс1три.вс1ет<.;л (.;Jiy'-iaЙ 'U = Ь'·и1; ('г +::; < п) (ри.t.:. 7.31). # 
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V V 

+ 
Рис. 7.31 

За.мети.м, 'iTO в t.:и.ду Ol'.(>o...l:iи. 'iе.1:iи.л но дди..1:iе .l:io.. цено'iку 'И 

ника.ки.е t.:поt.:обы ее раЗмещенил в укаЗа.liной цепочке лзыка. L'l,, 
кроме они.L:о...1:i.1:iЫХ выше, .l:ie возмож.1:iы. # 

lloдe3.l:iO и.меть в виду l:JШДL:тви.е и.з деммы о ра3ро..t.:То...1:iи.и. . 

Следствие 7.4. Е{;J1и. L - беt.:ко.1:iе'i.1:iЫЙ ре1·удлр.1:iыЙ лзык, 
u 

то в tleM шtидетt.:н НОt.:дедоватеJ!ЬtlОt;ТЬ t;JIOB, ДJlИ.tlЫ КОТО.(>ЫХ 

об.rаЗуют воз.rа.r.;то..ющую а..rи.фмети.'iеL:кую 11.ro1·.reL: t.:и.ю. 

• .в Ко..'iеt.:тве Та.КОЙ llOl:Jleдoвo..тeдЬliOt;TИ. МОЖ.1:iО взлть llOt;Jleдo

Bo..TeдЬ.l:iOt.:TЬ t;JIOB Хп И.3 фо.rму JlИ..(>ОВКИ. деммы О .(>а3.(>о..l.;Та,.1:iИ.И. . Их 

дди..1:iы об.rаЗуют а.ри.фмети.'iеt.:кую 11ро1·реr.;1.;и.ю 1.;о 3.1:io..Metlo..TeJ1eм 

J·u J (дди..1:iо.. 17 .1:iо..Ко..'iи.ва.емой ;, L:.(>eдtleЙ нодцено'iки.). • 
Отt.:юда легко получает1.;л вывод о том, что не лВJ1лютt.:л 

.rе1·удя:.(>.1:iЫми. t;Jшдующи.е лзыки.; 

i 
l ) { ап : п ~ О} - лзык в OД.l:ioбyквetltlOM о..дфа.вите, ДJIИtlЫ 

t;JIOB КОТО.(>01'0 HBJlЛIOTCH llOJl.l:iЫMИ. квад.rато..ми.; 

2) {_аР; р - 11.()0(.;'l'Oe 'iИ.t;JIO}. 

Moжtlo докаЗа.ть, 'iTO дюбой конечныи лзык ре1·удлреti и., 

бодее то1·0, дону1.;ка.ет1.;я. кotle'itlЫM а.в1·ома.том без ко.1:iту.rов . 

Зtiа.'iит, 11о{;J1едова.тедьноt.:тъ цено'iек, уко..Зо..liНМ в фо.rмули..rов

ке деммы, в та.ком t;J1y'io..e lie t.:уще1.; 1·вует , liO утверждеliи.е деммы 
Оt;То..етr.;л Иt;TИliliЫM. HyжliO в1.;егдо.. llOMliИTЬ нроr.;тое JЮГИ'--!еr.;кое 

нра.вюю; у·1·ве.rждеtlие вида. ,
7 
е{;J!И. А, то В;, .(>o..B.l:iOt;и.дьlio у ·1·ве.r

ждеliи.ю ВИ.До.. 77lie А И.JIИ в;· . 
.В за.кдючеliие 061.;у дим еще одну L:хему докаЗо..ТЕ:',JIЬt.:тво.. tiepe

I'Y JlЛ.(>.1:iO t;'l'И. Л3ЫКо.. t; Иt;HOJlЬ30Bo..liИ.eM Ка.К JШММЫ О .(>а3 .(>o..t;Ta,liИ.И. 7 

та.к и. о..JП ·ебра.и. чеr.;ких r.;1юЙL:тв кдо..t.:t;о.. ре1 ·удлр.1:iых лзыков, кото

.rьш быди. y1.;·1·0..liOBJШliЫ в 7.6. 
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Пример 7.13. Докажем нере1'удлfЯ:iос;ть лзыка нравидьных 
1.,;кобоч.ных 1.,;тру ктур, норождаемых. КС-1-рамматикой 

({ С )}, {S}, S, {S • ( ) l(S)ISS}; 

(1.,;м. 1-рамма1-ику G':3 в нримере 7.5). Дд}i доказатедьс;тва 1101.,;·1-у

ним так; рас.;1.,;мотрим 1шрес;еч.ен.ие данно1·0 }iЗыка с; ре1·уд}iрн.ым 

я.зыком (* )*, который с;одержит в1.,;е ценоч.ки вида (m)'& ддя. 

дюбых натура..11ьных rn1 п ~ U. llоt.жодьку каждал нравидьн.ал 

1.,;кобоч.н.ал с;труктура с;одержит один.аковое ч.ис;Jю с;имвоJюв ,, ( а. 
и ,, )\ то указан.н.ое нерес;еч.ение будет я.зыком {(п )п; п ~ U}. Е1.,;

ди обозн.ач.и·1ъ ч.ерез и 
1
, открывающую с;кобку " ( с;имвод 

1
, ( •· ) , а 

'-:iерез Ь 1, закрывающую с;кобку;• (с;имвод 
1
,)"), то ноду'-:iим лзык 

L1, который, как тодько что доказано, не я.вдле ·1·1.,;л ре1·удя.рным. 

Сдедоватедьно, предподагал регудлрно1.,;ть .лзыка правидыiьrх 

1.,;кобоч.н.ых 1.,;·1·рук1·ур, мы вынуждены будем дону1.,;тить и ре1·у

длрнос;ть лзыка L1 , так как нере1.,;е'-:iен.ие ре1-у длрн.ых лзыков 

в с;иду с;дедс;твия. 7.3 ре1·удя.рно. llоду'-:iенное нротивореч.ие и 

доказывает н.ере1·удлрн.01.,;ть и1.,;ходно1·0 я.зыка. Заметим, '--!ТО до

казатедьс;тво это1·0 факта с; ис;нодьзован.ием одной дишь JШммы 

о разрас;тании быдо бы вес;ьма затру днитедьно. 

Замечание 7.12. С ис;нользованием " техники 11ере1..;е'-:iенил 1• 

можно доказать нере1·удлрнос;ть я.зыка L'l, из нримера 7.12 
1.,;J1едующим образом. Так как я.зык 

Итак, можно выве1.,;ти такой 1, рецент '' ; ес;ди возн.икают 1.,;у

ще1.,;гвен.н:ые затру д.н:енил в доказагедь1.,;тве нерегудлрнос;ти ка

ко1 ·о-либо я.зыка 1.,; номощью только леммы о разрас;тании, то 
можно 11011ытатьс;л нереt.:е'-:iь этот лзык с; некоторым ре1 'удлр

ным лзыком так, ч.тобы н.ере1 ·у дя:рнu1.,;ть нерес;еч.ен.ия. де1 ·ко до

казывада1.,;ь с; иt.:нодьзованием деммы о разрас;тании. 
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Дополнение 7.1. Обоснование алгоритма 
детерминизации конечных автоматов 

В эт-ом донодн:еliи.и. мы нодробtlо дою:tжем корректн:оt.:тъ 

11ри.ведеliно1 ·о в дока.затедьt.:тве теоремы 7. 7 о детермиliи.за
ци.и. а.1п·оритма ноt.:троеliи.л 110 заданному r,;u·1-м-;чнuму автuма

ту зr,;в ·иваде·юпнuё-u ему dernepм'U'li'Upuвaю-1,uё-u ·r,;uне·ч/н.,uё-u atnnu
мarna. 

Сна'iа.11а докажем корректноt.:ть а.1н·ори.1·ма у да.1шню1 л-ne

pexuduв, ноt.:Jн~ 'ie1·0 нодобное доказатедьt.:тво нроведем уже ДJHI 

t.:амо1'О а.JП'Ори.тма детерми.ни.заци.и.. 

1. Корректность алгоритма удаления л-переходов. 
llyt.:ть М = (V, Q 1 Чо , Р, б) - и.t.:ходный коне'iный а1:п'омат, а 
М' = ( V, Q', q0 , F', б') - коне'iный автомат без л-нереходов, 110-
t.:троенныи t.:Ol'дat.:нo а.1п·ори.тму, они.t.:анному в дока.затедьt.:тве 

rпеuремы 7.7 u dernepм·uн·uзa·11;u/u. Мы должны доказать, 'iTO 
L(M) = L (M') . 

а. Докажем, 'iTO дшr любых цено'iки. х с V* и. t.:оt.:толни.л 

q с Q и.з TOl'O, 'iTO В коне'iНОМ автомате М 'IJ;f-;'ft()'Ч,,KU Х 'Ч'U'ffl,U

enu;л на некотором nyrn'U ·и;з чо в q, т .е. имеет меr;то чо •; q, 
t.:Jшдует, 'iTO в коне'iном автомате М' эта цено'iка 'iи.тае1't;Н: 

м 

м 
1 л, 

~ 

Рис. 7.32 

на некотором нути. и.з чо в такое 

r;оL:тоя.ни.е р с Q', 'i'l'O в М и.меет 
меr;то р ⇒л q, т.е. ди.бо р = q, ди.

бо в М r;ущеr;твует нуть ненуJШ-
u 

вои дди.ны 110 нуt.:тым ду1 -ам и.з р 

в q; р • t q (на ри.r; . 7.32 и. на, а,на
JЮl'И. 'iных t.:Jшдующи.х ри.r;унках мы 

u u 

t.:оеди.!:lлем тон:кои штри.ховои дини.-

ей кружки., изобра,жающи.е одно и. 

то же r;оr;толни.е, которое оt.:та,етt.:л 

ноL:де уда.11ени.л л-11еrеходо1>) . 

Нозмож!:lы два t.:J1y 'iоЯ длл r;о

t.:толни.л q с Q; оно и.ли. оt.:таетL:л 



Д. 7.1. Обur:нuнсtние аJiгuритмсt 4~·г~рминизсt.ции 545 

1101.;ю~ у да.1н:~ния. Л-ш~р~ходов, т.~. q Е Q', J1ибо уда.1ш~т1.;я. в р~
зудьтсt·1'~ уда.11~нил Л-н~р~ходов, т.~. q ~ Q'. 

1->. Со1.;толни~ q 01.;тсt~т1.;л 1101.;Jш уда.1шнил Л-11~р~ходов1 т.~. 

q Е Q'. 
llров~д~м индукцию 110 длин~ 11ути в кон~'iном сtвтомсtт~ М 7 

На, котором 'iИТёt~Т(.;Л Ц~llO'iKa, :с. Дш). нут и нуд~.1:.юй ДдИНЫ ДОКёt-

3ЫВсt.~мое тривиа.11ьно. Пу1.;ть ддл в1.;~х k ~ ·п - 1 докi:L3ывсtемо~ 
(.;ВОЙ<.;ТВО им~~т М~(.;ТО, И 11у1.;ть Ц~llO'iKa, Х 'iИТёt~Т(.;Л В М J:ia, J:i~

котором 11ути ддины п из чо в q, т.е. чо •~ q. 'Го1'дсt 1.;уще1.;твует 

тё:\.кое 1.;01.;толние ·г Е Q, ч:то в М имеет ме1.;то 

q ⇒п- 1,,. • q 
о у и ' (7.9) 

нрич:ем х = уи и и Е V U {Л}. 
Е<.;J1и и = Л, то х = у, и ТОl 'Дё:\. цено'iкё:\. х ч:итё:\.ет1.;л в конеч:ном 

сtвтомсtт~ М нсt н~котором нути ддины ·п - 1. 
llpи ·г Е Q' 01.;тсtет1.;л тоJ1ько и1.;110J1ьзовсtть индукционное 

11ред11одожение, И TOl'Дi:L J:iё:LЙД~'l'(.;Я. Тё:LКОе (.;0(.;ТОЛJ:iИе ,,., С Q' 7 'iTO 
в М' чо •: .,., и в м .,., •;.. ·г, н.о Та,К Ка,К в м· ,,. ➔л q, то в м· 

вы11однлет1.;л 1-' • f q (ри<.;. 7.33). 1'сtким обрi:L3ом, мы, и1.;ходл из 
у<.;JЮВИЯ., 'iTO в м чо •~ q 7 Hi:LШJlИ Тё:\.КОе (.;0(.;ТОЯ.Н.Ие ,,., Е Q'' 'iTO в 
М' имеет ме1.;то чо •; 1-', ё:\. нри этом в М вы110J1нлет1.;л 1-' • t q, 
'iTO и требова..1101.;ь докi:L3ё:\.ть. 

м 

м· 

~ 
' 

Рис. 7.33 
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ПуL:ТЬ теш~рь r· ф:. Q', т .е. L:UL:TUЛHИ.t; r· у Дa.JHJ.t;TL:Л нри. у ДаJШliИ.И 
Л-нерехuдuв. Этu зшtLJ.и.т, LJ.TU в L:UL:TUЯ.liи.e r· за.хuдлт тuдькu 

дуги L: меткой Л. Hu ll.UlЖUJJ.ькy lia. lieкuтupuм нути и.з чо в 

,,. в KO.lff;LJ.HOM а.ВТОМа.Те м 'iИТа.!;Т<..:Л Ц!;llO'iKa. у' то На.Йдет<..:л 

та.кое <..:о<..:тоя.liи.е р Е: Q\ LJ.TO в М чо • li р • л г, и. rn < п - 1 
(в LJ.a.L:TliO<..:ти., может быть n1,, = О и. то1·да. р = чо). Co1·дa.L:liO 

нреднодожеliию иliдукци.и., отL:юдс:t L:Jшдует, LJ.TO в М' Чо • l-x р', 
l'Де р' ⇒Л. р В М, а, Та.К Ка.К В М имеет Ме<..:ТО р ⇒Л. 'Г ➔л q, ТО В 
М р' • t q (ри.<..:. 7.34), И. МЫ t.:liOBa.1 И.t.:ХОДЛ И.3 у<..:JЮВИ.Л 1 LJ.TO В М 
ЧfJ •":;_,~ q, lia.ШJJ.И. В Q' Та.КО!; <..:O<..:TOЯ.liИ.t; р', LJ.TU Цt;ll.OLJ.Ka. Х LJ.И.Ta.t;TL:.Н 

в М' lic:t liекотором нути. из lia.LJ.a.Jl.ЬliOl 'O <..:о<..:тоя.liил в р', нри том 
LJ.TO В И.t.:ХОД!iОМ KOlieLJ.liOM a.BTOMa.'l'e М И.3 ЭТ01'0 <..:Ot.:'l'OЯ.liШ-J. р' 

ведет нутъ 110 нуL:тым дуга.мв <..:о<..:толliи.е q. 

М' 

~ 
1 

Рис. 7.34 

Итс:tк, <..:дуLJ.а.Й а=,,\ в (7.9) нpOo..liaJJ.И3иpoвo..li нодliО<..:тью. 
llу<..:ть а f::. Л. ЕL:ди. нри. этом ,,. Е: Q', то, <..:01·дa.L:liO нре.цно

JЮЖеliию иliдукци.и., <..:уще<..:твует то..кое <..:о<..:толliие ,,., Е: Q', LП'О в 
KOlieLJ.liOM о..ВТОМс:tте М' BЫll.OJlliЛeт<..:л чо •; ,,., ' нри том LJ.TO в м 
1-' ⇒Л 'Г. 

llpи ,,., = ,,.' ввиду TUl'() LJ.T() ду l.'a, (·г, q) KUHe'iliUl' () a.BTUMa.Ta. 
М, метка. которой L:одержи.т <..:и.мвод а, о<..:та.liет<..:л и. в кolieLJ.liOM 

а.втома.те М\ нодуLJ.а.ем, LJ.TO в М' Чо •; r· ➔и q, т.е. в М' ЧrJ •; q. 
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llpи. ,,., f= .,. ' т .е. в t.:ду 'iae, КОl 'Дёt .,., • r ,,. в кон.е'iН.ОМ автомате 
М, 3акдю'iаем, 'iTO в М t.:ущеt.:твует тройка r;оt.:тоя.н.и.й ·,-', г, q, 

такая., 'iTO .,., • r .,. И..,. -+и q. llo 11оr;троен.и.ю кон.е'iН.01'0 автомата 
М' отt.:юда 11оду'iаем, 'iTO ".r -+и q в М'. То1'да в М' будет 

ВЫПОJIНЛТЬt.:Л чu ⇒;.,.,-+и q, т.е. чu •: q (рис;. 7.35). Случ:ай r· Е: Q' 
тем t.:амым 11одн.оr;тъю 11роан.а.11и3и.рован.. 

м 

м· 

~ 
/ 1 

1 
/ 1 

I 

,,/,/ 1~1---м----~ 

Ри~;. 7.~5 

Et;J1и. же r· t/3. Q', т.е. t.:оt.:толн.и.е ·г уда.11летt.:л 11ри. 11ереходе к 

кон.е'iн.ому а.1п'омату М ', то то1-да t.:y щеr;твует такое r;оr;тоя.н.и.е 

р Е: Q', 'iTO в М це11о'iка у 'iи.тае1·t.:н lict liекотором 11ути. дди.liы 

rn < п - 1 И3 чu в р, а И3 р в ·r· ведет путь неную~вой ,цди.ны 

110 нуt.:ТЫМ ДУ1'ёtМ, Т.е. В КОН.е'iН.ОМ ctBTOMctTe М ЧU • ii• r r· 
(ри.t.: . 7.30). То1'да, t.:Ol'дat.:н.o 11ред110Jюжен.и.ю и.н.дукци.и., в М' 

чо •; р', 1'де р' •;_ р в М. То1'да 011лть в М возн.и.кает тройка 
t.:оt.:толн.и.Й р' , r· , q, 'l'акая:, 'iTO р' • t r· и. r· -+и q (t.:м. ри.t.:. 7.30). 
llo 11оt.:троен.и.ю кон.е'iн.О1'О автомата М' в н.ем будет вы11одн.ен.о 

р' -+и q. Итак, в М' Чо •; р' -+и q, т.е . в кон.е'iн.ом автомате М' 
це11о'iка х 'iи.таетсл lict некотором нути. и.3 Чо в q; Чu •; q . 
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м· 

~ 
1 

Рис. 7.~t, 

2:.>. ,, \ 
vot.:тOЛliIO~ q удмю~тt.:л нµи. уда.1п:шии. А-неµеходов, т.е. 

ч ~ Q'. 
н этом L:дуч.а~ ДJ!Л li~KOTOl-)01'0 ,,. Е: Q' буд~т ВЫНОдliЛТЬ(.;Л 

ч[) •: ,,. • t ч в кoli~LJ.liOM автомате М, откуда, со1'дас1iо µезудь
татам, доказанным ддл t.:ду ч.ая. 1 :.>, чо •: ,-' в конеч.ном автомате 
М' ддл liекотоµого ,,., Е: Q', такого, ч.т·о в М ·г' • л ,,. . Сдедо

ват~дьliо, т' • л 'Г • t q в м- , т .е. r-' • л q, ч.то и. требова.1юсь 
доказать. 

Итак мы нодноt.:тью ,1оказа.11и. ч.то дюбая. ценоч.ка х ч.и.·1'а-
' ~ ' 1 

емал в и.сходliом кolieL11iOM автомат~ М lia liекотоµом нути. и.з 
lia'-J.i:UlЬHOl'O (.;0(.;ТОЛliИ.Л ч[) В како~-1'0 (.;0(.;ТОЛliИ.~ Ч, ч.и.та~Т(.;Л так

ж.~ и. в автомате М' lia li~котоµом нути. и.з liaLJ.ё:J..JlЬliOl'O t.:Ot;l'OЯliИ.Л 

Чо в такое t.:ot.:тoлliи.e р, ч.то в М имеет меt.:то р • л q. 

б . Докаж.~м, ч.то ддн: дюбых t.:оt.:тоя.liи.я. q Е: Q' и. ц~ноч.ки. 

ХЕ: V* 113 того, '-!.ТО В KOH~'iliOM автомат~ М r ц~ноч.ка Х 'iИ.Та~тt.:л 

lia некотором нути. и.з нач.а.11ьно1 'о соt.:толни.я. ч[) в како~-то 

t.:оt.:толни.е q, т.е. имеет меt.:то чо •; q, t.:дедует, ч.то в и.t.:ходliом 

кolieLJ.liOM автомат~ М ценоч.ка :с '-iи.таетt.:я также на некотором 

нути. и.з q[) в q; Чо • ; q в М. 
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llроведем онлть индукцию но дди.не нути. в коне'--iном сtвто

мс:1,те М', нсt КО'l'Ором '--iИТсtет<..:л цено'--iксt х. Ддл 11у ·1'и. нудевой 

длины ДОЮ:.1.3ЫВсtемое трИВИаЛЬНО. llредполсtга.л, '!ТО ДОКсtЗЬI

всtемое верно ддя дюбой дди.ны нути., не нревоt.:ходлщей ·n - 1, 
донуt.:·1'им1 ч:то в М' qu • 1 q. '1'01 'Дсt длл некоторОI 'О ·г Е: Q' в М' 
имеет ме<..:то qu • ~-l ·г -+а q1 нри'--iем уа= х, ct та.к ксtк в М' нет 
Л-нереходов, то а Е: V, т.е. а не может быть ну<..:той цено'--iкой. 
Со1·да.<..:но 11ред110Jюжени.ю индукции., отt.:юда. <..:Jшдует, '--iTO в М 
qu •; ·г. Дс:1,J1ее, из TOI'O, '--iTO в М' еt.:ть ду1·сt из.,. в q, нсt которой 

ч:и.та.етL:л <..:имвод а, т.е. ·г -+а q в М', L:J1едует, ч:то дибо эта. ду1·с1., 

е<..:ть и. в И.<..:ХОДНОМ конеч:ном о..ВТОМо..Те м и. 'l'Ol' ll о., 'Г --+ q в м . , """1 и , 

ди.бо в М <..:ущеL:твует тсtкое L:О<..:толни.е р7 ч:то r· • t р -+а q. Ка.к 
в том, тсtк и в дру1'ом L:JIY'--icte имеем чu •; ,,. • t q в коне'--iном 
а.вт·ома.те М I т .е. в М цено'--iка. х 'iИ.Та.ет•t,;я на. некот·ором нути. 

И.3 Ho.,'ic:\,JIЬHOI 'O <..:ОL:'l'ОЯНИ.Л В <..:ОL:ТОЯ.НИ.е q; ЧU •: q. 

в. llyL:ть цено'iка. х Е: L(M ), т.е. ддя. некоторОL'О зс:1,кдю'iи.
тедьно1 ·о <..:оL:толни.л j' Е: F цено'iка. х '--iИ.Та.ет<..:я. на. некотором 

нут·и. И.3 IO;\.'ic:1,JIЬHOГO <..:ОL:ТОЛНИ.Л В <..:ОL:ТОЛНИ.е j'; чu •: j'. Тогда. И3 
11. а. <..:Jшдует, ч:то в М' це110L1ксt х 'iИта.етL:я нсt некотором нути. из 

Чu В 'l'o..KOe t.:о<..:тояни.е f'') 'iTO f'' • Л j' В м· . E<..:JIИ. f'' = j' 7 то f'' С F'; 
е<..:ди. же f'' 1 j', т.е. 13 М <..:уще<..:т13ует нуть ненуде13оЙ дди.ны 110 
11у<..:·1ъ1м ду1 ·а.м из f'' 13 j', то, L:01 'да.L:но онредеш~нию множеL:'1'13а. 

F', j'' Е: F'. Ига.к, х Е: L(M'). 
Обра.тно, е<..:J1и. х Е: L(M'), т.е. в М' имеет меL:то qu • ; f'', I'де 

f'' Е: .F', то, <..:OI'дctL:нo 11.б, чu •; f'' и. 13 М. Но тсtк ксtк 13 мно
же<..:тво F' нонсtдсtют ди.бо зсtкдю'iительные 13ершины коне'iНОI'О 
сtвтомсtтсt М 1 ди.бо те eL'o вершины, из которых зсtключ:итедь-

v 

нсtл верши.нсt доt.:ти.жимсt но нуL:тым дугсtм, то нсtидет<..:я тсtкое 

j' Е: Р, ч:то 13 М f'' • f j' и. чu •; f'' • t j', ·1·.е. чu •; j' 13 конеч:ном 
с\$I'Омсtте М, откудсt х Е: L(M). 

Итсtк, L(M) = L(M.'), ч:то и 060L:новывс1,ет корректно<..:ть 

с:1,JП 'Оритмс1, у Дс:1,J1ения Л-нереходо13. 

2. Корректность алгоритма детермини3ации. llу<..:ть 

тенерь М = ( V, Q, qu, Р, б) - и.<..:ходный конеч:ный сtвтомсtт без 
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u u 

коие"!НЫИ автомат) ПОL:ТIJОеиныи L:OГJiat.:нo a.JIГOIJИTMY1 опиt.:ан-

ному в дuказатедьt.:тве теuvемы u детеvми.ни.заци.и., т .е. Q' - 2CJ , 
ч~ = {чu}, Р' = {S; S ПР f- 0 }, и. ДJIЛ шuбUl'() S С Q и. JII06Ul'() 
а с V б' ( S, а) = U б ( q, а). 

чс.S 

Мы доджны доказать, '--lTU L(M) = L (M'). 
а. Докажем, 'iTU ддя. J1юбых ценu'--lки. х с V* и. t.:оt.:тuлни.я. 

ч с Q и.з тueu, 'iTU в М цепuч:ка х 'iитаетt.:л на .н:екuтuvuм ну ти 

И.3 нa'iaJIЬHUl '() L:UL:TUЛHИ.Л чu В какое-то L:UL:TUЛHИ.e Ч, Т .е. чu •: Ч, 

L:Jп:щует, 'iTU эта цепочка 'iИ.Т'аетt.:л и в М' иа иекuтuvом пути из 
t.:оt.:тuл.н:ил { чu} в cucrnuxнue-мнuж;ecrnвu S1 кuтuvue t.:uдеvжит q, 

т.е. в М' {чu} •: S, 1'де ч с S. 
Дuказатt>дьt.:твu нvuвuди.м и..н:дукци.ей но дли.не нути. в ко

не'iном автомате М, на котоvuм 'iи.таетt.:л цено'--lка х (так как 

в автоматах уже нет ну t.:тых ду1', т.е. Л-неvехuдов, то дди.на 
u u 

нути. вt.:е1'Да t.:uвнадает t.: дди.нuи ценu'--lки. , '--lи.таемuи на этом ну-

ги.; поэтому и.ндукци.ю по дди.не пути. в дан.н:ом t.:дуч:ае можно 

vаt.:t.:матvи.вать как и.ндукци.ю но дди.не це1ю'iки.) . 

Сду 'iаЙ нут и. дди.ны нуль ·1-vи.ви.а..1шн . lluдa1 -ая. доказываемое 

t.:нvавtщди.вым ДJlЛ вt.:ех 11утей1 ДJ1и.на кuтоvых не бuдьше ·п - l, 
дuнуt.:ти.м, 'iTU ценu'iка х 'iи.таетt.:н в М на некuтuvuм нути. 

дди.ны п и.з Чu в q, т.е. Чu •~ q. Тu1·да найдетt.:я. такое г с Q, 
'iT() 

ч ⇒п-1 .,. --+ Ч 
l) у и ' (7.10) 

l'l1;e х = уа и. а с V. 
1'01 -да, t.:01 ·даснu нvедноJюжени.ю и.нду кци.и., в кuне'iном авто

мате М' цено'iка у '--lи.таетсл на некuтuvuм нути. {чu} в такое R, 
'iTU г с R,; {чu} •; R. Так как кuне'iный автомат М' я:вдлетt.:л 
детеvми..н:иvuва.н:ным но нut.:тvuе.н:ию, тu из его t.:оt.:тuлнил-м.н:u

жеt.:тва Н ведет ду 1 ·а в нeкuтuvue t.:ut.:тшJ.ни.е-мнuжеt.:твu S и. 

метка этой ду1'и. t.:uдеvжи.т t.:и.мвод а, т.е. R -+и S в М'. До

кажем, 'iTU S Э ч. Соt.:толни.е S = б' ( R, а) еt.:ть объеди.нени.е вt.:ех 

множеств б(р, а) нvи. р с R. Н '-!астнuсти., нvи. р = ·г множество 
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t.:uL:тшпtи.Й б('r·, а) в t.:и.ду (7. lU) t.:uдержи.т t.:ut.:1·u.юtи.e q. Сдедuва.

тедыtо, это (.;0(.;ТОЯ:J:iИ.(; 11ри.1:iа.ДJ1(;ЖИ.'l' И. MJ:iOЖ(;(.; l'B у S, И. 'l'Ol 'J.\ёi В 
м·r и.меет меt.:то { ЧIJ} •; Н, -+и S, т.е. { ЧIJ} •: S Э q. 

б. Докс:1.,жем тенерь, '!ТО .цдя: дюбой цено'iки. х с V* и. дюбо1·0 

t.:Оt.:ТUЛНИЯ S с Q' И.3 {чrJ} *: S В М' L:дедует (Vч с S)(qlj *: ·г) 
вМ. 

llрове.цем и.1:iдукци.ю но дди.1:iе цено'iки. х. llpи. lxl = U, т.е. 
V 

ДJlЛ нуt.:тои ценОLlКИ. J; 1 утверЖД(;J:iИ.(; BЫllOJlJ:iЛ(;Tt.:Л три.ВИа./lЬJ:iО. 

lly t.:ть OJ:iO вep!:iu нри. вt.:ех k ~ п - 1, и. ну t.:ть { ЧrJ} •~ S в М'. 
Отt.:юда. ддл l:iекотор01 ·о R с Q', т .е . R С Q, в М' выноднлеп;л 
{ЧrJ} =? l-1н -+и s, нри.'iем Х = уа И. а с V. Т'о1·дсt, L:Ol'Jlё:l.,(.;J:iU 
11ред11одоже1:iи.ю И.J:iДУ кци.и., в М Чu •; r· ддл кс:1.,ждо1 ·о r· с R. 
llоt.:кодьку S = б' ( R, а), то дюбой эдемент ч в S еt.:ть элемент 
J:ieкuтupu1·0 мl:iожес.;·1·вс:1., б(т,а) нри. ,,. с R, т.е. в м· ес.;ть ду1·сt 

r· -+и q. Но, кс:1.,к мы тодько '!ТО докс:1.,3а.11и., ддя: любо1·0 t.:Ot.:TOЯ:J:iИ.Я: 

r· с R и.меет меt.:то ЧIJ •; 1· , т.е. ддн. дюбо1 ·о ч с S и.меем чu •; 
,,. -+и Ч В конеLlНОМ а.ВТОМа.Те м7 отку.цс:1., (Vч С S)(M; ЧIJ •: ч)1 'iTO 
и. требова.1юс.;ь докс:1.,3с:1.,·1ъ. 

в. Тенерь, ес.;ди. х с L (M ), т.е. це11u'iкс:1., х 'iи.тс:1.,етt.:я. в М на. 

1:iекотором нути. И.3 J:iё:l.,'ia.ilЬJ:iOl'O (.;Оt.:ТОЛJ:iИ.Л В OДJ:iO И.3 3ё:1.,KJlIO'iИ.

TtJlbJ:iЫX, а. и.мel:iJ:iU чu *; j' ддя. J:ieкuтup01·u j' с F, тu, t.:01·дc:1.,t.:J:iU 

резудьтс:1.,тс:1.,м, ДОКё:1.,Зё:1.,J:iНЫМ В 11. с:1.,, В М' ЦelIO'iKё:I., Х 'iИТё:1.,еТ(.;Я. Нё:1., 

некuгором пути из Ha.'i.a.lIЫlUГU t.:Оt.:ГОЛНИЛ В 3ё:1.,КJIЮЧ:ИТельн:ое t.:0-

t.:TOЛJ:iИ.(; Sf", t.:о.цежс:1.,щее вершиl:iу j'; {ЧrJ} •: sf" э I, т.е. sf" с Р' 
и. х с L (M') . 

Обрс:1.,тно, еt.:ди. х с L (M'), т.е. {ЧrJ} •; 8г с F' в М', то для. 
дIOбUl'U (.;0(.;ТОЛJ:iИ.Л Ч с s/" бу.цем и.меть В KOJ:ie'iJ:iOM а.втомсtте М 
чu •; q. Но t.:ос.;толни.е-множеt.:тво Sf" обя.за.теJ1ьно с.;одержи.т 

1:iекоторое 3ё:1.,КJ1Ю 'iИ.TeJlЬJ:iOe t.:Ot.:TOЛJ:iИ.e И.(.;XOДJ:iOl 'O KOJ:ie'iJ:iOl 'O ё:1.,В

ТUМа.Та. М ( t.:оt.:то.я.ние и.з нuдмножес.;тва. F). То1·да. ддл дюбu1·u 

Ta.KOl 'O t.:0(.;ТОЛНИ.Л j" с s/" П р 11оду 'iИ.М Чu =?: j' В М, '!ТО И. 031:iё:1.,

'iа.ет х с L (M). 
Итс:1.,к, L(M) = L(M'), и тем t.:с:1.,мым вt.:л 11роцедурс:1., детерми

ни.зс:1.,ци.и. коне'iJ:iЫХ ё:l.,ВТОМё:1.,ТОВ llOJIHOt.:TЬIO обос.;J:iОВё:1.,Нё:1.,. 
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Дополнение 7.2. Конечные автоматы 
с выходом. Структурный синтез 

llуеть М = ( V, Q, Чr.J, Р, б) - de'fnepм;щ-,.:upиf>m--1.:н,t,iй r-,;ин,еч.:н,ый 

urзuwмa'fn. Моди.фи.ци.руем меuи<,;u е1·0 dyc,, ёL и.мetltlO фи.ю.:и.руем 

нрои.з1юдьtlо UJ/,фUf> 'Um W, который liёLЗовем выходН,ЫМ (хотл 
Otl может и. (.:ОВНёLДёLТь <.:о rз:~:иdн,ым, UJ/,фаrзитим V кolie'iliOI'O ёLВ
томёLтёL М), е1·0 буr-.:f>ы tlёLЗОвем выходпыми симводами и. длл 

кёLждой dyc,·u е кotle'itlOI'O ёL1п·омёLтёL М нродедёLем (.:Jtедующее; 

кёLждому f>хиdн,им,у с:·имf>ИJ/,У и, 11ри.1iёLДдежёLщему мeuir-.:e dyc,u е, 

<.:0110 <.:тёLви.м OДtlOЗliёL'iliO упирхdич,ен,н,ую пиру ( и, Ь) Е: V х W. 
lloлy'letltlЫЙ тёLки.м обрёLЗом ризмеч,ен,н,ый ир·иен,·rп·ириf>иnный 

с,риф tlёLЗЫвёLют КОН,е'Чt'Н,ЫМ автоматом с выходом. 

KotleLiliЫЙ ёLвтомёLт <.: выходом может быть онред~1еtl и. 

И.liёL'le, liеЗёLВИ.(.:И.МО от НОliЛТИ.Л дeтepмИ.liИ.pOBёLJ:iliOI'O KOtle'iliOI'O 
ёLВТОМёLТёL. 

Кош~'iliЫЙ ёL1п·омёLт i.: выходом е~.:ть у нop.ндo'letltlaJi ~.:емеркёL 

М = (V, W, Q, Чr.J, Р, б, µ), 

гце V - входtlоЙ адфёLвит ( его эдемеtlты - входllые ~.:имводы); 

W - выходtlоЙ сtJtфёLви.т (е1·0 элемеtlты - выходные <.:и.мtlоды); 

Q - кotle'iliOe мtloжe<.:тtlo состо.япий кone'Чtnozo автома

та с выходом; Чr.J - выдeJШtltlOe <.:о<.:толtlи.е , liёLЗЫвёLемое Н,а

·ч.адr,Н,ы.м, состпо.яН,·uем копе·ч.Н,ОZО автпомаrпа с выходом; 

р - 13-ЫД~IetlliOe tlенуетое 110.ЦMtlOЖe<.:TtlO L:OL:TOЛtlИ.Й, КёLЖДЫЙ 

элемеtlт которо1·0 tlёLЗЫtlёLIOT закдю'Чtиrпедr,пым состпо.яН,'Uем 

КОН,е'Ч,поzо автомата с выходом; б; Q х V • Q - итибри

жен,·ие, 1iёLЗЫ13-ёLемое фу'Н,К'Цией переходов КОН,е'ч.nоzо авrпо

мата с выходом; µ; Q х V • W - отобрёtжеliи.е, liёLЗЫtlёLeмoe 

фуnк'Цией выходов копе·ч.Н,оzо автомата с выходом. 

Графом (и.ди. диаzраммой) КОН,е'Ч,Н,ОZО автомата с 

выходом М tlёLЗЫВёLют ориен,тироf>иnн,ый с,риф, мtlоже~.:тво f>ер

ш·ин которо1 ·о t.:013-111:LДёLет <.: мtlоже<.:тtlом ~.:о<.:тоя.tlи.Й Q, ёL MliOжe

<.:TtlO ду1· онределя:ет<.:я. тёLк; ·из (}ершины (~.:о<.:тоя.tlи.я.) ч rзedem 
dyc,a (-j (-j ершш-1,у ( <.:OL:TOЛtlИ.e) ,,. ТО! 'ДёL и TOJlЬKO ТО! 'ДёL, КО! 'ДёL 



V 55·1 Д .7.2. Коне'fные 1t1п·ом1t:гы r: ныхо,4ом. Струк.турнын r:.интез t.J 

.,. = б ( ч' а) ДJ1.Н lH:~KUTUl-)Ul 'U 1:$X.UДJ:iUl 'U t.:И.М1:$Uда а ( lll-)И. 'iем, llU
t.:KOJlЬKY б ei..: 1ъ отобµажен.и.е, ддя. каждой 11аµы ( q 7 а) у казан.н.ое 

~..:остолн.и.е r· ед и.н.ствеtlн.ое) . 

Каждuй дуге диагµаммы кuн.е'iн.uгu автuмата с вых.uдuм 

М (.;O11Ot.:'l'a1:$JlЛeтt.:л метка, Л1:$JlЛЮЩс\.Л(.;Л кон.е'iН.ЫМ мн.оже~..:твом 

у 11oµя.дo'ietltlЫX. шtµ и.з V х W 7 так, 'il'O ааµа ( и, Ь) 11µи.tlаддежи.т 

метке ДУ1'И. q --+ ,,. ТОl'да И. TOJlbKO TOl'дai КОl'да µ, (q, и) = ь. 
Как ви.дн.O1 метка каждой ду1·и. кuн.е'iн.O1·O автомата с вых.u

дuм е~..:ть кuне 'iн.uе cuumtн:m,cmв'Ue, фунr,;·и/uина.л,ь- ·н,uе пи впюрий 

кимпиnе·Н,rnе (т .е. чдсrп·uчnие итибра·.лс en'Ue и.з V в W). OбJ1.,acrnь

unpede.fl,eH-uя этu1·O сииrпвеrпств·uя н.азывается. входпой мет

кой ду-ги, а обла~..:ть зиа'iеии.й - выходпой меткой ду-ги 

(ди.а1·µаммы кон.е'iн.O1·O автомата i..: выходом) . 
На µи~..:. 7.37 11ока3ан.а ди.а1·µамма кон.е'iн.O1·O а1:$'l'Ома1·а i..: 

вых.одом1 у котоµого вх.одн.ой а.1rфави.т V = { а, Ь}, вых.оциой 
а.11фави.т W = { О 7 1} 1 мн.ожество ~..:о~..:толн.и.й Q = { чо 7 ч1, Ч'l} 11µи. 
J:ia'icl..llbtlUM (.;U(.;TUН:J:iИ.И. чо И. 3aKдIO'iИ.Te.ilbtlUM - Ч'l · Фу J:iКЦИ.И. 

неµех.одов и выходов онµедедя.ют~..:я. метками. ду1·. Обы'iн.О 

11µи. и.зобµажеtlи.и. ди.а1·рамм y11opя.дo'ietltlaл 11ара ( i , О) Е: V х W 
запи.~..:ывает~..:л 'iеµез кut.:ую 'iеµту; i/0. 

а/0 а/0, Ь/1 

Ь/1 
Ь/1 

а/0 

Рис. 7.37 

Можн.о ноказать, 'iTO два ~..:фоµмули.µован.liых. выше O11µеде
деliи.л кolie'iliOl'O автомата с выходом равliоt.:и.дьliы и тем ~..:амым 

t.:y ще~..:·1·1:$у ет в-за·uмни идnи-зnач,ние cuurnвenм.:mв'Ue между кutle'i

liыми. автоматами. i..: выходом (в t.:мыt.:JШ второ1·O 011µеделеliи.л) и 

оµи.еtlти.µован.liыми. 1·рафами., ду 1·и. котоµых. l-)a3Me'ietlы liaд dе

карrпивым при·uзведеn'/1,ем, двух. о..11фа1:>и.тов так, как это O11и.catlo 

в нервом онредедеtlи.и.. И~..:х.одл из это1 ·O1 мы можем отожде

~..:·1·ви.ть KOJ:ie'iliЬШ автоматы i..: выходом и их. ди.а1·µаммы. 
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Таким образом1 каждому коliе'iному автомату (; выходом 
М OДliO3lia'i.l:iO (;O11O(;'1'аВJ1леТ(;Л детерминироваliliЫЙ KOlie'i.l:iЫЙ 

автомат Mv = (V1 Q, чu, .Р\ б), метки ду1' которо1'O нолу'iают(;л 

11 
(;Тиранием ; • .1:$ (.;ех .1:$ЫХОДliЫХ (;ИМ.1:$ОJЮВ .1:$ у норлдо'iеliных нарах, 

которыми номе'-Н:ШЫ дУl'И И(;XOДliOl'O KOlie'iliOl 'O а.1:$'1'Омата (; 

.1:$Ыходом (на каждой ду1-е О(;таетGЛ только ее .1:$ХОДю::1л метка). 

Этот детерминированный коне'iный автомат будем называть 

входпой проекцией копечпо-го авто.мата с вь~ходо.м 

или V-nроекцией копеч.по-го aвrno.мaffia с выходом М. 

Нходнал нроекцил KOlie'iHOl'O автомата L: выходом, диа1'рамма 
которо1-о изображеliа lia ри(;. 7.37, ноказаliа lia риL:. 7.38. 

а а,Ь 

ь ь 

а 

Рис. 7.~8 

Функцию выходовµ, коне'iНОl'О автомата(; .1:$ЫХОДОМ М мож

но доо11редеJ1ить до некоторо1·O отображения. µ,* из Q х V* в 
W *. Ддя. ЭТОl'О фик(;ируем нрОИ3ВОЛЬliO (;O(;'1'OЛ.1:iИе q И BXOДliYIO 
цено'iку х с V'i', Тогда .1:$ L:илу детерминированноL:ти коне'i

но1'O автомата Mv L:ущеL:твует единL:твенный nyrnt, в Mv (и, 

L:J1едовательliо, в диа1-рамме М) 1 ведущий из q в ш:~которое L:о

L:толню:~ г 7 на котором 'iи:таетL:л цtшоч:ка х. llyL:ть и с V -
V V V V 

входнои (;Имвол, нриliаддежащии входнои метке некоторои ду-

ги1 И(;ходлщей из г. Тогда положим µ,'i'(q 1 x) = Л, еL:ли х = Л; 

µ,*(q,xu) = µ,'i'(q,x)µ,(r·,u) (заметим, 'iT'O при этом ддл дюбых 
q с Q и и с V µ, * ( q 1 и) = µ, ( q 1 и), т .е. фуliкция. выход о!:$ кolie'iliOl 'O 
автомата (; .1:$Ыходом е(;ть c:yжe'l-t/Ue функ·и/и·и µ,* ни пиdмниже

с:тви Q х V). Н 'Iа(;ТНО(;ТИ, ддл любой входной -цепи·ч,к·и х, 

dипускиемий ·кинеч:11,t,1,м ивrпимиrпим М v , 11OJюжим 

f"м (х) = µ,*(q1J,x). (7.11) 
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Фу tlкци.л f'м, uнрtщ~д~tlш:tл l:3ыраж~tlи.~м ( 7 .11) , tlo.3Ыl:3a~тt.:н. 

фуnк·циейr вы:ч·uс4яемой копе·чnым автоматом с выхо

дом м. 

Тс1,к, ДJHI кuн~'iliUГU автuмата нс1, риt;. 7.37 и.меем, liапри.мер, 

f'м (иЬЬи) = 0110. Можно 11око.3ать, ч.то функци.я. f'м, выч.и.t;J1я.
емал данным кuне"!ным автuматuм1 еt.:ть биекu/ил реё,.у,11,лр'НtИё,.И 

лзь~ки (и+ Ь)*ЬЬ(и + Ь)* в аJrфави.те V = {и1 Ь} tla ре1'удя:р1iыЙ 
я:зык (О + 1)*11(0 + 1)* в мфави.те W = {01 1}, тс1,кал, '!ТО для: 

каждой ценоч.ки. х 11ерво1'0 я:зыка цеаоч.ка /м (х) аодуч.аетt.:я: 
За,М~НОЙ Кс!,ЖДОГО fYJ;UЖde'Нt'UЛ t;ИMBOJia, U t;ИMBOJIOM l) И заменой 

каждОI'О вхождени.я: (.;И.МВОда Ь (.;ИМВОJЮМ 1. 

Фуtiкци.л и.з V* в W* tlо.3ывс1,етел о-граn·и·чепnо детерми

п·ироваnпой фуnк·ц·ией (иди ОД-фуnкц·ией) 1 еt;ди. она вы'iи
t;J1летt;л !!~которым конечным автоматом t; выходом. 

Замечание 7.13. Терми.li " ограни'i~нно дет~рми.нироваtl

нал функци.л'" t;влзан t; тем1 ч.то множеt;тво вt;ех фуtiкци.й ви.да 

i; V * • w *' вы Ч.И.(.;JIЯ.емых KOШ:~ 'itlЬIMИ. сl,ВТОМа,'l'ами. (.; l:3ЫХОДОМ, 
еt;·1ъ t;Обt;'I'венное аодмt1ожеетво множества вt;ех таки.х функ-

u 

ци.и1 кuтuры~ вы ч.и.t.:длютt.:я. аut.:редt.:твuм так tlазываемых ма-

ши.и Тьюри.1i1'а. Маши.на Тьюри.t11'а лвдлетt;л t.:амой общей ма

т~мати. ч.еt.:кой модедью " дет~рми.!iи.роваtltlОI'О нреобро.3оват~дн. 

t;JIOв 1~ 1 т .е. модедью1 t.: аомощью которой может быть выч.и.t.:лена 

дюбал фу tlкцил из мtlожеt.:тва t;JIOB в одtlом адфавите в множе
t.:тво t;JIOB в дру1'ом адфави.те (t.:м. Д.7.4). # 

Таки.м образом, каждый коt1еч.t1ыЙ автомат t.: выходом вы
ч.и.t;J1лет tlекоторую ОД-функци.ю. С и.t1туи.тивной точ.ки зрени.л 

это Зtlач.и.·1,, ч.то коtlеч.tlыЙ автома1' t.: l:3ыходом работает как " де

терминироJJанный 11реобро.3овате;1ь " t.:JIOB (цеаоч.ек) во входном 

аJ1фави.т~ в t;Jюва ( цеаuч.ки.) в выхuдtluм аJ1фави.те. Н uтди. ч.и.~ uт 
обыч.нОI'О конеч.но1'О автомата котовый лвдлетt.:л ч.иt.:тым ваt.:-

1 r " r 
аознаватедем "1 конечный автомат t.: выходом t.:набж~н выходной 
дентой, на которую заниt.:ываетt.:л выходная цеаоч.ка i м ( х) длл 
заданной входной цеаоч.ки. х (риt.:. 7.39). 
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Входная лента 

а 

Головка 
автомата 

Блок 

управления 

Рис. 7.39 

Выходная 
лента 

х 

Ддя. KOli~'iliЫX а.1п'омато.в (.; .выходом мож~т быть 110(.;ташшliа 

зада'ч,а структурпого сиптеза. Сод~ржат(::;11ЬliО ~~ можliо 

11р~д(.;·1·1:ш11ть как 3ада'iу 1 a1нt.1ю1'11 'iliYIO 3ада'i~ р~аJ1113ац1111 бyJ/,e

(jUU функu/U'U 11д11 бyJl,e(ja иператпира схемий ШJ фунr,;·1.1/иинаJ1,t>Ных 

;jJl,eмeнnw(j. О дliако .в отд11 '111~ от СФЭ 1 р~ад113ующ~й бу д~.в 

01шратор1 ,, (.;Х~ма \ которая: р~аJ1113у~т ОД-фу1iкц11ю (11д11 1 'iTO 

то ж~, .вы '111(.;дл.ющ11Й ~е KOli8'iliЫЙ автомат (.; .выходом) 1 додж

liа 11ом11мо функц11ОliаJlЬliЫХ эдемеliто.в1 каждый 113 которых 

.вы'i11(.;длет liекоторую булеву фу1iкц11ю 113 3aдaliliOl'O кolie'iliO

l'O МliОЖе(.;т.ва фу1iкц11й1 (.;Одержа1ъ так liазы.ваемые ЭJ1емеliты 
3а.цержк111 1103.во.11лющ11е хра!i11ть 111iформац11ю о текущем (.;О

(.;ТОЯ:!!1111 автомата. 

Чтобы объя:(.;li11ть э1·01 11р~д (.;тав11м (.;~б~ (lia 111i·1·у11т11.вliом 

ypo.вlie) 11роце(.;(.; работы кolie'iliOl'O автомата (.; .выходом во 

времеli11. 

l3 lia'icLJlЬliЫЙ момент времеli11 ( время: дш"жретliо!) t = U бдок 
у 11равд~li11Н кoli~'iliOl 'O автомата (.; выходом 1iаход111·(.;н в 1iа'iш1ь

ном (.;О(.;Тшп1ии q(U) = ЧrJ• Пр~дпОJюжим, 'iTO в прои3волы1ый 
мом~нт вp~M~li11 t ~ U (.;0(.;Т"ОЛliИ~ ~(.;ТЬ q(t). ПуL:ть в этот мо-

V V 

M~liT вp~M~li11 KOli~'iHЫИ автомат (.;'i11ТЫ.Ва~т (.; входнои Jl~HTЫ 

(.;11MB0Jl x(t). ТО!'Дёl, В этот же MOM8liT времеli11 t lia, ВЫХОДliОЙ 

денте 110ЛВ11Т(.;Я. выходной (.;11MBOJI y(t)7 а, 81'0 У(.;ТрОЙ(.;'l'ВО унра.в-
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Jl{;tlИЯ. llt;pt;ЙДt;T в t.:Ut.:TШitlИ{; ч(t + 1), в кuтuрuм и Ut.:'l'a.tl{;'l't.:Н: дu 

t.:дt;дующе1·u мuме.1:iта време.1:iи t + 1. 
llpи этuм вынuднлютt.:л t.:uuтнuшенил 

ч(t+ 1) = б(q(t),x (t) ), 

y(t) =µ,(q(t),x(t)), 

q(O) = ЧО· 
(7.12) 

Эти t.:uотношенил .1:iазывсtют капоnи'Чески.ми уравпепия.ми 

дct.1:itlOL'O коnе'Чnо-го автомата с вь~~одо.м,. 

Из KcttlO.l:iИ'iet.:киx. ypctвtletlиЙ (7.12) вытексtет, 'iTU ,,t.:x.eмct\ 
u 

рес1.J1изующсtл коне'i.1:iЫИ сtвтомсtт t.: выходом, доджнсt иметь " нсt-

млть ;. о t.:Оt.:ТОЛ.1:iИИ уt.:тройt.:твсt у lLl)ёtВJietlИЛ в нредыду щий мо
мент времени. Этсt " ш1млть " рес1.J1изуетt.:л t.: номощью тсtк назы
ваемых. э.л,е.м,ептов задержки, иди "1,риггеров. 

Ko.1:it.:тµy ировсt.1:iИЮ "t.:х.емы 1" нµедшеt.:твует двuи 'itlOe коди-
u 

ровсtние входных и выходных. (.;ИMBOJLOB, а, тсtкже t.:Оt.:ТОЛНИИ 

уt.:тройt.:твсt упрсtвдеllил. Это зна'iит , 'i'ГО ксtждому t.:оt.:т·олнию 

иди t.:имводу OД.l:iOЗ.l:ict'itlO t.:оно<.;·1·сtвдлетt.:л бу.л,f::.в вf::.r.:rnup (нибuр) 

t.:UUTBt;Tt.:твyющt;Й размt;рнut.:ти. 13 uбщt;м ВИД{; Иt.:КUМа.Я. ,,t.:X.t;Ma. 1
" 

додж.1:iсt t.:одержсtть двсt бдоксt; .1:iсtзовем их ко.м,бипациоппой 

'Частью (КЧ) и заnо.мипающей 'Частью (ЗЧ) (µиt.:. 7.40). Hct 
вхuд кuмбина.ЦИUllllUЙ 9:а.t.:ТИ пut.:тупсtют в Ка.ЖДЬIЙ MUMt;HT Bpt;
мetlи t двои 'itlЫЙ код BXOД.l:iOL'O 

t.:имводсt ( бу дев вектоµ Х ( t) ) и 
u 

ДВUИ 'iНЫИ КUД t.:Ut.:TUН:HИН: UT За.-

lLUМИ.1:iёtЮЩеЙ 'ictt.:ти (буJшв век

тuµ U(t)), а. t.: выхuдсt кuмбиtlсt-
u 

ЦИUli.1:iUИ 'iёtt.:TИ t.:liИMcteтt.:н: двuи 'i-
ный КОД BЫXOДliOL'O t.:ИMBOJiёt (бу

X(t) 

f Y(t) 

Z(t) 
-

кч зч 

U(t) 

Рис. 7.4U 

JШВ вектоµ У (t)) и двои'iliЫЙ код t.:дедующе1·O t.:оt.:тоя.ния. (будев 

вектuµ И (t + 1) ). 
Et.:Jrи 'iерез F и G обозна'iить будевы онератuры, t.:oнut.:тct-

ВJieliliЬШ в рез у JIЬTctтe у Kct3ёtliliUL 'О выше двои 'iliOI 'О КUДИl)ОВёtliИЛ 



55~ 7. КUНЬJЧНЫЬJ АН1'ИМА1Ъ1 И 1--'ЬJl 'YJlHJ:'HЫЬJ НЗЫКИ 

функцилм ш~µехода и выхода ~;оответ~;твенно1 то канонич:еlжие 
уµавнения. аµимут вид 

Z(t) = P(U(t) 1 X(t)), 

Y (t) = G(U (t),X(t)), 

U(t+l) = Z(t) 1 

И (О) = Иu, 
t ~ о. 

(7.13) 

Таким обµазом, комбинационная. ча~;·1ъ L:тµоитL:я. как некал 

L:хема из функционс\J1ьных эдементов, µес\J1изующал будев оае

µатоµ, оаµеделлемый аеµвыми двумл уравliеtlилми (7.13), тогда 
как зс1.,поминающал чаL:ть L:одеµжит tlеобходимое '-IИL:JIO тµигге

µов и µе.11изует "задеµжку 1• U(t+l) =Z(t). Каждый тµи1теµ 
еL:ть у~;тµой~;тво аµеобµазова..liия. 

17 
OДliOJ->a3J->Я.ДliOI'O двои '-iliOI'O 

i;иt'lic\Jia.. '' (L: матема..1'И'iе~;кой то'iки 3J->eliил будева вектоµа µаз

меµliоL:ти 1)7 L:OL:TOЛЩeI'O в 3с1.,деµжке ЭТОI'О (.;Иl'lia..Jlёt " lia ОДИli 
такт •• . Иначе 1 '01:юµл, eL:J1и в момеliт вµемени t на вход тµи1 ' I 'e
µa '1' 11о~;ту11ает t;ИI'lia..JI x(t), в момеliт t + 1 L: выхода тµи1теµа 
L:liимаетL:л L:ИI 'lic\JI у ( t + l) = х ( t). Обы 'iliO J->а..L:L:матµивают тµи1 ,_ 

x(t) т 
y(t + 1) 

~-~ y(t+ 1) 

Ри(;. 7.41 

1·еµы L: двумл выходс1.,ми: nр,.н,.мь~.м и 

ипв ерспы.м. llµлмой выход µаботает 
V 

так, как 011иL:с1.,но выше, с1., инвеµL:ныи 

V 

выдс1.,ет (.;Иl'lic\JI, ЛВJIЛЮЩИИL:Л итр·ича'Н,'U-

t;М, (.;ИI'lic\Jlёt llJ->ЛMOI'O ВЫХОДёl., (J->ИL:. 7.41). 
Теаеµь обL:у дим воаµоL: о µазмеµ-

l!Оt;ти будевых вектоµов, кодиµующих ~;оL:тО.нliия. и L:имводы 

обоих а...11фавитов. llµоизводьliое ш:~ауL:тое кolie'iliOe мliожеL:тво 

s = { ~l 7 ••• 7 ~р} может быть "3a,KOДИJ->0Bёtli0 ;, ДВОИ'iliЫМИ 'iИL:Jlёt
MИ таким обµс1.,зом; liумеµуем ЭJ1емtштъr S от () д;о р - l и эти 
liOмeµa 3а..11ИL:ЫВа..ем В ДBOtl 'iliOЙ L:Иt;Теме L:'-J.И(.;JieliИ.Н. Нетµу ДliO 

L:ообµазить7 '-iTO ТОI'Дёl., J->а3J->ЛДНОL:ТЬ этих '-IИL:e.il (иди, '-!ТО то же 
L:амое, µазмеµliоL:ть <.;оответL:твующих булевых вектоµов) L:О<.;та

в11т] logip[ (бд11жс1.,йшее це.1юе, бОJ1ьшее logip). 'l'с1.,к , е(.;.]111 р = 15, 
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то длл то1'0, '--lтобы закодировать '--!И.t;.11а от U до 141 нужны '--!~ты

р~хро.Зрлдны~ д.1:юи. '--!НЫ~ коды, аоLжодьку ] log2 15 = 4. Зам~ти.м, 
'-!ТО в общ~м t;.11y'--la~, 11оt.:кОJ1ьку '--!И.t;.1Ю log2p н~ буд~т Цt',,JIЫM 7 н~ 
В(;~ ДВОИ.'--!НЬШ '--!И.(;Jia (;00ТВ~l'(;'l'ВУЮЩ~Й ро.ЗрЯ.ДНО(;ТИ. будут И.t.:

lIОJIЬЗОВа.НЫ. Так, 11ри. р = 15 н~ буд~т и.t.:аодьзовано '--!И.(;JЮ 1111 
(двои. '--!НЬIЙ код '--!И.t;.IШ, 15). 

'1'01-,ца разм~рноt,:ти. бул~вых в~кторов Х (кодов входных 

t.:и.мвОJюв), У (кодов выходных t,:и.мв0Jюв) 1 И и. Z (кодов т~ку

Щ~l'О И. HOBOl'O (;Оt.:толни.й) (;00ТВ~Тt.:т·в~нно будут равны; n = 
= ]log2 IVl[1 rn = ]log2 IWI[ и. k = ]log2 IQI[. 

llр~дда1'а~·1't,:Я. t,:д~дующи.й ШП'Ори.тм 011р~Д~J1~ния. буд~вых 

оа~раторов F и G в (7.13) . 

1. Соt.:·1·авJ1летt.:л табди.ца ДJHI фу.1:iкци.й ш~реходов и выходов 

И(;ХОДНОl'О KOH~'--!HOl'O автомата t,: выходом (табд. 7.1). 

'1'аб1t·и·ча 7.1 

'lЪкущ~~ Входной Выходной Ново~ 
(;0(.;'l'ОЯ.НИ.е t.:И.MBOJJ. (;И.MBOJI t.:o t,: 1 ·оя.ни.е 

ч и Ь = µ,(q,и) r· = б(ч,и) 

2. llo t.:оt.:тавде.1:iной табди.це (t.:м . табд. 7.1) t,:тролт так 

но.Зыва~мую структурную rпаб.л,ицу (табд. 7.2), в которой 
каждый (;И.MBOJJ. ( входной и. ВЫХОД.1:iОЙ) и. каждо~ (;0(.;'l'ОЛ.1:iИ.~ 

зам~нлютt.:л и.х двои. '--!.1:iЫМ кодом1 11ри.'--!~М так1 '-!ТО ~t.:JIИ. набор 

и х у z 

'Ul1 ... ' 'Uk xi, . .. ' Хп Yl 1 ... ' Yrn z1 1 ... ' Zk 
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('U1, ... , щ.J t;t.:ть кuд 1•t;кyщt;1•u t.:ut.:тш1tlия. Ч , ш:tбuр (х1, . .. , x,i) 
t;L:ГЬ КUД BXUДtlUl 'U L:ИMBUJia.. а, ГU 

(у1, ... , y"i) =G(('U1 , .. . , ·uk), (x1 , . . . , Хп)) 

TUl'ДёL и. TUJlЬKU 'l'Ul'Дё:L, KUl'ДёL tla..бup (у1, . .. , Ут) t; L:TЬ кuд выxuд

tlUl 'U L:И.MBUJla.. Ь = f1, ( Ч, U) 1 ёL 

TUl'ДёL И. TUJIЬKU TUl'ДёL, KUl',ДёL tla..бup ( Z1 7 ••• , z1,;) еt.:ть кuд сuстuл-
tl.И.Л ,,. = б ( ч) и) . 

Структурюtя. тс1.,бли.ца.. есть не '-iTU и.tloe, ю:tк ·1,с:tблицс1.,, 3а..ДёL

ющсLЛ некоторый булев онера..тор (вообще l'Оворл, ч,асnи1,ч.,nый, 
V 

Та.К Ка.К tl{; BCt; Bt;KTUpы CUUTBt;T'CT'BYIOЩt;И pa..3мt;pHUL:TИ. сду Жа,Г 

кода.ми элементов множеt.:гв V, W, Q) И3 Ek+n в Em+k. Эгог 
UПt;pa..тup MUЖt;T быть pea.JIИ3UBa..tl tit;KUГUpuй t.:хемuй И.3 фytlKЦИ

Utla.JlЬtlЫX эдемеt1тuв (ка.к нра..вшю, lia..Д cmandaprnnьiм ба;л1,с:uм). 

tleктup Z нur;ту 11<1.,ет ( в tlекuтuрый мuмеtlт времеtlи. t) tla вхu
ды k три.1терuв, с нрлмых выхuдuв которых (в момеt1т времеt1.и. 
t + 1) сt1.и.ма..етr;л вектор И, т .е. И ( t + 1) = Z ( t) . Та..ки.м обра..зом, 
еt.:ди. в licL'-lct.11ьt1ыЙ момеt1т времеt1и t = О t.: выхода.. за..11омиt1а..ю
щей '-lа..сти L:t1има..етсл вектор Ио 1 код t1a..'-lct.11ьt1O1·O состолtlи.л Чо 

и. liё:L вход комби.t1а..ци.оt1t10Й '-lаr;ти. 11осту11.и.т вектор Х(О) 1 то liё:L 
V 

вход за..11омиtlа..ющеи '-iа..сти. в этот же момент времени ностуни.т 

вектор Z (U) = P (U(U),X(O)) = U (l) и три.1теры за..11оми.tlс1.,ющей 
'-icl.,CTИ. будут Хрё!.,ti.И.ТЬ у же информа..цию О НО.1:ЮМ состолни.и. ДО 

моментс1., времени. t = 1 и. т.д . 

tl этом ш:~большом до11олt1ени.и. мы ни.ка.к t1e можем 1..жолько 
t1.и.бу дь ш.>дробt10 и строго об су жда..ть ма..тема..т'и. '-iеt.:кую теuрию 

рt;а..JIИза..ци.и ОД-функций " t.:хt;ма..ми 1' t.: ЭJit;Мt;НГа..ми. За..Дt;ржки*. 

1-'а..3умt;етt.:н , tleт и pt;'-lи u ка..ких-дибо дока..3а..Тt;J1ьr;тва..х. Тс:tкжt; 

мы tl{; рt;Ша,{;М " И.tIЖetit;pнu---1·t;XtIИЧ:t;L:KИ{; 1• пробJШМЬI t.:тpyктyp

liUl 'О СИ.liтеза.., в '-la..L:TliOL:TИ. нробдемы '' ё:Llllla..pa..TliOЙ реа.JlИ3ёLЦИ.И. 1' 

,,._ См. 1 юыrри.мt,µ; Jiб11,u'Н,r;r,;·uй С.Н.; 1 'авр·илuв 1 '.11 ., Canuжe'Кr.:CJ А .А . 
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три.1теров. Hctшct це.11ь здесь - ноксt3сtть в рсtмксtх t;ctMOl'O 
V 

элемен'1'сtрно1 'О и.зJюжени.л L:Шl3Ь между теори.еи коне'-iных сtв-

томсtтов и. теорией булевых функций. Этсt L:вя.зь t;Оlтои.т в том1 
'lто теор ил булевых функций дсtет сt.п.ш:tрсtт длл L:тру ктурного 

t;и.нтезсt. коне'-iных сt.втомсt.тов ( L: выходом), т.е. длл нереходсt. от 

оп.иL:сtнил фуllкции1 вьгIИL:длемой конечным сt.втомсtтом, к его 
t;тру К'1'уре1 ресt.J1и.зующей е1'0 " схеме\ 110L:троенной нсt фу нкци.
онсt.J1ьных элементсt.х и. эдементсt.х зсtдержки.. 

Н 3ctKJIIO'-ieни.e рсt3берем нроL:той при.мер L:труктурного L:и.н

тезсt. 

Пример 7.14. Коне'-ш:ый сtвтомсtт L: выходом 3сtдсtн ди.сt

l'рсt.ммой, и.зобрсt.женной нсt. ри.L: . 7.42. С t;одержсt.тельной то'-iки. 
зрени.н. этот сt.1:п·омсt.т рсtботсtет ксt.к нроL:тейши.Й " лекL:и. '-iеL:ки.Й 

ct.Hct.JlИ.3ct.TOp '", pct.L:1103Hct.Bct.Л В(.;е це-

110'-iки. во входном сtлфсt.ви.те V = 
= { U 7 Ь7 0, 1}, которые На.'-iИ.На.ЮТL:Л 
L: ,, буквы\ т.е. L: L:и.м.1:юдсt а и.ли. Ь, 

Ка.К 77 11ра.ВИ.JIЬНЬШ ;, 7 ТОl 'Да. Ка.К Це-

110'-iКИ, Hct.'-iИ.lictIOЩИ.eL:Л L: ,, ци.фры ;1-

( т .е. t; О или 1), клсtt;t;ифици.руютt;л 

ксtк ненr>сtви.льные" о '-iем выдсt-
" r ' 

етL:л L:ообщени.е 13 !3и.де выходно1 'О 

(.;И.MBOJlct ? 1
• 

77 • ' 

Кодируя. входной и. выходнои 

а/0, Ь/0, 0/1, 1/1 

а/0, Ь/0 

О/?, 1/? 

а/0, Ь/0, 
0/1, 1/1 

Рис. 7.42 

сt.J1фсtви.ты, ct тсtкже t;ОL:'1·он.ни.н., нолу '-iИ.М t;дедующи.е двои. '-iные 

коды; 

1) входной ш1фсt.ви.т: а - 00 Ь - О 1 О - 10 1 - 11 · 
7 ' ' ' 

2) выходной ёt.Jlфсtви.т; О - 00, 1 - 01, ·r - lU, код 11 не 
ИL:ПОJ1Ь3 уетt;л; 

3) множеL:тво L:ОL:толни.й: ЧIJ - UU, ч1 - Ul 1 Ч'2 - lU, код 11 
не и.t;нольз у етt;я.. 

Тсtк ксtк рсtсL:мсtтри.всtемый сtвтомсtт нроL:той, мы t;pct3 у L:О

L:Тсtви.м t;'l'PYK'l'ypнyю тсtбли.цу (тсtбл. 7.3) . 
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'Габ.л"и·ца 7. З 

·и1 'Ui Х1 Xi Yl Yi z1 Zi 

о о о о о о о 1 
о о о 1 о о о 1 
о о 1 о 1 о 1 о 

о о 1 1 1 о 1 о 

о 1 о о о о о 1 
о 1 о 1 о о о 1 
о 1 1 о о 1 о 1 
о 1 1 1 о 1 () 1 

1 () () () о о 1 о 

1 о о 1 о о 1 о 

1 о 1 о о 1 1 о 

1 о 1 1 о 1 1 о 

Ддя. ·ч,,ас:m'Uчных бу,f{,еf>ых фую,щ'Uй У1 = Y1(x1,xi,·u1,-ui), Yi = 

= Yi (x1,xi , ·u1, ·ui) , z1 = z1(x1,xi,·u1,·ui), zi = zi(x1,xi, ·u1, ·ui ) с.;о
с.;тс1.,вим r,;aprnьi К арнu и. liа.Йд~м ддл ка.ждой и.з liи.x м·ин·им,а,f{,f>Ную 

ДНФ. 

Для. функции. Yl КЩУl'а. Ka.plio изобра.ж~liа. lia. рис.;. 7.43. 
Еди.ш,;тв~liliа.Л с.;кJ1~Йка. Да.~т Yl = ·ul'uix1. 

1~ 00 01 11 10 
2 ~ 00 01 11 

2 

00 [ 1 1 }-1-- 00lx 00 

/ 

01 01 1 

11 - - - - 11 / - - -

10 10 1 
'-

Рис. 7.43 Рис. 7.44 

Ддя. второй фуliКЦИ.И. llOJIY'iИ.M (µи.с.; . 7.44) 

Yi = 'UiX1 V 'U1X1 = Х1 ('U1 V 'UJ. 

10 

1 
е- xllx 

' 
~v lxlx 

1 
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~ 00 01 11 10 
2 1 1 1~ 00 01 11 10 

2 

00 l1 1} -x0lx ОхОх 
00 1 1 - -----

01 01 1 1 1 1 / xlxx 

11 - - - - / lxxx 11 - - - -
/ 

/ 

10 1 1 (1 11 10 
1 1 

Рис. 7.45 Рис. 7.46 

Длл функции z1 имеем (риr. 7.45) миliимё\Jrьную ДНФ 

Наконец1 для функции z:г 110 карте Kapli01 изображенной на 

риl:. 7.45, liа.ХОДИМ Z:г = 'U:г V X1 'U1, 

Структурliал t.:хема а1п'омата нр1:щt.:тавJШliа. lia. риt.: . 7.47. 
Обратим Вliимание lia. то1 что вмеt.:то инверторов длл rи1 'На.
лов 'U1 и ·и:г мы иt.:нользуем t.:ИL'Hc\Jrы, t.:нимаемые t.: инверt.:liЫХ 

выходов триггеров '.1 '1 и '.1 ~. Заметим также1 что неременнал х:г 
оказё\Jrаt.:ь ф'UK'fn'Uf}'Н,(JU. Дейt.:твительно) Т.1111 ВХОДНОl'О (;ИMBOJia. 

(,, буква\ т.е. а иди Ь, и " цифра\ т.е. О .11;1.11 1) раt.:нозtlаетt.:л но 
нервому разрлду входн01'0 вектора Х- ; нри х1 = О имеем " бу
кву \ а нри х1 = 1 - ,, цифру ~-. 

Наконец1 L:Jшдует заметить, что t.:иliтезированliал "t.:трук

турliа.я. t.:хема \ t.:'I'pOr 'О 1 'оворя.1 не лвдлетt.:я 1 'ра.фом ( 11оt.:ко.11ьку 
t.:одержит, liа11ример1 " кратные ду1'.11 "', т.е. донуrкает неt.:коль

ко разных ду1' между одной и той же нарой вершин). Даже 

комбиliациоliliаЛ чаt.:ть этой t.:хемы не может быть у же назва

на с:хемий 'UЗ фуnк'и/иunад1:;,nых :Jдемеnтиrз , так как в вершины, 

номечеliliЬШ неремеliliыми ·и11 ·и:г 1 заходлт liекоторые ду1'.11. Это 
будет, l'Оворл 1ieфopмaJIЬli07 t.:хема .113 фyliKЦИOliaJIЬliЬIX эдемеli
тов, 

1
, вt.:тaвJШlilio..Л ~- в liекий бодее общий " 1 'рафовый объект". 
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TI 
>-----.-

Рис. 7.47 

Стрu1 'aJJ. Ма..'1·ема..т11 '-J.et.:кai-r теuрю-1 та..ких " uбuбщetltlЫX 1 ·ра..фuв " 

в этом у•--шбtlике lie ра..t.:t.:ма..трива..етt.:л*. 

Дополнение 7.3. Морфизмы 
и конечные подстановки 

llyt.:ть V и W - lieкuтupыe а..11фа..в11ты (в 'i.a..t.:тliut.:ти , V = 
= W ). Морфизм - этu нрuизвuдьliuе uтuбра..жеliие h; V* • 
• W*, га..кuе, чгu h(л) = ли (Vx 1 y Е V*) (h(xy) = h(x)h(y)). 

" В лит~рс\.тур~ 1.\Шi этих uбъ~ктuв тс\.кж~ иL;пuльзуютL;н. т~рмины ,7 L;~ть ;• , 

,, 1 ·1,1.11~р1 'рс\.ф\ ,7 6Jюк-L;х~мс\. ;. ( L;м.; Jiблvnc;r,;'uu U.H.). 



Д. 7.3. Мирфи:змы и l:ШHf;!'fHblf;! 11U,lfC:1'acHUlЖИ 555 

И1ta..'i~ 1·u1:юря, мuрфизм (н дa..1t1tuм кu1tт~ю..:т~) - этu GUМИ

мирфизм c:вuбur}н,uGu ми-н,иида V* в с.:вuбuдный мuнuид W * ( с.:м. 

нрим~р 2. 7.д). 

Теорема 7.11. Любой морфизм h: V* --+ W* однозю:t.'iно 

онр~д~дл~т(..:л кон~'iным unwбpaжen·ueм 

{(a,h(a)): а Е: V1 h (a) Е: W*}. # 

Обы 'itlt> 1·а..кu~ uтuбра..ж~1tи~ за..да..~тс.:н. н фuрм~, 1tа..11uми1tа..ю

щ~й за..нис.:ь прав·и,J/, вывида пириждающей Gpaммarrиu.,;u; 

... ' Un --+ h( ап), 

1 ·д~ V = { а1 , ... , ап}. Чтобы 1tа..Йти. обра..З 1t~котuро1 ·о 1t~11yc.:тu1 ·u 

L:JIOlla.. Х с v+ 1 ДUL:'l'a..TU'itlU BM~L:l'U Ка..ЖДUЙ буквы х( i) 11UДL:Та..ВИ'l'Ь 
L:Jювu h(x(i)) Е: W* . 

Нанµим~р, щ;ди h 3а..Да..~тс.:я. в вид~ 

а --+ abr.:.ba, Ь--+ Ьа, 

тu h (abbr.:.) = abr.:.bababa, 

h(h(abbc:) = h'2 (abbr.:.) = h(abc:bababa) = 

= аЬс:Ьа Ьа Ьа аЬс:ЬаЬа аЬс:Ьа Ьа аЬс:Ьа = 
= аЬс:( Ьа) 3 аЬс:( Ьа? аЬс:( Ьа) '2 аЬс:Ьа. 

Мuµфизм h tla..3Ыlla..~'l'L:Л л-свобод'Н,Ы.М, .м,орфиз.м,о.м,, ~L:JlИ 

ддя. вс.:лкu1 'U (.;JIOlla.. х -::р Л h ( х) -;;р Л. Мuрфизм нрtщыду щ~1 'U 

нрим~ра н~ ЛВJН1~тс.:я. Л-с.:вuбод1tым. 

E(.;JlИ h; V"'--+ W* - моµфизм, то с:ииrпветс:rпвие h-1 (uбparn
nue к h) из W* в V* называ.ют uНtверсНtы.м .морфизмом ( U'Нt
верс'аей .морфизма, обратп'Н,ы.м, .морф'аз.мо.м). 

Та.ким uбра..Зом, из uпр~ц~д~ний с.:ра..Зу L:Jr~дy~т, 'ITU Vy Е: W* 
h- 1 (y) = {х: h(x) =у}. Ддл pac.:l..:мu·1·p~li1tt>1'U ныш~ нри.м~ра 
h - l ( аЬс:ЬаЬа) = { аЬс;п; п ~ О} = abr.:."' . 



560 7. КUНЬJЧНЫЬJ АН1'ИМА1Ъ1 И 1--'ЬJl 'YJlHJ:'HЫЬJ НЗЫКИ 

Определение 7.11. llу (;ть h: V*--+ W* - морфизм. То1'дсt 

для. лзыка L С V * я.зык h(L) = {у: у = h(x), х Е V*} на,3ывсtют 
.морфиз.мо.м .языка L, ct длл лзыксt К С W* лзык h-1(K) = 
= {х: h(x) Е К, х Е V*} - иnверсnы.м .морф'из.мо.м .языка L . 

Тсtким обрi:t3ом, я.зык h(L) е(;ть не '-!ТО иное, ксtк uбраз лзыксt 

L при urrwбpaжeнuu h, ct h- 1(K ) - прuuбраз лзыксt К при, 
тпuбражении h ((;м. 1.3). 

Соответ(;твие cr С V * х W * нi:t3ывсtют коnеч,nой nодста-

nов кой, е(.;ли: 

1) сr(л) = {л}; 
2) длл ксtждо1'О а Е V множе(;'l'ВО cr(a) коне<tно; 
3) ддл любых цепоч:ек :i: , у Е: V"' cr(xy) = cr(x)cr(y) (т.е. мно

же(;ТJ:Ю (;JIOB cr(xy) е(.;ТЬ с:uеdинение лзыкuв cr(x) и cr(y) ). 
Инсt'-!е 1'оворл1 коне<tнал нод(;тсtновксt - это (;ВОе1'О родсt мнo-

1 '0Зtli:t'itlЫЙ морфизм, tli:t любой букве сtлфсtвитсt нринимсtющий 
V 

дИШЬ кoн.e'itlOe МН.ОЖе(;ТВО Зtli:t'ieн.ии . 

1 '0'-itlO Ti:tK же Ki:tK и ДдЯ. морфизмсt, деl 'КО llOKi:t3i:tTЬ, 'iTO 
коне'-!Нi:tН. llOД(;Ti:tHOBKi:t НОдНО(.;ТЬЮ онредедн.еТ(;Н. (;ВОИМИ ЗНi:t'-!е

tlИЛМИ tli:t бу квсtх i:tдфсtвитсt V и, Q1едовсtт~1ьtlо, может быть 

Зi:tДi:ttli:t, ксtк и морфизм, в виде (;И(;Темы ,, нрсtвид зсtмены ;~, в 
которой одаой и той Жt; буквt; i:tдфсtвитсt V (;OГlO(;Ti:tBJIЛt;T(.;Л, во

обще 1'оворл, не(.;кодько цено'-!ек в сtлфсtвите W. Нсtнример: 

а --+ аЬсЬа, а --+ ас, 
Ь--+ Ьа, Ь--+ саЬ, 

с ➔ л 
' 

с --+ ЬаЬ, 

или в более короткой зсtни(;и: 

а --+ аЬсЬа I ас, Ь --+ Ьа I саЬ, с --+ аи 1 ,\ 1 ЬаЬ, 

Ki:tK мы Зi:tllИ(.;ЫBi:tJlИ 11pi:tBИJii:t ВЫВОДi:t l'pi:tMMi:tTИK И с:·ис:темы 

киманd кинечных автuмаrпuв. 

Ддл tli:tillt;ГO ПpИMt;pi:t 

cr(ab) = {аЬсЬаЬа, аЬсЬасаЬ, асЬа, ассаЬ} . 
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Е(.;:J1и rJ С V* х W * - коне'iнс1,л 11одс·1'с1,новкс1,, то обрс1,·1'ное с:и

итпtн:тс:тпвщ: rJ- l С W * х V* юыывс1,е·1'GЯ. ин,версн,ай ( обрс1,·гной) 
кан,е·чн,ой nодсrпан,овкой (или ин,версией кон,е·чпой nод

стпапавк·и). 

Зс1,метим, '!ТО дш1 фиксирuвс1,нн01 'U у Е: W *, GUJ. 'дс1,снu uнреде
JШня.м обрсtтно1 'О соответt.твил и с:еч,ен/11,J{, t;Оответt;твил, 

rJ- 1 (y) = {х; (х, у) Е: rJ} = {х; у Е: rJ(x)}. 

Е(.;:J1и L С V*, rJ С V* х W* - коне'iнсtл нодстсtновксt, то 

rJ(L) = {у; (::Jx Е: L)y Е: rJ(x)}. 

Еt;Ли же К С W* то - ' 
rJ- 1(K) = {х; (Зу Е: К)у Е: rJ(x)} = {х: rJ(:~) n К f 0 }. 

Нетрудно 3с1,метить, 'i.TO, GOl'дctcнo онредедению иб11,ис:т ·и 

ипреdе11,е·н.:ия и иб11,ис:тпи :л--1,и ·ч,ен·ия с:иитпветпс:тв ·uJ1,, rJ( L ) С Н( rJ), 
ct rJ- 1(L) С U (rJ) = H(rJ- 1). 11uд'1еркнем, 'iTU не вt;е ценu'i.ки 
множествсt rJ(x) нри х Е: rJ- 1(K) содержсtтсн в я.зыке К, но 
нсtйдетсл хотл бы uднс1, цено'iксt в rJ(x), кuтuрм нринсtддежит К. 

Фuрмудируемм Дёl,JШе теuремсt t;влзывсtет кuне'iную 11uдс.;·1,с1,

новку с.; ос.;новными онерсtцилми нсtд лзыксtми; ибъедш--1,епием, 

Ji,ЗЫкив, с.;оединением лзыков и итерацией Ji,ЗЫKU. 

Теорема 7.12. E(.;:JlИ К и L - лзыки в с1,J1фсtвите V, ct 

rJ С V* х W * - кuнеч:нсtл нuдt.:тсtн.uвксt, то 

1) rJ(KUL) =rJ(K)U rJ(L) ; 
2) rJ(KL) = rJ(K)rJ(L); 
3) rJ(L* ) = (rJ(L))*. # 

Ос.;н.овн.ой резудьтсtт, рсtt.:t.:мсtтривсtемый в этом донодн.ен.ии, 

t.:оGтсtвдлет Gде11,ующм теоремсt. 

Теорема 7.13. Если L С V* и К С W* - регуллрные лзыки, 

(J с v'i' х W* - кон.е'-1.1:iёtЯ. llOДGTct.l:iOBKct, то rJ(L) и (J -
1(K ) 

ре1 'У длрные лзыки в с1,J1фсtвитсtх W и V Gоответt.:твенно. 
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• Р~1·удяJ>1iUL:ть я.зыка. u-(L) д~1·кu дuка.3ывсt~тt.:н и.liдукци.~Й нu 
llUL:Tl-)U~liИ.IO 1-)~l 'Y JlЛl-)HUl 'U выµсtж~нил L: 111-)ИВJШ '-Ш.liИ~М геuµемы 
7.12, и. Д~Тё:LJ!И. ЭTUl'U ДUКа.3а.Т~дЬL:ТВа. tleтµyдliU BUL:(.;Ta.liUBИ.TЬ. 

Дока.3а.Т!:',ДЬ(.;ТВО µе1 ·у Jl.Щ).li0(.;TИ Л3ЫКа. u-- 1 ( К) 3.liа.'lИТедьно 

трудн~е. Мы и.t.:11одьзуем " т~хни.ку буферов 1\ которсtл ока.3ывсt

егt,;л ПОJШ3НОЙ В т~оµи.и фоµмо.JIЬflЫХ Л3ЫКОВ при Д0Ка.3а.Тедьt.:тве 

мнu1'их утв~µжд~ни.й. Пуt.:ть м- = (Q, W, Чо, F, б) - кuн~'lный 

а.ВТОМа.Г, дuпуt.:ксtющи.й Л3ЫК К. Пut.:тµuим KOlle'lHЫЙ a.BTUMa.T 
М' = ( Q' , V, so, .t'', б' ) t,;Jн~дующи.м uбµа.3uм. 

1. Q' = {so} U { [q,x]; q с. Q, х с. w (к-) = w 0 U W 1 U .. . U wк-} , 
l'Д~ k = Illa.X IYI, so r/4 Q. 

yE;; cr(u- ) 
u-E:W 

С И.li'l'YИ.TИ.BliUЙ TU'lKИ. 31-)~liИ.Я. MliUЖ~(.; l'BU Q' t;U(.;'l'UHliИ.Й K O-

.li~'l.liUl 'U a.BTUMa.'l'a. м' ВКдЮ'lа.е l' нuвое ;~ (.;U(.;ТUЯ.НИ.е so и. KU.lie 'l.liU~ 
" MliUЖ~L:TBU yнupя.дu'letl.liЫX на.р И.3 Q Х w (к-), 1·д~ k - liа.и.бuдь-

шая. дди..liа. t,;µеди. вt.:ех дди.li t;JIOB и.з uбра.3uв букв ш1фсtви.тсt V 
110 llUД(.;'l'a.liUBKe и-. Oбl-)a.31i0 l'ОВОрл, кюкдое t.:0t.:'l'0ЛtlИ.e liUBUl'0 
а.ВГUМа.Га. uпµ~Д~JIЛ~Гt.:Л t.:U(.;TUЛHИ~M t.:Гctpuгu a.BTUMa.Ta. (дuпуt.:ксt
ющего К ) и t.:uд~µжимым " буфеµсt. 1~ кuнечной дди.ны k ддл L:Jюв 
и.з W *, дди.liа. котuµых li~ нµевышсt~т k. 

2. F' = { чr , Л]: Чt с. F }. 
3. Си.t.:темсt комсt.liд б' t.:uдержи.т комсtнды L:J1едующи.х ви.дов; 

(i) sou • [чо , х], 1·д~ и с. V u {Л}, х с. и-(и); 

(ii) [q,ux]-+ [р,х] в том и. тодько в том L:Jty'lct~, кu1·дсt б 
t;uдеµжи.т кuмсtнду qu -+ р, и с. W, х с. W (k); 

(iii) [q,Л]и • [q,x], где х с. и-(и), и с. V, q с. Q. 
Неформш1ь.liо рсtботсt кuнe'l.liUl'U сtвтuмсtтсt М' может быть 

uни.t.:ctlict t,;дедующи.м uбµа.3ом. 

Еt,;ди. вхuдная. ценu'lю:t у = Л , тu М' дuнуt,;ксtет ценu'lку 

Л с и-- 1 (Л). Это t.:uо·1·ветt,;·1·вует комсttlде ви.дсt (i) нµи. и = Л 
(нри. уt.:дови.и., кulie'lli0 , '!ТО чо с. F, т.е. '!ТО Л с К ). EL:J1и. 

у f. Л, тu М' 11рu'lи.тсtет t,;и.мвuд y(l ) и. 11u кuмсtнде вида. (i) 
,,зсtпuлнит буфеµ " ка.кой-го цепuч:кой из мнuжеt,;гва. u-(y(l)), г.е. 
неµейдет в oдlio и.з t;Ut.:тoя.liи.Й [чо,х1], t'де х1 с u-(y(l )). Дшше 
М' Ha.'lИ.tlcteт ,, модеди.µовсtть ;~ рсtботу коне'lно1·0 сtвтомсtтсt М 
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( t.:Ul'дa.t.:tlU кuмcttlдctм вида. ( ii) ), ,
1 
'iИ'l'а.Н. t.:uдержимuе буфера ;, и 

tle обрсtщм BtlИMa.tlИЯ. tla. вход, т.е. деда.Я. Л-rrщкrпы. И1_;'iер11сtв 

ценu'iку :i·1 , М' нерейдет в t;Оt.:тuлние [·г1,Л] , 1'де Чu • 'i< r·1 в М. 
;i,·1 

Еt.:ли у= y(l) и ·,-1 Е: Р, то и-(у) n К~ 0 и у Е: и-- 1 (К). Ина.LJ.е 
сtвтuмсtт мuжет дu11у1_;тить дру l'YIO ценu'iку из и- (у ( 1)) и т.д. В 
том t.:.lly'icte, eGJlИ ни из ОДНОl 'О t.:Оt;ТОЯ.НИЛ чо 7 х1] Ю:'.JlЬЗЛ 110110,(;'l'Ь 

в t.:оt.:толние [Ч/",Л], Ч/" Е: Р, однобуквенна1r цено'iксt у t/:. и-- 1 (К) и 
М' зсtви.t.:сtет" в незсtюrючительном t.:оt.:толнии. 

" ЕG11и це11о'iксt у имеет второй <.:имвод у(2), то 110 комсtнде 
видсt ( iii) будет обес.:не'iенсt " нодксt'iксt буферсt ;, некоторuй це
но'iкой х'2 Е: и-(у (2)) и М' онлть Нсt'iнет рсtботсtть за. кuне'iный 

сtвтомсtт М, 'iитсtя. буфер, и т.д. 

Нетрудно видеть, 'iTO 

[чu, :c1J • 'i< [г1, Л] • [г1, :.i:'2] • * ·г'2, Л] • ... • * [гrп, Лj, 

r·т Е: Р нри Xi Е: и- (у ( i)) длл вt.:ех i = 1, ... , тп и IYJ = ui TOl'Дct и 
только TOI'Дct, КОl'Дёt ЦellO'iKct Х1Х'2 ... Х,п 'iИТсtетс.:л Нёt некотором 

нути из Чu в 'Гrп, т.е. КОl'Дёt и-(у) П К ~ 0 и у Е: u-- 1 (К). 
Строr'Ое доксtЗсtтедьt.:тво рсtвен<.:твсt L(M') = и--1 (К) оt.:новсt

но ШL индукции 110 длине нути в I'pctфe сtвтомата. Это доксtЗа
тедьt.:твu мы tle нривuдим. • 

Следствие 7.5. EGJIИ L с v'i< и К с w'i< - реr'удлрные 

лзыки, h; v'i<--+ w'i< -морфизм, то h(L) И h-1 (K) -ре1'уJ1Лрные 
лзыки в сtдфсtвитсtх W и V 1_;оответt.:твенно. # 

с 
V 

инту итивнои тоL1ки зренил дuксtЗсtнные результсtты ознсt-

LJ.сtют " у<.;тОЙ'iиво<.:ть" множе<.;тва реr'удлрных лзыков отtlо<.:и.

тельно нреобрсtЗовани.й, задаваемых кotle'itlыми. нодс.таtlовками. 

(в чаt.:тнut.:ти, морфизмами). 

Дополнение 7.4. Машины Тьюринга 

в этом ДOllOдHetlИ..1:1. мы pctt;(;MOTp.1:1.M (J,fj'ffl,(JМ,U,'{n, НёtЗЫВо.,емый 

автоматом 'Гьюр.1:1.1i1'а, и.ли. маши.ной Тьюри.нr'а, кuторый лВJ1я.ет

t;Л а'Нtал,·из·ирующей мude,l(,u'IO длл язы·кufJ m-una О. О дtloвpeмetltlO 
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МсLШИ.Ш::1., Тьюри.lil'а. ЛВJI.Ю:~Т(;Л О.ЦliИ.М И.3 McLTeMa.'l'И. '--lе (;КИ.Х 011реде

JШliИ.И Шll'Ори.тмсL. 

Определение 7.12. Маш·ина Тьюринzа опредшrлег(;л 

кортежем вида. 

L'Де Q - КОН,е'Чное множество состояний; V - КОН,е'ЧН,ЫU 

входН,ой а.л,фавит; * tt. V - с;и.мвод, liсL3ЫвсLемый маркером 
Н,а'Ча.л,а .л,еН,mь~; • ~ V - (;и.мвод, liсL3Ыва.емый пустым (иди. 

11робедом); S, L , R ~ V - (;и.мводы, liсL3ыва.емые с·имво.л,ами 

Н,аnрав.л,еН,·uя движеН,UЯ zо.л,овки; чu Е: Q - licL'--lct.Jlьlioe (;О

с;толliи:е; ЧJ" Е: Q - 3а.кдю'--1и:тедыrое (;0(.;ТОЛliи.е; б - функция 

переходов, я.вдлюща.Я.(;Я. отобра.жеliи.ем ви.дс1., 

б; Q х (V u {*1 D}) • 2{.Q x:(V J{_*, D}) x: {_S,L,H}}, 

нри. '--lем 3licL'--1eliи.e б( q 1 а) , кодь (;коро OliO 011peдeJLelio, е (;ть кolie'--1-

liOe (во3мОжliо, и. 11у(;тое) мliожес;тво y11opлдo'--leliliЫX троек и.3 

с;оответс;тву юще1'0 дексLртова. 11рои3ведеliия.. 

Функцил 11ерехо.цов может быть 3a.llИ(;a.lia. в виде с·истемы 

команд. Кс1..ждо..Л комс1..ндс1.. еt;ть с;Jюво ви:да. 

ча--+гЬ М ' ' 
L'.LJ,ea, bE:VU{*,D}, М E: {S, L, R} , • ~VU {*, • ,S, L,R} . 

Сдово qu (до с;тредки.) licL3ывcLe'1'(.;Л .л,евой 'Частью комаН,

ды, а. t;Jюво ·гЬ,М (пot;Jre t;трелки:) - правой 'Ч,астпью комаН,

ды. 

Неформш1ьliо ра.боту мс1..шиliы Тьюриli1 'а. можliо 11редс;т1:1-

вить t;дедующим обрсL3ом. Ма.шиliа. имеет устройств о ynpa-
V 

в.л,ения, которое может liа.ходить(;.Я: в одliом и3 t.:Ot;TOЯ.liИИ МliО-

же(;тва. Q, 11oдyбec;кolie'-iliYIO деliту, рсL3дедеli11ую licL Л'--lеЙки , в 

кс1..ждой и3 которой может быть 3a.11Иt.:a.li t;имвод и3 ш1фс1..ви·1· с1.. 

V U { * 1 •}, нри '-iем кра.Йli.ЯЯ девм я. '--lеЙка. xpcLliИ.T t.:имвод *, и 1 ·0-
v 

JIOBKY '-iТ!:ШИ.Л-31:LllИt.:И.1 котора..я: В КсLЖДЫИ момеliТ ди.t.:кретliОl'О 
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времени. обозревёtет кёtкую-то одну л'iеЙку денты. Си.мвод • 
(11робе.11) не t.:Jш.цует нутёtть t; нуt;той цено'iкой - это t,;11ецю.tJ1ь-

u u 

ныи t;и.мвод1 ознi:t'ii::LЮЩИ.И 11уt;тую1 т.е . не хрёtня.щую t,;и.мвоJюв 

o.Jlфi::LBИ.Ti:t V U {*}, Л'iеЙку денты. Koмi::LHДi:t , Зi:tllИ.t;i::LHHo.JI выше1 
рi:t3решёtет мёtшине Тьюрингёt, уt;тройп.·во упрёtвленил кuтuрuй 

Нi::LХОДИТt;Л В (;(J(;Т(JЛНИИ q 1 i:t Г(JJIOBKi:t обuзревёtет Л'iеЙку 7 Xpi::LHЯ:-
u 

щую t;и.мвuд а, неревеt;ти. yt;·1·puиt;твu у 11рёtвдени.я. в t;Ut;тuя.ни.е 

r· , Зi:tllИ.t;i::LB в обозревёtемую Л'iеЙку t,;и.мвод Ь (который мuжет 

И. t;OBlli::LД i::LTЬ t; а), И. Ot;Ti::LBИ.Tb l 'OJIOBKY Hi:t 11режнем меt;те, et.:JlИ. 

М = S, t;дви.ну ·1ъ ее Hi:t одну я. 'iеЙку вдево, et.:J1и. М = L 7 и.ди. Hi:t 

одну Я'iеЙку в11рёtво, et.:J1и. М = R . 
Тёtки.м обрi:t3ом, в отди. 'iи.е от ки'Нtечных авrпимаrпив мёtши.

Нi:t Тьюри.нt'i:t может мuди.фи.ци.рuвёtть t;Одержи.мое J~енты (т.е. 

лвдлетt;л 11реобрi:t3овёtтедем) 7 i:t тёtкже 11ередви.1•ёtть 1·0Jювку в 

дюбом Hi:tllpi:tвдeliИ.И.. Н.11редь уt;JЮВИ.М(;Л l'Овори.ть О t;Оt;ТОЛ

ни.и. Mi::LШИ.liЫ Tьюpи.lit'i:t1 11одрi:t3умевм t;оt;·1·оя.ни.е ее уетроЙt;твёt 

у 11pi:tBJШliи.я., и. uб обозревёtемом t;имвuJш, 11uдpi::LЗ у мевм 11од этим 

t;имвод той я. 'iеЙки JШliты, которёtя. обозревёtетt;н: в Дi:tliный мо-
u 

мент l'OJIOBKOИ. 

Формё:LJ1ьно 11оведение мi:tшины Тьюри.н1 'i:t 011иt,;ывёtетt,;я. в 

тepмиlii::LX конфи1·урёtци.Й. 

Определение 7.13. Копфи~ураци.я .машипы Тl7юрип~а 
'fТ 
.1. еt;ть кортеж 

(q, х, у) Е Q х (VU {*1 D})* х (V U{*, D})*. 

Из конфи.1·урёtции. С= (q, х, ау) не11оt;редt;·1·венliо выводитt;я. 

коliфи.1·урёtция. С'= (r·1 х, Ьу), et.:J1и qa • r·Ь, S Е: б. 

Из коliфи1·у рёtции С = (q, хе;, ау) 1ie11ot;peдt;твeнlio вы.водит

t;Н конфи1·урёtция. С'= (1·1 х, с;Ьу) , et.:J1и qa • 1·Ь1 L Е: б. 
Из кu1iфи1·урёtции С= (q, х, ас;у) 1iе11ut;редt;твеннu вы.вuдит

t;Л конфи1·урёtцил С'= (г, хЬ, с;у) , et.:J1и qa • 'ГЬ7 R Е: б . 

Ныводом lii:t множеt;·1·ве коliфи.1 'У рёtций мёtшины Тьюри.н-

1 'i:t Hi::LЗЫBi:teTt;Л 11 ро И.ЗBOJlblii::LЛ 110 t.:JШД О Bi::LTeдbliO (;'!' Ь ко нфи1' у рёtций 
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Cu, С1, ... , Сп, . .. , 'l'ёt.Kclli , 'iTU (Vi ~ O)(Ci r Ci+l, ~L:JlИ. Ci+l t.:у 

Щ~t.:твует). 

Кuliфи.1'ура.ци.я С' вывuди.ма. и.з кuliфи.1'ура.ци.и. С , ~<.:J1и. t.:ущ~
r.;твуе1' вывuд С = Cu r ... r Сп = С'. Чи.<.:JЮ n liёt.3ЫВа.етr.;я 11ри. 

этом дди.liоЙ вывода.. Ht.:e oбoзlia.'ieliи.я, ю1r.;а.ющи.~ся. выводи.мо

t.:т·и На. MliUЖet.:твe кuнфигура.ци.й Мёt.ШИН ТьюрИ.lil'ёt. 7 UCTёLIOTL:Л 

'l'а.КИ.МИ. же~ Ка.К в сду 'ia.e KOlie'iliЫX и. Ma.l 'ёt.3И.liliЫX а.ВТОМёLТОВ. 
Коliфи.1'ура.ци.л еt.:ть тройка. ( r.;ot.:тoлliи.e, 'iа.t.:ть це110L1ки. lia. 

V 

JШliTe ДО l'OJIOBKИ., 'iёt.L:Tb ЦellO'iKИ. liёt деliте7 11ервыи L:И.MBOJl 

которой обозрева.етr.;я l'ОJювкой). llpи этом, 110 со1'да.шtшию1 
дюбёt.Я. цe11U'iKёt И.3 MliUЖet.:TBёt х□ * (ддя. фи.кr.;иpoвa.liliUl'O Х с 

E:(V -..J{*1 D})*) отождеt.:1'вд.я.етсн с це11о'iкой х, т.е. мoжliu 
отбро..сыво..ть дюбое 'iИCJIO 11роб!:',JЮВ в коliце L:Jюва.. 

Определение 7.14. Мо..ши.liо.. Тьюриlil'о.. liёt.3Ыво..етс_:я де

rпер.м'иnироваппой, eL:J1и и.з ко..ждой коliфи.1'ура.ции. этой ма.

шиliы lieнocpeдcтвeliliO выводи.тел lie бодее 'iем одно.. коliфи.1'у
ра.цил. 

V 

liИ.pOBo..liliOИ ТОl'До.. и ТОдЬКО ТОl'До.., КОl'До.. в ее (;Иt.:теме КОМо..НД не 
V V V 

r_;уществует двух рёt.3НЫХ КОМо..НД L: однои и тои же JШВОИ 'iа.СТЬЮ. 

Да.Jше будем рсt.r_:t,;мсt.триво..ть тодько детерминировсt.liliые ма.

шиliы Тьюри.lil'о..7 liёt.3ЫBcLЯ. их нросто мо..шиliо..ми Тьюрин1'0... 

Определение 7.15. С.ловарпа.я, ( верба.лttпа.я,) фупкци.я, 
в а.J1фо..вите V еt,;ть 11роизводьliое 'io..t;TИ'iliOe отобро..жеliие MliO
жet.:твct. CJIOB в а.Jlфсt.вите V в себл. 

Определение 7.16. 8удем l'Оворить, 'iTO мсt.шина. Тьюри.н
l'о.. Т нри.мен.и.ма. к L:Jюву р Е: V*, eL:Jrи. из кон.фиl'уро..ции (qu, л, kp) 

ВЫВОДИТ(;Л кон.фи1'уро..ци.я. (чr 7 ,\) *~) ДдЯ Ю:ЖОТО!-)01'0 ~ С V*. 

Сдово ~ будем нёt.3ыво..ть в этом L:J1y 'io..e резу.лttтато.м nри
.мепепи.я, .машипы Tttюpun~a '1' к с.лову р и обозно..'iо..ть его 
Т(р). Фо..кт нримеliи.мости. ма.ши.н.ы Т к СJюву р будем обо-

3Н.о..'iо..Ть [Т(р) ; еt,;ди же Т' н.е нри.мен.имо.. к р, то будем зо..ни

r.;ыво..ть -.[Т(р). 



Д.7.4. Мс~шины Тьюрингсt 573 

Мt1ож~~.;т.1:ю в~.;~х t.:.1юв р, тсtки.х, 'П'О [Т(р), tlа.ЗЫВа.~1·1,;}1 об.л,а

с"tt,Ю nри.меп·и.мости .машипы. Тt,юрип-га 'Г. 

Определение 7.17. Словсtvю:щ фуt1кция r.p в шrфсtви.т~ V tlа.

зывсt~1·~.;я. вы.·~ис.л,·и.мой no Тt,юрип-гу, ~t.:.11и ~.;ущ~~.;тву~т та.ка.я. 

мctшиtlct Тьюvиt11·сt 'l'p i.; входным с1..11фсtви.том V', t.:од~!>жсt.Щим V 1 

'!ТО 

х с JJ (r.p) ~ !:.Li,(x) 1\ (Ip(x) = r.p(x) ). 

Пример 7.15. t>cti.;i.;мo'1'1>им tla.TYI>cLJIЬtlO~ 'i.И.t.:JIO п ка.к t.:.1юво 

u I п в а.Jlфсtви.т·~ { u 1 1} 1 а. (;JЮЖ~НИ.~ ,цв ух На.ту I>a.JIЬtlЫX '-iИ(;~Jl 

3а.Да.ДИМ Ка.К (;JIOBa.I>liYIO функцию AlJ 1J 13 а.Jlфа.!3ИТ~ { u' 1, t}' 
нv~обvа.зующую t.:JIOBO u1п t u1т в t.:JIOBO u1п+т. То1·дсt фуtiКЦИЯ. 
AD D !3Ы'-iиt.:.11има. но Тьюvин1·у, но~.;кодьку нvивeдetltlaJI t1иже 

(.;И.t.:Тема. KOMa.tlД Оll!>~деля.ет Ма.ШИ.tlУ I'ьюvиtll'a. ДJIЯ (.;JЮЖеtlИЯ. 

ДВУХ tla.Ty !>a.JlbtlЫX 'i.И.t;~I; 

'1 Аи и = ( { чо, ч1, ч'l, , Ч3, Ч4, Ч5, Чб, ч1, ч8}, { u, 1, t}, *, •, S, L, R , чо, Ч5, б), 

1·де r.;и~.;т~мсt комсttlД б и.м~~т ~.;Jшдующий ви.д; 

Чо* • Чо*,R, (1) 

чоU • чoU,R, (2) 

Чо 1 • Чо 1, R, (3) 

чоt--+ ч1 l, R, (4) 

ч1U --+ ч1l , R, (5) 

ч1I --+ ч'l,IJl, (б) 

ч'l, 1--+ ч'l,l,R, (7) 

Ч'l, □ • g3• 1L, (8) 

Ч3I--+ g4• ,L, (9) 

Ч4 1 • Ч'!3 □ , L , (lU) 

Ч'!31 • Ч'!311L, ( 11) 

Ч'!3U • Ч'!3U,L , (12) 

Ч'!3* • Ч5*,S, ( 13) 

Ч1□ • Чб □ ~ L, (14) 

Чбl--+ g7• ,L, ( 15) 

ч1I--+ Ч'!3 □ , L . ( lб) 
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О11rtще.t1еннал таким об!)а3ом маши.на Тьюrи.н1 'а, ноду <tал 

на 13ХО 11 ~, (.;дО130 о I п t о I т 1 'де п '{ п >- о 0(.;Таl3аю.ъ 13 (.;0(.;ТОЯ.НИ.И. 
" """1 ' . 7 1/ ' 

ЧrJ , ,, бежит " 13ДОJ1ь денты (.;Jlel3a на11rа130 до тех 1101>, нока не 
13(.;Т!)ети.т (.;И.Ml30Jl t (и.l'!)ающи.й !)OJlЬ " i>а3деди.тедл " Д13УХ (.;Jlal'a

eмыx). "У13и.де13 " этот (.;И.М13Од, маши.на неrейдет 13 (.;О(.;толни.е 

ч1, 3амени.13 (.;И.М13Од t 1, 11а.1ю<tкой
1' (1). Сю:щующи.й 3атем (.;ИМ13Од 

0 ( 11е!)13ЫЙ (.;И.Ml30Jl l3TO!)Ol 'O (.;Jlal 'aeмOl 'O) 3аменле·1тл " lla.lIO'iKOЙ ~,. 

Таким обrа3ом, 110(.;J1e " 11rобеп1, 1' l3TO!)Ol 'O (.;Jlc\.l 'aeмo1 'О 13 re3 у дь
ти.µу ющем (.;JI013e будет на д13е " 11а.1ю<tки. " бодьше, <tем l;дедует. 
Е(.;J1и 13тоµое (.;J1а1'аемое не !)а13но О , то 110(.;J1e 13ы11одненил коман
ды (5) будет нrи.мени.ма команда (б) , а 110 (.;де нее - команда (7). 
1Ъм (.;амым будет ll!)О'iи.тано 13тоµое (.;да1'аемое до бдижайше

l'О 11roбe.i1a, 3атем нµименени.ем команд (~) - (10) будут (.;Теµты 

дишни.е 1,11а.1ю<tки", машина 13еrнет(.;л к маµкеrу наL1а.11а JП:шты 
и О(.;танО13ИТ(.;Л в 3акдю'iитедьной конфи.1'урации. Е(.;ди. же l3TO
roe (.;J1а1 'аемое rа13но О ( е(.;'l'Ь ОJ.\нобук13енное (.;JI0130 О), то 110(.;де 
вы:11однени.л команды: ( 5) пrи.менлет<..:я: командс1., ( 14), и зс1.,тем но
(.;µе,д;l;Тl3ОМ нrи.мененил команд ( 15) и. ( lб) мс1.,ши.нс1., (.;ОТ!)ет две 

1, ШtJIO'iKИ. 1' И. неµейдет 13 Зi:tКJlIO'-iИ.'l'eJlЬHYIO конфи.1'уµс1.,ци.ю. 

Зс1.,11и.шем TOl'Дi:t НО(.;JШДО13ёtтедьно(.;ТЬ конфи.1'у!)ёtций ддл 11rи.

бс1.,13дени.л нудл к 11rоиз130J1ьному 'iИ(.;ду; 

( ЧrJ, Л, *О 11 · · · 1 t О) г ( ЧrJ, *, О 1 1 · · · 1 t О) г 
г (чrJ,*o, 11-. -1 t о) г'i' (чrJ,*01 1 ... 1,to) г 
г ( Чl ' *о 11 ... 11 ' о) г ( ч l 1 *о 11 ... 111, о) г 

- (чo ,*OI I .. -11, 10) г (чт,*01 1 . .. 1, 100) г 
г ( Ч8, *О 11 · · · , 1 О О О) г * ( Ч8, *, О 1 1 · · · 1) г 

г ( Ч8, Л , *11- .. 1) г ( Че'>, Л, *11 · · · J) · 

Ра3умеетl;л, пrе,цложеннёtЛ мо..шинс1., Тьюrинга длл (.;JЮжения 

днух нс1.,ту!)сLJiьных '-lИ(.;eJI не облзанс1., быть един(.;Тllеliной, но это 

и не тrебуеТ(.;Л по опrедедению ВЬI'fИ(.;JIИМО(.;ТИ - ДО(.;ТаТО'fНО, 

'-lтобы lii:tШJli:t(.;Ь хотл бы однс1., машиliёt, ны '-!И.(.;днющс1.,л Дёtliную 

функцию. # 
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Итак1 И.(;НОдьзу.я: нон.я:ти.(; маши.ны Тьюри.н1'а7 можно дать 
(;TpOl'O(; опреде.11,епие фупкции как процедуры (11рави.да1 
а.111 'Ори.тма) вы 'i:И.(;Jl~НИ.Я 3На'i~НИ.Я. фу нкци.и. 110 И.3В~(;ТНЫМ зна

'i(;НИ.Я.М е(; ар1-ументов. 1Ъм (;амым ноня.ти.е мсtши.ны Тьюри.н1'сt 
V 

е(;ть одно и.з возможных математи. 'iе(;ки. то'iных онредедени.и 

а.1п 'Ори.тма. 

До 110 (.:троени.я. како1 'О-ди.бо мат~мати. 'ie(;KOl 'O 011редеJшнш1. 
а.tп'ори.тмсt мы и.меем ДЕ;JЮ (; ипту·иrпивпы.м, nредстав.л,еп·и

е.м, об а.11,-горитме. Это и.нту и.ти.вно(; ноня:ти.(;, Н(; .я:вд.я:ющееt.:.я: 

ма'l'(;Мати. 'i(; t.:ки. t.:тро1-и.м ( нодобно тому как в рамках " наи.вной ;, 
т~ори.и. множеt.:тв не явдя~тt.:я таковым ноняти.~ множеt.:тва), мо

жет быть охсtрсtктери.зовано t.:дедующи.ми. нри.знсtксtми.: 

l) nризпак детер.м,ипироваппости а.11,-гор ·ит.м,а - а.11-

1'ори.тм е(;·1ъ 11оша1-ово р(;а.11:и.зуемая: нроцедура, на каждом ша1'е 

которой однозна'iно онред~Jшно е~ нрододж~ни.~ (дру 1-ими (;JЮ

вс1,ми., а.111-ори.тм не .цо11у(;кс1,ет нрои.зводсt в выборе О'iередно1 'О 

шсt1'с1, - в онред(;дени.и. а.111-ори.тмсt 'i(;рез мс1,ши.ну Тьюри.н1'сt этот 

нри.нци.11 реа.11:и.зу(;тt.:я 'iерез ноняти.е детерми.ни.рованнои маши.

ны Тьюрин1-а); 

2) приз пак peзy.11,ь.rnarn/uв nocrn/u а.11,-гориrп.м,а - процеt.:t.: 

рсtботы а./П'Ори.тма (; И.t.:ХОДНЫМИ ДёtНtlЫМИ J\Оджен 3сtверШёt'1Ъ(;Л 

'iерез онредеденное коне'iное 'i:И. (;JIO ша1-ов; 

3) призпак массовости а.11,-горит.м,а- а.tн'ори.тм доджен 

быть применим к опредедшrному доt.:гаточ:но широкому множ~

t;тву входных дсtнных. 

Нс1,ряду t; мс1,ши.нuй Тьюри.н1'с1, и.звеt.:тны и. дру1':и.е у·1'U'iнени.л 

ноняти.я " а.tн'ори.тм ;. (норма.11ьньш а.111-ори.фмы Маркова, рекур

t;и.вные фуtlкци.и, канони'iеt.:ки.е L:ИL:темы lloL:тa и т.11.). Окс1.,

зываетL:.я:, 'iTO вt.:е эти. llОНЛТИ.Я в oнpeДE;JleHtlOM СМЫL:де ЭКВИ.Вёl.,

дентны. КрОМ(; TOl'O, В Т(;Ори.и. а./П'Оритмов, которсtя. 3ёtНИМёl.,(;1't.:Л 

нробдемами. 110 (.:троени.я разных У'l'О'iнени.Й нонлти.л а.tН'Ори.т

мсt и. вы 'IИ(;JIИ.МОt;ти., ct тсtкж~ t.:рсtВН(;ни.ем между t.:обой раз11.ых 
V V V 

УТО'iН(;НИ.И Ot.:HOBtlOИ 1':И.110Те3ОИ ЯВд.Я:еТL:Я l'И.llOTe3ct О том 'iTO 
' 7 

ВС.Я:Ксtя. фу tiКЦИЯ, ВЫ'iИ(;JIИМал в интуитивном t.:МЫСде t.:JIOBct, т .е. 

такал, 'iTO (;ущеt.:твует а.tН'Ори.тм (в и.11.туи.ти.вном СМЫ(;JШ t.:Jюва) 
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вы 'iИСдеliия. зш:t.'iеliиЙ фу liкции 110 известliым зю:t.'iеliилм сt.1..н 'У

меliтов, будет вы'iиt.:.11имсt. и в соответ<..:твии с ксt.ким-дибо TO'i
liЫM оаµедедеliием IJЫ 'iИСдимости1 нщ1µимеµ будет вы 'iиt.:.11имсt. 

110 Тьюµиliгу. Пµимеliительliо к мсt.шинсt.м Тьюµингс1., этсt. ги110-

тезсt. liосит licJ..ЗBct.liиe тезиса Тr:,юрuН,~а; дюбм вы 'iиt.:.11имм ( в 

Иliтуитивном l:мыt.:.11е) сдовсt.µнсt.л фу нкцил ВЫ'iИl:димсt. 110 Тью

µиliI 'У· 

В 11одьзу тезиссt. TьюµиliI'ct. 1'овоµит то, 'iTO до сих 110µ tle 

уда,,1юсь 11µидумсt.ть вы'iисдимую фуtiкцию, котоµую liе.J1ьзя. бы

JЮ бы 1,зсt.11µ01'µсt.ммиµовсt.ть •• в виде мсt.шины Tьюµиlil'ct.7 ct. тсt.кже 

то, 'iTO все известные до сих 110µ а,,11ьтеµ11сt.тивные уто'iненил 

llOliЯ.TИЛ a,,lll'OI->ИTMcl. MOЖliO (хотл И lie Тёt.К 11µосто) свеl:ТИ К 110 -

liЛТИЮ мсt.шиliы Tьюµиlil'ct.. 

Чтобы зсt.кон'iить об<..:уждеliие мсt.шин Тьюµин1'а. в контекl:те 

теоµии фоµма,,11ьных лзыков1 нсt.м необходимо ввести еще два. 
u 

Вёt.ЖliеИших llOliЯ.TИЯ. - 11eµe'iИt.:JIИMOCTИ И µсJ..Зµешимости. 

Уt.:.1ювимt.:n в да,,11ьliеЙшем Ма.ШИliУ Тьюµиli1'сt. со входliым а,,11-

фсt.витом V нсJ..ЗыIJсt.ть маШU'Н,ОU Тr:,юрUН,'га в а.11,фавите V, ct. 

мсt.шину TьюµиliI'ct.7 входной а,,11фсt.вит котоµой содеµжит а,,11фсt.

ви·1' V и симводы, lie 11µиliсt.ддежсt.щие V, - .м,аш·иной Тr:,юр·ин

-га над а.11,фав иrпо.м, V. До1 'овоµимсn 1·сt.кже " кодиµовсt.ть " liа.
тура,,11ьные 'iИt.:Jla, (.;JЮВа.МИ в а,,11фсt.вите N = { u7 1}, Да.В МliОЖеству 
N на.тура,,11ьliых 'iисед t.:.11еду ющее 011µедедеliие 110 индукции; 

1) CJIOBO u el:l'Ь lict.тyµa,,11ьtloe 'iИt.:JIO ; 

2) еt.:.11и из1Jест1101 'iTO t.:JIOIJO п в а,,11фа.вите N есть liсt.тура,,11ьное 
'iИl:JI0 7 то t.:.1юво п l еl:ть licJ..тyµa,,11ьtloe 'iИСJю; 

3) НИКёt.КИХ дI->УI'ИХ нct.тypёtJlbliЫX 'iИCeJI, кµоме 011µедеденных 
в 1н1. 1 и 21 не l:уществует. 

Hct. мliожестве 011µeдe.11eliliЫX тсt.ким обµа.зом ш:t.ту µa.JibliЫX 

'iиceJI (ка.к t.:.1юв) естественш> вводитсл uтнuше11ие ноµлдкс1.,; 110 

011µедедению, п ~ т, 1 еl:ди п есть 11µефикс rn . Jle1'кu 011µеде

дить и uбы'iные сt.µифмети'iеские 011еµсt.ции, ,,зсt.11µ01'µа.ммиµu

всt.в •• их мсJ..шинсt.ми Тьюµин1'сt. (11µимеµ 011еµс1.,ции t.:Jюженил µcJ..Зo

бµct.li выше). 
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Определение 7.18. Ненуt;тое мliожеt;тво t;JIOB L в а.,1фавите 
V liа.3ываетt;л nере'Чис.11,имым ( no Тr:,юрип-гу) 1 et;J1и t;уще

t;твует машиliа Тьюриli1'а '1' lia.Д а,.11фавитом V U {01 I}, таксLЯ., 

'iTO ДJHl вt.:лко1·0 п Е: N ['.L' (n) 11ри '.L' (n) Е: L и ддл вt;лко1·0 х Е: L 
имеет меt.:то х = Т(п) ддл liекоторо1·0 ·п Е: N. 

Таким обра3ом1 11ере'iиt;J1имоt;ть л3ыка L 03lia'iaeт t;уще

t;твоваliие аJП'ОрИТМсt c,3ct11p0l'p1::tMMИpOB1::tlili01'0 '" KctK M1::tШИli1::t 

Тьюриli1 'а.), 110 J1юбому lictтy ра.,1ьliому 'iИt;ду r 1, вы 'iИt.:длюще1 ·о 

эдемеliт L и тсtко1'0 'iTO дюбой эдемеliт L может быть вы 'iИ-
' t;Jle.li 110 ш:~котuрuму lictтy pa.,1ьliuмy 'iИt;JIY. Та.кой а.,п 'оритм еt;ть 

а.,п ·оритми 'iеt;кий С, KOlit;·1·py ктивliыЙ "') 1::tli1::tJI01' тeopeтикO-MliO
жet.:твeli.liOl 'O llOliЛTИЯ 'f-1,yMt;pU'Ц'U'U ксtк cюpЪt;'K'fn'Uf>'f-1,(Jё, (J (J'fft(Jбpa

Жt;'Н,'UJ(, множеt.:твсt н1::1тура.,1ьных. 'iиt;ед .lict .liекоторое м.liожеt;тво. 

Замечание 7.14. llyt.:тoe множеt.:тво t.:JIOB t.: 'iИ'l'cteтt;л 11ере

'iИt;J1имым 110 t.:ОГда.Ше.liИЮ. 

Определение 7.19. Множеt.:тво t;JIOB L в а.,1ф1::1вите V .liс\ЗЫ

вают разрешимым ( no Тr:,юрип-гу) 1 еt;ди t;ущеt;тв ует таксLЯ. 

Ма.ШИ.liа. Тьюри.1i1 'i:L Т .lia.Д а.,1фсtвитом V, 'i'l'O для. Bt;Я.KOl 'O х Е: V * 
имеет меt.:то [Т(х) и Т(х) = л, еt;ли х Е: L, и Т(х) -1, л, еt;ди х ~ L. 

Дру1'ими t.:Jювсtми, р1::13решимоt.:ть я:3ыка L 03lict'icteт t;yщe

t;TBOBct.liиe BЫ'iИt.:JlИMOl'O нредиката, 011редедеННОl'О на M.liOЖe

t;TBe t;JIOB в а.,1фсtвите V и 11ринимсtюще1 'О 3Ю:L'iение 1, et;J1и 

ЭJ1емент нриliсtддежит L, и 3Hct'ieliиe О в нротивном t;J1y'i1::te. 
ое3 докс\З1::tтеJ1ьt;·1'в1::t t;формулируем t;J1едующую теорему. 

Теорема 7.14. l . Сущеt;твует liенере'iиt.:димый я:3ык в 

некотором а.,1фсtвите V . 
2. Сущеt;твует 11ере'iиt;J1имый, liO liер1::13решимый л3ык (в 

liекотором а.,1фавите V). 
3. J-:l3ык L С V* 11ере'iиt;J1им то1·д1::1 и тодько то1·д1::1, ко1'да он 

я:вдлетt.:л обдсtt;тью 11риме.1iимоt.:ти некоторой мсtшины Тьюри.liгсt 

нсtд а.,1фсtвитом V. 
4. }13ык L С V * 11ере'iиt;J1им то1 ·дсt и только то1 'да1 KOl 'Дi:L Oli 

11орождсtетt.:л liекоторой 1'рсtммсt1'икой ти111::t О. 
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5. Язык L С V* рс1.3решим то1·дс:t и тодько то1·дс:t, КОl'д,а. Otl 

норождс:t~;п.:я. tlt;которой КЗ-1 'рс:tммс:tтикой. # 

Из т~;ор~;мы 7.14 (;.lleдyi;т, 'iTO Вt.:ЛКО!; рс1.3рt;ШИМО!; MtlOЖ!;t.:TJ::IO 

1шр1; 'iиt.:димо, tlO oбpc:tтtloi; tlеверно. 

В t.:иду утв~;ржд~;tlиЙ 3 и 4 теоремы 7.14 мс:tшиtlы Tьюpиtl
l'c:t MOЖtlO pi:tt.:t.:Mi:t'l'pИBi:tTЬ Ка.К " pa.t.:llOЗtli:tIOЩИ!; i:tB1'0Mi:tTЫ 1~ ДJlЛ 

лзыков TИlli:t U: ДдЛ Ki:tЖДOl'O Ti:tKOl'O ЛЗЫКi:t t.:ущ~;t.:твует Ма.ШИ

Шi ТьюрИНl'i::1,1 прИМ!;tlИМа.Л К (;.llOBi:LM Дi:LННОГО лзыкс:t, И ТОдЬКО 

к ним. Зс:tм1;·1·им при этом1 что лзык тина. U мож~;т оксl.3с:tтьt.:л 

и tl!;рс1.3решимым: ДJlЛ tlel'O МОЖ!;Т tl!; t.:yщt;t.:TBOBi:tTЬ а,JН'Оритмс:t, 

pi:tt.:llOЗtli:tIOЩel'O приНа.ДJШЖtlОL:ТЬ ~;му дюбо1 'О Hi:tllt;pi;д Зi:tДi:tHtl0-

1'0 t.:Jювc:t. Это Зtlc:t'iит , 'iTO ддя: l'рс:tммс:tтик тина. U нробдемс:t 
11риtlс:tддежtlоt.:ти в общем t.:J1y'ic:te tle лВJ1летt.:л рс1.3решимой. Эта. 

нробдемс:t, oдtlc:tкo, ка.к t.:Jшдует из утверждеtlия. 5 теоремы 7.14, 
рс:tзрешимс:t Дд}l дюбо1 'О }lЗЫкс:t, 11орождс:tемо1 'О КЗ-1 'рс:tммс:tтикой 

(t.:м. 7.2), в 'ia.t.:TtlOt.:ти ддл дюбо1'О КС-я.зыкс:t. 
,Утверждеtlие 1 теоремы 7.14 oзtlc:t'ic:teт, 'iTO t.:ущеt.:твуют нзы

ки1 которые tle мо1'у'1' 11ринци11ищ1ьно быть норождеtlы кс:tкой

J1ибо t'рс:tммi:Lтикой. llримером тi:Lкого лзыкс:t может t.:дужить 
V 

множеt.:тво Та.К Нсl.3ЫВс:tемых конt.:тру КТИВtlЫХ деиt.:ТВИТеJlЬНЫХ 

'iИL:ед*. 

llример пере'iиt.:димо1·0, tlO нерс1.,3решимо1·0 лзыкс:t может 

быть 11ot.:тpoetl t.:Jшдующим обрс1.3ом. llyt.:·1ъ V - щ1фс:tвит, а. 

(J - KOtle'itlOe бИtli:tptlOe OTtlOШetlИe tli:t МtlОЖеt.:тве v+ tle11y t.:'l'ЫX 
t.:Jюв в щ1фс:tвите V. Онредедим лзык L p в щ1фс:tвите V U {*1 t }, 
1·11,е t.:имводы * и t tle 11риtlа.ддежс:tт V : 

L p={x1 tY1*X'l.tY'l.*·· ·* XпtYп: n ~ l , 

XlX'l, . . . Xn = YlY'l.· ··Yn и (Vi = 11 n) (Xi 1 Yi) Е: р}. 

Доксl.3ывс:tетt.:л, 'iTO лзык L p в общем (;.11yL1c:te нерс1.3решим, т.е. не 

t.:ущеt.:твует а.JН'Оритмс:t, который ддл дюбо1·0 tlc:t11epeд Зa.Дa.tltlOl'O 

отtlошеtlил р (11ри I V 1 ~ 2) pc:tt.:llOЗtla.Bi:tJl бы t.:JIOBc:t лзыкс:t L p. 

,, См.; Куш'Н,ер Ь' .А . 
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llроблема ра<..:11ознавш-1и11 <..:Jюв лзыка Lp известна в теории 
1:\.JП 'ори·1'мов нод н1:\.Зщ:1.нием проб.л,е.м,ы соотпветпстnв'ий По

стпа ( над мфавит'ОМ V). Нер1:\.3решимостъ пробдемы соответ

ствий в общем <.;J1учде не и<..:кдю'iает то1'0, 'iTO .цдл каких-то 
конкретных 1:\.J1фавитов и коне'iных бинсtрных отношений нсt 

множестве ненустых слов эту 11робдему можно решить. Нсt-

11ример, 11усть V = {а, Ь} , с1., р = { (аЬа , аЬ), (Ь, аЬ)}. Нетрудно 

11ок1:\.3ать, 'iTO в данном <..:ду 'iae L Р = { ( аЬа t аЬ * Ь t аЬ )п; п ~ 1}. 

Вопросы и задачи 

7 .1. Док1:\.3ать, 'iTO <..:деду ющм 1 'рамматиксt1 заданнм <..:исте
мой 11равид вывода, 11орождает любую цено'iку ви.ца ani , п ~ l; 

S ➔ аСА, 

A • aiEA IP, 

EP • VP 
' 

EU • 1JalE
1 

Еа ➔ аЕ, 

Са ➔ аС, 

CV • Са, 

СР • Л. 

7.2. Док1:\.3сtть, 'iTO <..:дедующал 1'рамматиксt, заданнал <..:исте

мой 11рс1.,вИJ1 выводс1.,, 11орождс1.,ет дюбое сJюво в 1:\.J1фс1.,вите { а, Ь} 
ВИД с\. 'Ш'Ш; 

s • си, 

С ➔ аСА IЬСН I Л, 

1) • л, 

AD • aD, 

ни ➔ ьи. 

Аи ➔ аА, 

АЬ ➔ ЬА, 

На ➔ аН, 

ВЬ ➔ ЬВ, 

7.3. Док1:\.3ать, 'iTO дюбал нраводинейнал 1'рамматика может 

быть зсtдсtнсt эквивс\.J1ентной реl'удлрной l'рсtммсtтикой. 

7.4. llостройте КЗ-1'рсtмматику, 11орождающую язык; 

а) L1 = { апьтапьт: rn, п > 1}; 
б) Li = {апьпап; п > 1}. 
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7.5. Кс1 . .кой я.зык норождает 1'рамматика 

S • aSBa I аЬа, аВ • Ва, ЬВ • ЬЬ'! 

7.6. Построить деводиliеЙную грамматику ддл лзыка идеli
тификаторов, которые долж.liы ~..:одержать от одRого до ше~..:ти 

t;имвоJюв и lia'iиlia'1Ъt;Л t; ОДliОЙ из букв i J.. k l тп п 
1 ' 1 ' 1 • 

7. 7. Дока.зать, 'iTO дюбаJJ. J1eвoдиlieЙнi.:tJI 1 'рамматика эквива-
V V V 

лентна некоторои праволинеинои грамматике. 

7.8. ДaliO KOIO~'iliOe МliОЖеt;тво (;JI013, {'и~, ... 1 ·илJ с v+. Нзык 
L онредедя.ет~..:я. как мliожес.:тво вt;ех це110'iек в V* 1 которые lie 
liа'iинаютt.:л liИ одним из t.:ло13, ·и1 1 ••• , ·и,,:. llоt;троить ре1'удлрную 

грамматику, порождающую лзык L. 
;х:, 

7.9. Доказа1'ь, 'il'O я.зык L + k = U Li ре1'удя.ре1i ддя. дюбо1'О 
i=k>U 

k нри уt.:Jювии ре1'удлр1iос.:ти L. 

7.10. Онределить, ю:tкие множеt.:тва цено'iек задсtютt;Jl ре1'у-

ля.р1iыми выражения.ми: 

а) (а+Ь)*с;* (Ь+ с;); 

б) ( ( аЬ) + ( с;а) *) * ; 
н) (а+ ( Ь + с;)* а + Ь + ( а + Ь) * Ьс;) * . 

7 .11. Дока.зать, 'iTO ддя. дюбых ре1 'У дя.рliых выражеliиЙ а и 
(J имеет ме~..:то тождеt;тво (сх + (J) * = ( сх* (J*) *. 

7.12. Иliвер~..:и.н цено'iки х с V* - это цено'iксt ~..:им.1:юJюв 

хк, ноду 'ieliliaя. 11ере11иt;ываliием х t;нрава ш:u1ево, т.е. et.:J1и 
х = Uj 1 ... Uj п, то хк = Uj п ... Uj l · Дока.зать, 'iTO еt;ди L -
ре1'удя.р1iыЙ я.зык, то Lf(, = {у: у= хк, х с L} - ре1'удя.р1iыЙ 
лзык. llривеt;ти Д13,с.\. всtрианта дока.зсtтельt.:твсt: 1) иt;нользуя 
только онределеliие ре1'удлрно1'0 языксt; 2) иt;нользул кolie'iliыe 
автоматы. 

7.13. Дока.зать, 'iTO 0"" = л. 
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7.14. Н1:L11ис.;1:Lть ре1'удлрное выр1:Lжение ддл множес;тв1:L це110-
'-tек в 1:Lдф1:Lвите {О, 1}, с;одержс:1,щих ч.етное '-!И(;JЮ ну деЙ и '-iетное 
Ч.И(;JЮ единиц. 

7.15. Нс:1,йти .азыки, до11ус;к1:Lемые коне'-iными с1,втом1:Lтс1,ми, 

З 1:LД 1:LННЫМИ H1:L р И(;. 7.4 8. 

а, Ь а, Ь, с 

а,Ь 

Рис. 7.4~ 

7.16. Доко.,31:Lть, '-!ТО дюбой коне'-iный .азык ре1'удлрен. 

7 .17. llоt.:троить коне'-iный a,JП'OMa,'l' с; входным 1::tдфс:1,витом 

{О, 1, ... , 9}, до11ус;кс1,ющий дес;лти'-iные за,11ис;и: с:1,) вt.:ех '-iетных 

ч.ис;ед; б) не'-!е1'ных ч.ис;ед; в) '-!И(;еJ1, дедлщихt.:я н1:L 4; 1') '-iис;ед 1 
д еJ1.ащихt.:я на 3; д) '-!ис;ед, д еднщихс;.а tla 9. 

7.18. llос;тµоить коне'-itlЫЙ 1:Lвтом1:L1·, до11уL:к1:Lющий дес;я.ти'-i
tlЬШ за,11ис;и тех и тодько тех tlaтy J-)c:LJlЬtlыx '-!ис;ед, котоµые де

длтt.:л н1:L з1:Lд1:Lнное Ч.И(;JЮ k. 
У к аз а li и е: автомс:1,т доджен выполнятъ деш:~ние "уголком" 

и в нем ,цолжliо быть µовно k с;ос;тояliиЙ. 

7.19. Обобщенliым кolie'iliЬIM автоматом н1:L3овем oµиeliти
JJOBa,tltlЫЙ l'J->a,ф, J->1:LЗMe'-ietlный над 11одукодьцом µе1'уд.аµных вы

µс:1,жений ( с; выдеденной Ha,'-ic:LJlЬtlOЙ веµшиной и нодмножеt.:твом 
закдюч.итеJ1ьных веµшин), в котоµом меткс:1, дУl'И может быть 

11µоизводьtlым µе1 'У дя.µным выµс:1,жеtlием. О11µедеJ1я.я. я.зык тако

l 'О 1:LBTOMa,Ta, a,Hc:LJIOl 'И'-iНО языку oбЫ'-itlOl 'O коне'-iНОl 'О a,BT0Ma,T1:L, 
докс:1,зс:1,ть, ч.то ддя. дюбо1 'О обобщеtlНОl 'О конеч.но1 'О с1,втом1:Lтс1, 

t.:ущес;твует эквивс:LJШtlТtlЫЙ (т.е. до11уt.:к1:Lющий тот же с;с:1,мый 

лзык) коне'-itlЫЙ 1:Lвтом1:Lт. 
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7.20. llо<.;трои.ть KOlie'iliЫe с:1..J:П'ОМс:1..ТЫ, ЭKBИ.Bc:l,JleliTliЫe <.;деду
ющи.м обобщеliliЫМ кolie'iliЫM с:1..втомс:1..тс:1..м; 

1:1) вход ql); выход q3; ду1'и. <.; метка.ми. (чl), ql), (u, + Ь)с;)), 
(чl), Чl, а), (ч1, Чl, (а + с;)Ь), (ч1, Ч3, а*), (чl), Ч2, Ь*), (ч~, Ч3, Ь*), 
(ч2, Ч~, с;а(а + Ь)+); 

б) вход чl); выход q3; дУl'И (чl), Ч~, (аЬ)*), (ч~, Ч~, (с:а),;<Ь), 

(чl), Чl, 0'), (ч1, Ч3, с;+), (ч~, Ч3, ((Ь+ а)+с;*)). 

7.21. Реши.ть <.;и.<.;тему ди.liеЙliых yµc:1..вlieliи.Й L: µе1·уш1µliыми. 

коэффи.ци.еli'l'с:1..ми. 

{ 

:с1 = (01* + l)x1 +xi, 
xi = lx1 + ООх3 + 11, 
Х3 = Х1 + Х2 + Л. 

Длл pe1·yллpliOl'O вырс:1..жеliил, 3с:1,,цс:1..юще1·O комноliеliту решенил 
V V 

Х3, 11O (.;Тl-)ОИ.ТЬ дону<.;ксtющи.и el'O KOlie'iliЫИ а.ВТОМа.Т. 

7.22. Дока.3сtть, 'iTO ди.lieЙlioe ypctвlieliи.e х = схх + (J L: µе1'у
ллрными коэффициентс:1..ми имеет; 

а.) едиtl<.;тве1111ое µеше11и.е нµи. л (/, сх; 
б) бе<.;ко11е't110 м11O1'O µеше11и.й нµи л Е сх, нµи'tем общее µеше-

11.и.е можно 3с:1,11и.<.;с:1,ть в виде х = сх* ((J + L), где L - 11рои3воль11ый 

Н:3ЫК. 

7.23. Дш-1 11рои.31юлы1O1·O с1.11фа.ви.та. W онредели.м онера,Ци.ю 
JШBOl'O ДеJШliИ.Л lia. 3c:I..Дa.liliYIO букву 1 а, и.мeliliO: ДШl lll-)OИ.3BOJIЬliЫX 

а Е: W и. х = x(l)x(2) . .. x(k) Е: W* 11OJюжи.м а- 1х = х(2) ... x(k), 
еL:ди. x(l) =а, а. е<.;ди. x(l) / а, то L:'iи.та.ем, 'iTO выра.жеliи.е а-1х 
lie O11peдeJ1elio. Н 'ta.L:TliOL:ти., выра.жеliи.е а- 1 л вL:е1·да. lie онре
ДеJШliО. Дока.3а.ть, '!ТО еL:ди. L - µе1'удлµliыЙ л3ык (в с:1..дфа.ви.те 

W), то ддл вL:лко1'О а Е: W л3ык а- 1 L = {'и: ·и = а- 1х 1 х Е: L} µе-
1·у дпреli. 

7.24. AнctJIOГИ'IHO опеµсtции левого .целения нс:1.. букву можно 

онредели.ть онера.ци.ю ле1ю1·O ДeJШliИ..!i lia. L:Jюво1 11ола.1·с:1..я ·ш-1 :с = 
= у, е<.;ди. х = шу (и.11с:1..'-Ш деJШliи.е lie 011редеJш110). Онределлл Л3ЫК 
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·w- 1 L Та.К же, Ка.К В 11р1:щыдущей За..Да..'-Iе , ДОКа..За..ТЬ , '!ТО этот 
я.зык ре1·удлреli ддя. дюбо1·0 ре1 ·удя.рliО!'О L . 

7.25. Онределим онера..цию лево1·0 делеliил лзыка.. L1 lia.. лзык 
L2, 110JЮЖИВ 

u 

ллрныи. 

L21 L1 = U ·ш- 1 L1 = {у; ( :3'Ш с L2) ('шу с L1 )}. 
шЕ. lд 

7.26. llyt;ть L - µе1·удя.µный я.зык. Дока..За..ть , что 

INГГ(L) = {'Ш; ( :3х) ('шх с L)} 

еt;ть µе1·уллµныи я.зык. 

7.27. llyt;ть L - µе1·удлµный я.зык. Дока..За..ть, L1то 

P'IN (L ) = {'Ш; (:3х)(х'Ш с L)} 

u 

еt;ТЬ ре1·уш1рliЫИ лзык. 

7.28. llyt;ть L - ре1·уJн1рный лзык. Дока..За..ть , '-!ТО 

S U H(L) = {'Ш; (3х)(:3у)(:сшу с L, 1·де х,у,'Ш не нуt;ты)} 

u 

еt;·1ъ ре1·удя.рныи я.зык. 

7.29. llоt;·1,роить коне'iный с1.,втома..т , д,онуt;ка..ющий вt;е це-

110'-Iки в 1:1лфа..вите { а, Ь} , не t;Од,ержа..щие вхождений нодце110'iки 

аЬа. 

7.30. llоt;тµоить коне'-Iный а..втома..т , д,онуt;ка..ющий вt;е це

по'-Iки в а..дфа..вите { а, Ь}, котоµы~ н~ На..'iИНа..ЮТt;Л t.: u,b и н~ 
кoli 'ia..IOTt;Л аЬ. 

7.31. llоt;·1·роить KOli~'-IliЫЙ а..втома..т , донуt;ка..ющий те и 

только те цено'iки в с1J1фа..вите { а , Ь} , которьш tle д,онуt;ка..ет 



5~4 7. КUНЬJЧНЫЬJ АН1'ИМА1Ъ1 И 1--'ЬJl 'YJlHJ:'HЫЬJ НЗЫКИ 

V V 

(.;:дедующии кolie'--lliЫИ а.1п'омат; вход ч1; выход q3; ду1'и t; метка-
ми (ч1, Ч1, Ь), (ч1, Ч2, и,), (ч2, Ч~, Ь), (ч2, Ч3, Ь), (Ч'J, Ч3, и, Ь), Ддл 
нot;тpoeliliOl'O автомата занисать peL'YJШplioe выражеliие, зада

ющее е1'O лзык. 

7.32. llot;'l'poить кolie'--lliЫЙ автомат1 донуt;кающии вt;е 11O-
v 

t;JШдоватеJIЬliОсти иудеи и едиliиц, кроме тех, которые t;одеµжат 

11OДllO(.;Jle.ЦOBa'l'eJlЬliO(.;TЬ l lU 11. 

7.33. llостроить кolie'--lliЫЙ автомат, донуt;кающий те и 

только те цено'iки в алфавит-е { U, 1}, котоµые не на'iинаютсл 
цено'--lкой Ul и lie закаli'iиваются. цено'-lкой 11 (т.е. lie разµеша
ются: цено'--lки вида Ulx и цено'--lки вида yll , каковы бы liИ быди 
ЦellO'-lKИ Х 1 у с { U, 1} *). 

У К а За li И е; ДO!lOдlieliиeм н:зыка, ДШi которОl'О liY ЖliO 11O
(.;'l'рОИТЬ коие'--lиыи автомат, я.вля.ется. миожеt;'l'ВО всех таких 

цено'-lек liYJШЙ и едиииц, котоµые liа'-lииаютсл це110'--lкой Ul 
ИJ!И закаli '--lИВаЮТ(.;Я. цеаО'--lКОЙ 11. Доау скающий это MliOЖe

(.;TBO цено'--lек автомат t;тµоитсл как автомат .цдл объедииеиия: 
Ul(U + 1)* + (U + 1)*11 t;нособом, котоµый и.зJюжеи нри доказа
тельстве теоремы Клиliи (см. теорему 7.б). 

7.34. Минимизиµовагь по пеµеходам автомат, изобµажен
liЫЙ lia р И(;. 7.4!:). 

У к аз а н и е; пµедварит-едьно удаJ1ить liедостижи.мые из чl) 

вершиliы. 

0,1 о 1 

Рис. 7.4!;} 
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7.35. ИL:11одьзул демму о разраL:'l'ани.и. , доказать, 'iTO L:деду-
ющи.е множеL:тва не ре1 ·у днрны; 

а) { оп 1 оп ; п ? 1} ; 
б) {шш; ·ш с {и, Ь} *}; 
в) множеL:тво цено'iек в сl.Jtфави.те { О, 1}, лвдлющееL:л наи.

меньши.м решен.и.ем неди.нейно1 ·о у равнени.л х = Ох 1 + х2 + О 1 в 
11оду кОJ1ьце L ( V); 

'l 
1') {un:n ? l} ; 
д) {ш : 'Ш с {а, Ь, с;}} * и. и.меет оди.наковое 'i.И.t.:JIO r.;и.мвоJюв и и. 

Ь и.ди. оди.наковое 'i.И.t.:Jю r.;и.мводов Ь и. с;; 

е) {011,l'b; Т/, ? 0} *; 
ж) { оп l'n : ·п I rn, п, n1, ? О} ; 

3) множеL:т.во .в L:ех цепо'Iек нулей и ед.и.ниц, .в которых 'iИQIO 

нулей бодьше '--1.И.L:Jta едини.ц. 

7.36. t>еши.ть за.да'iу о нере'iеL:дени.и. 11утей ддл ори.енти.ро

.ванного графа, при.веденного на ри.с 7.50. 
Ны'i.И.(;J!ИТЬ llOJlHO(;TЬIO матри.цу 11утей И. Oll.И.

V1 r;:;....--..n 
L:ать вL:е ее комноненты L:Jювеr.;но . 

У к а 3 ан и е; 11оме'--1ал ду t'И. t'рафа у 11орл-

ДО'--iенными нарами, L:ОL:тави.ть L:и.L:тему урав

нени.Й r.; ре1·удлрными. коэффи.ци.ентами в ад

фави·1·е меток ду 1 · ддя. онределени.я. каждо

го и.з трех L:толбцо.в матрицы L:тоимоL:·гей 
Рис. 7.50 

(L:м. 5.6). Ддл данноt'О 1·рафа имеем <;иr.;тему уравнений 

{ 

Х1 = ( 1 , 2 ) х2+(1,3) х3 + л, 
х2 = (2, l )xi + (2, 2):i-2 + (2, 3)х3 , 
Х3 = (3, l )xi . 

х2 = (2, 1) (( 1,2)х2 + ( 1,3)х3 + л) + (2 , 2)х2 + (2 , 3)х3 = 

= ((2, 1)(1,2) + (2 , 2) )х2 + ((2, 1)(1,3) + (2 , 3))х3 + (2, 1), 

откуда 

Х2 = ( ( 21 1) ( 1, 2) + ( 21 2)) * ( ( ( 2, 1) ( 1, 3) + ( 2, 3)) Х3 + ( 2, 1)). 
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Xt = (1 1 2)((2,1)(1,2) + (21 2))* (((21 1)(11 3) + 
+ (21 3) )(31 l)x1 + (2, 1)) + (1 1 3)(3, l )x1 

и 

X t = ((1,2)((2, 1)(11 2) + (2,2))*(((2,1)(1 1 3) + 
+ (2,3))(3, 1) + (1,3)(3) 1))*(1,2)(2, 1). 

Hc1.,11иc.:c1.,liliOe выше ре1 'У длрliое вырс1.,жеliие, 11оду ч.elili0e кс1.,к 

Зlia.'ieliиe 11epeмelili0l'0 х1 1 oбoзlia.'-lct.eт мliожес;тво вL:ех 11утей1 
lia.'iИlicl.,IOЩиxc;л и зс1.,кс1.,li ч.ивсt.ющихL:11 в 11ервой вершиliе. Это мlio-

V 

жеl:ТВО M0Жli0 L:JIOBel:li0 ОПИ(.;сl.,ТЬ та.к: идем из первои верШИliЫ 
во вторую 110 J.\Yl'e (1, 2) 1 за.тем 1, крутимс;а" L:колько y1'0Дli0 рс1.,3 
(иди liИ рс1.,3у ) дибо 110 K0li'l'YPY 21 1, 2 дибо 110 11етде (2, 2) (ка.к 

угодно их чередуя); дa.Jree идем в третью вершину ч.ерез нервую 

110 11ути 21 1, 3 иди с;рс1.,3у 110 ду1'е (2, 3) 1 с1., из третьей вершиliы 
V 

возврсt.щсt.емс;л в 11ервую - нодуч.сt.етL:я за.мкнутыи 11уть, 110 ко-

торому можliо "крутитьс;л\ li0 lie L:дедует зс1.,бывс1.,ть , 'iT0 M0Жli0 
кr)уТИТЬl:Я'~ И 110 КОliтуну 1 3 1 К1юме TOl'O llOlla.B Kcl.,K OllИl:a.-1, 1" 1" 7 1 • 1" 1 7 

но выше, во вт·орую вершину1 можно с;рс1.,3у вернутьс;я в первую, 

зсt.конч.ив ну тешеL:твие .~. 
17 

7.37. Ддл liа.·1·ура-11ьных ч.ис;ел, Зa.Дcl.,liliЫX в виде l:JIOB в а-11-

фс1.,вите {О, 1 } 1 011редеJ1ить 011ерсt.цию yмlioЖeliиa и 11ос;троить 

мс1.,шиliу Т'ьюриli1 ·а. lia.Д а-11фсt.витом {О , 1 } , которсt.а ддл дюбых 

liсt.тура-11ы1ых ч.ис;еJ1 тп и п вы ч.иL:J1лет их нроизведеliие. 

7.38. llоL:троить Ма.ШИliУ Тьюриlil'а. lia.Д а-11фсt.витом { а, Ь} 1 

которсt.л: 

а.) к J1юбому с;Jюву х Е: { а1 Ь} * арис;оедиliает L:Jieвct. (с;111"жва.) 
3а.Ца.ННОе L:JIOBO ·шо ; 

б) pc1.,c;11oзlict.e 1· 11ш1иliдромы в ш1фсt.вите { а, Ь} ; 

в) рс1.,с;11ознс1.,ет J.\ВОЙные L:JIOBa. в а-11фсt.вите { а 1 Ь }; 
1·) удвсt.ивсt.ет 11роизводьliое L:Jюво х Е: {а,Ь}"' , т.е. 110 этому 

L:JIOBY ВЫ'iИL:JlЛет GJIOB0 хх. 



8. КОНТЕКСТНО-СВОБОДНЫЕ 
языки 

8.1. КС-грамматики. 
Деревья вывода. Однозначность 

Мы 11риL:ту1л:tем к изучению одноt'О из важнейших КJШ,l:l:OB 

форма.11ьных н.зыков - KJ1aL:L:a r.:инuн::r,;с;тнv-с;вvбиdных .н,:зыr.:vв 

( К С-л:зыr.:ив). 
О11ред~1ение КС-ё.рамми:т.:иr.; и КС-я.зыков быдо дано в 7.3. 

На11ОМНИМ7 что пирvжdающую ,:,раммаrпиr.;у G = ( v7 N 7 s1 Р) 
называют контекL:'l'но-свободной (иди КС-1'рамматикой) 1 el:J1и 
каждое правили вывvdа из множеL:тва Р имеет вид 

А ➔ ,, 

l'де А Е: N - неrперм:инал, а , Е: (V U N)1< - чenuЧ,r,;a в ибъе(}u

неннvм а1~фави1пе ,:,раммат,иr.:·и. Таким образом, неформа.11ьно 

кс:tждое нрс:tвиJЮ выводс:t в КС-1'рс:tммс:tтике еL:ть нрс:tвиJЮ зс:tме

ны ш~терМИШLJIЫlОГО t;ИMBOJla цепочкой (во3МОЖllО, пус;rпий) В 

объединенном а.11фс:tвите. 

Кс:tждому вывvdу в КС-1'рс:tмматике, начинс:tющему~_;.а i_; не

гермина.1rьRого ~_;имволс:t1 однозRс:t'iНО ~_;о11о~_;тс:tвJ1летL:л ириенти

риванный ёраф, лш1лющиЙL:.а dеревvм и назывс:tемый деревом 

вывода. Нершш-1,ы деревс:t вывода номечают~_;н. ~_;имводс:tми объ

единенно1'0 а.11фс:tви.тс:t t'рс:tммс:tтики иди ну~_;той ценочкой. llод

черкнем, что дерево вывода L:011о~_;'1'аш1лет~_;л не t'рамматике, c:t 
V 

конкретному выводу в дс:tннои I'рс:tмматике, хот.а мы увидим, 

что неL:КОJIЬКИМ разди '-iНЫМ ВЬШОДа.М может быть (.;0110(.;Та,Вдено 

одно и то же дерево вывода. llрежде чем дс:tвать матемс:tти

че~_;кое онред~rение дерева. вывода., ноксtжем на. нримере, ка.к 

но дсtнному выводу в зс:tдсtнной КС-1'рсtммс:tтике ~_;трои'1'~_;.а это 

дерево. 
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Пример 8.1. Ра.GGмотри.м КС-1'ра.мма.ти.ку 

1'11,е Мliожес;т1:ю нра.ви.д вывода. PIJ и.меет ви.д; 

S • АНС, (1) 
А ➔ НН, (2) 
А ➔ л, (3) 
В ➔ СС, (4) 
Н ➔ а, (5) 
С ➔ АА, (б) 

С ➔ Ь. (7) 

Н этой l'ра.мма.ти.ке ра.GGмотри.м та.кой вывод; 

s r(i) АНС r(i) нннс r (o) 

s 

l 
r(o) НННАА г- (3) НННлА г- (4) ССННА г-(7) 

l · l I l 
r(7) ЬЬННА r(5) ЬЬааА r(i) ЬЬааНН г(5) ЬЬаааа. 

ffi 
llo шаё-ам этого f3Ыf3uдa нрос;деди.м нроцес;с; 110-
с;троеliи.л дерева. вы1юда.. llервому ша.1'у с;оот

ветс;твует дерево, и3обра.женное на. рис; . 8.1 . 
А в с 

К upeнtJ это1'О depef3a ('куr;та) 1юмe'ieli 3а.ме-
Рис. 8.1 

нлемым на. да.нном ша.ге нетермина..1юм, а. метки 

.л,-ur;rnьef3, Ш:~ре'iиGленные с;дева. lia.llpa.вo, обра.3уют цено'iку, 110-
ду'iенliую нос;ле нри.меш:шил ара.вида. (1) на. нервом ша.1'е. Нооб-
ще же цено'iку, 11oдy'ieliliYIO в ре3удьта.те та.ко1'0 11epe'iи.CJteliи.я. 

меток ди.с.;тьев, на,3ыва.ют кропай дерева* . 

А НёL втором шсLге применлетс;л прсLВИ.Jю (2) и нрu-

/\ 

и3води1тя. 3а.мена. f3Xuжdeн'Uя ( еди.нс.;твенно1'0 в Дa.li-

liOM GJ1y 'ia.e) с;и.мвода. А цено'iкой Н Н . llоэтому вер-

В В ши.liу деревсL lia. ри.с;. 8.1 с; меткой А 3а.меliи.м кус.;том, 
Рис. 8.2 Ка.К ПОКо.,31;\,НО На, рис;. 8.2. 

1' Д,L)пу1.жс\Ji H~KL)TL)pyю ВL)ЛЬНL)(.;ТЬ р~'iИ1 крl)НL)Й: n,~p~BcJ., Юt-ЗЫВо.,ЮТ' И (.;L)L)Т'

В~1.'(.;1.'ВУЮщу ю neper.:.mu'НtrJtп,;y .М,'НtrJжer.:.mrзu J.LИ.И'ь~в . 
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lloL:дe двух ша1·ов ноду'iим дерево1 изображенное на риL:. 8.3. 
ДеЙL:твул ана,JЮl'И'iно, 110L:де третье1·0 ша1·а ноду'iим дерево1 
ноказанное на риL:. 8.4. 

s 

ffi 
А В С 

/\ 
в в 

Рис. 8.3 

s 

ffi 
А В С 

/\ /\ 
в в А А 

Рис. 8.4 

Четвертый ша1· требует бодее 11одробно1·0 комментария.. 

ЗдеL:ь в кроне дерева имеетL:л неL:кодько вхождений L:имвода 

А. На. 'iетвертом ша.1·е neprзue rзхuждение s 
L:им1:юда. А в цено'iку Н Н АА за.меня.ет- ~ 
t.:л 11у L:·1·ой цено'iкой. llоэтому О'iередной / t ~ 
ша.1' в ноt.:троении дерева. будет L:ОL:толть 

в том, 'iT0 11ервый диt.:т L: меткой А в 
крон:е дерева ДОJ1жен быть замеаен ку

t.:том L: корtlем А и eдиtlt.:т.вetltlЫM диL:том 
L: меткой л. То1·да ноду 'iИМ дерево, изо

браженное .l:ia риL:. 8.5. 
Kpotia вновь нoдy'ietltlOl'O дерева -

А В С 

/\ /\ 
В В А А 

j 
л 

Рис. 8.5 

это цеНО'iКа в в в лА7 .выведеtlНаJI из акL:ИОМЫ за 'iетыре ша1 ·а. 

Otla, как эдемент с:rзuбuдн.,uё,U мuн.,uиди ( V U N)", равна (.в L:иду 

извеL:т.1:iых L:воЙL:тв ну L:той цено'iки - L:м. 7.1) цено'iке НННА. 
Обратим здеL:ь в.1:iима.1:iие .l:ia то1 'iто, хотя: нуетал цено'iка и .l:ie 
Я.ВдЯ.еТL:Я. (;ИМВОJЮМ .1:iИ ОДНО! 'О из а,Jlфавитов 1 ·рамматики, 0.1:ia, 

как бьыю уже L:казано, может быть меткой вершиtlы дерева 

вывода. Тем L:амым в дереве вывода фикL:ируютL:л вL:е вхожде

ния: выбраL:ываемых, т .е . заменя.емых в нроцеL:L:е вывода нуL:той 

цеао'iкой, .1:iетермина,JЮВ. Это равноL:идь.1:iО выдеде.1:iию в выво-
u U V 

димои цепо'fке некоторых вхождении в нее пуt.:гои цепо'Iки. 

На ая.том ша1 ·е аервое вхождение t.:имвода Н в цеао'iку 

НВНА заменя.е1'(;Л цеаО'iКОЙ се. Этому отве'iает новое 110-
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/\ 
с с 
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t.:тµoeliиe lia. оч.еµедliом деµеве1 t.:оt.:толщее в за.меliе 

пеµвого лиt.:та. кµоны t.: меткой Н куt.:том1 изобµа.
жеliliЫМ lia. µиt.:. 8.б, ноt.:Jш ч.е1'О ноду ч.им деµево, 

ПОКа.ЗёiliНОе lici IJИ.L:. 8. 7. 
Р.и:1;. ~.() Дейt.:твуя. До.,JlЬШе TO'iliO Та.К же1 ноду'iи.М В ре-

зульта.те дерево вы1:юда., и.зобра.жеliliОе lia. риt.: . 8.8. # 

s 

ffi 
s А в с 

ffi /\ ! /\ 
А в с в В а А А 

/\ /\ /\ ! ! /\ 
в в А А с С а л в в 

/\ ! ! ! ! ! 
с с ь ь а а 

Ри1;. ~-7 Ри1;. 8.8 

Из paзoбµa.liliOl'O нри.мера. t.:дедует, ч.то ша.1'и. нос.;троеliи.л де

µева. вывода. в точ.liоt.:ти. t.:оответс.;твуют Ша.l'а.М t.:а.мо1·0 вывода.1 

нри. ч.ем 11ос.;Jш ка.ждо1'0 ша.1'0.. ноду ч.а.ем liекоторое дерево (!!а.

зовем еео 'Ч,ас"~u·Ч,ны.м.. деревом вывода, нoдy'ieliliым нос.;де 

Дa.liliOl'O ШШ'а.). На.ч.иliа.ем ноt.:тµоеliи.е t.: KOIJliЛ1 и. е1·0 меткой 

t.:Jiуж.ит тот нетерминм, с.; которого Нёt'iИНёtетс.;л вывод (в ч:а.с.;т

l!Ос.;ти, это может быть а.кс.;и.омёt 1•рёtмма.тики.). Ес.;ли lici O'iepeд

liOM Шёil'е ВЬШОДёi нри.меliлетt.:л НрёtВИ.JЮ Н • X1Xi ... Хт, l'j_\e xi 
(l ~ i ~ тп) - либо с.;имвол oбъeди.lieliliOl'O о.,Jlфа.ви.та., ди.бо нуt.:та.л 

Цt:ШО'i.Ко.., то тот JlИ.L:T 'icil:ТИ.'iliOl'O деµева. вывода., нoдy'ieliliOl'O 

неред эти.м ша.1·ом1 котоµый имеет метку Ни. t.:оответt.:твует 3а.
менлемому вхождению с.;и.мвола. Н, 3сtменлетt.:л куt.:том t.: коµliем 
Н И. JlИ(;ТЬЛМИ Х1, Xi , . . . , Х,п, 

Замечание 8.1. l. llµежде вt.:е1·0 liYЖliO от'iетди.во ноliи.

ма.ть, '-!ТО lia. ка.ждом шш ·е 11оt.:троеliи.Л дерева. вывода. ,, µа.звеµ-
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V 

неки.и нетерми.на.11, а. именно та. верши.на., кoтopc:J.JI t.;Оответt.;тву-

ет за.меня.емому вхождению ука.За.нно1'0 нетерми.на.11а.. 

2. СоJJершенно необя.за.те.11ьно ра.1.хма.три.всt.ть 
А 

только дереJJья. выводов терми.на.11ьных це11о'iек /\ 
и.з сt.кt.;и.омы. ДepeJJo JJЫJJOДct может быть 11оt.;тро-

ено 110 выводу любой це11о'iки. в объединенном В В 

а.11фсtви.те и.з дюбо1 'О нетерми.на.111:L 1 'рсtммсtти.ки.. /\ ) 
Тсtк, мы могли бы act ба.зе ра.Зобра.н1Iого выше 

с 
нри.мерсt нсtриt.;овсtть дерево выводсt цено'iки ССа 

и.з нетерми.на.111:L А, 11ока.Зсtнное нсt ри.t.; . 8.9. 

С а 

Рис. ~.!:} 

3. Можно зсtмети.ть1 'iTO ра.Зные выводы одной и. той же 
це11О'iКИ. И.3 3а.ДёLНН01'0 нетерми.на.111:L MOl'YT ДёLТЬ одно И. то же 

дерево выводсt. Тсtк1 дерево, изобрсtженное на. ри.t.;. 8.9, можно 
lIOt.;TpOИ.TЬ 110 ДВУМ ра.ЗдИ. 'iliЫM ВЫlЮДёLМ; 

АгНН гССН гССа 

и 

А г НН г- На гССа . # 

Ныводы, и.меющи.е одно и. то же дерево выводсt, еt.;теt.;тJJенно 

t.:'iи.тсtть экви.вш~ентными. . Они. ра.Зди. 'ictIOтt.:л между t.:обой толь

ко 11орлдком1 в котором нри.менлютt.:л нрсtвида. выводсt *. Дерево 
выводсt и. t.;дужи.т t.:ноt.;обом нсt1'длдно1'О изобра.жени.л вt.:ех экви.

ва.11ентных выводов. Кроме TOl'O, ксtк мы увидим нозже, дерево 
ВЫВОДёL лвдлетt.:л одни.м И3 OL:liOBHЫX инt.:тру мeliTOB ДOKa.31:LTeJIЬ

L:TBa, утверждений о КС-п.зыксtх и. КС-1·рсtммсtти.ксtх. 

Тенерь да.дим формёh11ьное онредедение деревсt выводсt. 1-'сtt.;

~;мотри.м множе~;т1ю ( ориеliтирова.нliых) деревьев, вершины ко
торых номе'iены t.:и.мволсtми liекоторо1'О ёh/Iфсtви.тсt W. Ориеliти.
рова.нtlое дерево, кctжµ;c:J.JI верши.liсt котороео номе'-Шllсt t.;имвоJюм 

некоторо1 'О а.11фсtвита.1 будем на.Зывсtть па.ме'Ченны.м дере в ом . 

.,З.цеt_;ь, в рс1.мкс1.х t_;у1·убо неформс:tльно1·0 и:3ложенюi, мы не .цс1.ем (.;ГfIOl'l>l'l> 

011ре.цеде1шя ЭКlШ.Bc\.JleliГliЫX ~Ь.l.lIO.Цl>~ . 
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Есди., кроме то1'0, 3адано 011редеJ1енное нрави.до 11ере'--lи.<.:.11ени.л 

меток верши.н дерена, uбра3ующи.х некuтuрuе нuдмнuжестнu 

вершин всего дерева, в ч:астно<.:ти ди<.:тьев дерева, то такое по

ме'--lенное дерено на3ынают упор.ядо·чеппы.м деревом. Нсюду 

в Да.Jiьнейшем, и3ображал деревьл выводов, уСJiовимсл понимать 

и.х как у норлдоченные дереныr, метки листьен которых нере

'--1И<.:дя.ют<.:я. нее~ -да (;.IШIJa нанрано. Сдена нанрано будем также 

неречи<.:длть и с:ынutн:й каждой вt:рш·ины. .о,удем <.: '--lитать, '-iTO 
н машинном 11ред t.; ·1-андени.и дереньен нынодон норя.док "(;.11ена 

нанр,ы:ю 1' нри. и.3ображении дерева на шюскости соответ<.:тву

ет норя.дку от 11ерно1'0 эдемента c:n'Uc:кa c:мt:ж;нuc:rn'U нерши.ны к 

llU(;.lleднeмy . Дерево, корень кuторОl'О llOMe'-ieH (.;И.MBUJIOM А , а 

ди.t;тыr имеют метки Х1, Х2, ... , Хт, ДОl'Оilори.м<.:л 3а11и.сынать 
в виде це110L1ки. 

(t; двумя: стредками). 

Еt;ди. ра<.:сматриваемое дерено я:ВJ1я.ет<.:я. ку t;том, то у(;.lювим

сл нисать 

( с одной t;тредкой) . 

Jlиt;тьл дерева, обо3на'--1енно1'0 таким обра3ом, отождествим 

с симнодами ценоч.ки Х1, Х2 , ... , Хт. Это 3На'--1И'l' , ч.то, 1'онорл 

u диете X i , мы имеем в ниду ди.t;т нoмeч.etltluгu дерена, мет
кой которОl'О лвдлетсл си.мвод Xi и который н нере'--lи<.:дении 

ди.стьев СJшва tlанрано ноду'--lает номер i . Тем самым устана
вдиваетt.:я. B3aИMJ:i0 OДJ:i03J:ia'--1J:iOe соотве1't.:твие между ДИ.(.;'l'ЫIМИ 

нoмe'--letltlOl'O дерева и. вхождеtlинми. t;имвоJюв адфавита W в це-
110'--lку Х1, Х2, .. . , Хт. Нанример, 3ани<.:ывал дерено в ви.де 

А++ ННСНС, мы можем l'Онорить о лиt.:те Н , соответствую

щем нервому вхождеtlи.ю t.:и.мвода Н в цено'-iку ННСНС, и.ди. 

же, обо3нач.ив ННСНС '--1ере3 сх, о диете cx(l). То1'да ди.<.:тьл 

cx(l), cv.(2) и. сх(4) - это ра3ные диl:тьл дерева, хотл их меткой 

ЛВJ1я.ет<.:л одиtl и. тот же <.:и.мвод адфави.та W. 
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Рс:t(;ШИ.ри.м множе(;ТВО llОМе'iенных дере

ВЫ:~В) донуlжс:tл в кс:t'iе(.;тве меток и.х верши.н 

и. 11у(.;·1,ую цено'iку. Н этом t.:.11y'i1:te1 в з1:t11и.(.;и. 

А++ X1Xi ... Хт 1 11рt\L.J,(.;Т1:tвдлющей дерево (.; 
корнем А и. JIИ.(;ТЬЛМИ. Х1, х~, ... 1 Xrn1 t.:реди. 

меток JIИt.:тьев1 т.е. эдемен:тов Xi 1 i = 11 rn, 

мо1·ут быть и. нуt.:тые цено'iки.. То1'Да1 1·0-
воря: о ди.t.:те t.: меткой л1 нужно уюыывать1 
ка.кое вхождени.е нуt.:той цено'iки. л в цено'i

ку Х 1 Х 4 ... Хт имеетt.:я: в виду. 

Пример 8.2. а. Дерево вьшод1:t1 и.зобрс:t
женное на ри.t.:. 8.8, может быть обозна'iеliо 
так; S ++ ЬЬаалаи. l3 lieM JlИ.t.:T t.: меткой Л t.:0-
ответt.:твует вхождеliию (ЬЬаа 1 л1 аи) нуt.:той 
цено'iки. в цено'iку ЬЬааии. 

б. Длл грамматики из нримера 8.1 вывод 

s 

ffi 
А в 

/\! 
в В а 

! /\ 
а С с 

(\ (\ 
А А А А 

! ! ! ! 
л, л, л, л, 

Рис. 8.10 

S г АНС г НННС г аННС г аССНСг аААСНС г 

г илАС ВС г илл С ВС г аллААВС г илллАВС г 

с 

! 
ь 

г аллллВС г аллллиС г иллллиЬ = ииЬ 

и.меет дерево1 11oкc\.З1:tliliOe lic\. ри.(.;. 

е1·0 ди.t.:т t.: меткой л t.:оответt.:тву
ет одному и. тому же вхождеtiию 

V 

нуt.:тои цено'iки в выводимую цe-

IIO'iкy ааЬ1 1:1,, и.менtiо вхождеtiию 

(а, л 1 аЬ) 1 так как дш1 дюбо1'0 шt
турадьtiОl'О п BЫllOJitiЯ:eTt.:Я: paвetl

t.:TBO Лп = Л. 
в. llред(.;тс:tвдеllное lic:t ри.(.;. 8.11 

дерево вывода цепо'iки ааЬаа мо

жет быть зaд1:ttiO заниt.:ью 

S ++ ааллЬлаа. 

8.lU. В этом дереве любой 

s 

~ 
А В С 

(\ /\ /\ 
В В С С А А 

! ! /\ ! ! /\ 
а а А А Ь л, ВВ 

! ! ! ! 
а а 

Рис. 8.11 
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Первые двсt L:uс.п·ветL:твуют вхuждеtlию (аи, л, Ьаа), ct тре
·1ъе - вхuжден.ию (ааЬ, л, аи) 11уL:той ценоч.ки в выводимую 

це110L1ку. # 
lloмeч.etltlOe дерево А +-+- Х1Х2 ... Хт tla3ЫBёtIOT л-свабад

'Н,ЫМ, еL:ди L:реди меток Х1, Х2 , . .. , Хт е1·0 диL:тwв нет нуL:той 
цено'iки. Из 11рtщыдущих примеров можно закдю'iить, ч.т·о не 

вL:якал ценuчксt, вывuдимсtл в КС-грсtммсtтике из какuгu-либu 

н.етермию::1..11сt, имеет л-L:вободн.ое дерево вывода.. 

llоме'iен.н.ое дерево, ноду 'iен.н.ое из дepetsct 

За.мен.ой JIИL:Ta x i f::. Л дереtsом x i +-+- У1 ... Yk, будем 3ёt11ИL:Ыtsать 
в виде ценоч.ки А++- Х1 ... Xi- 1[X i ++- У1 . .. Yk]Xi+l · .. Хт. Это 
дepetso, ноL:кодьку в нем вмеL:то дис.;та Xi, возникают диL:тыr с.; 

метка.ми У1, ... , Yk, мuжн.u нредL:тсtвить тсtкже в виде 

Дерева вывода цеnа'Чкu (J в объединенном а.11фсtвите 

из н.етермин.а.11сt А в КС-~рамматике G = (V, N, S, Р) -
этu помеченное дерево, метка.ми вершин кuтuрuго лВJ1лютL:л 

с.;имводы объtщиненно1 ·о а.11фсtвита V U N иди нуr.;тсtл цено'iка 
л и которое с.;троитL:л но L:J1едующим нравиюtм; 

l) .церtшо дюбо1'О вывода .цдин.ы U с.;ос.;тоит из е.цин.L:твен.н.ой 
tsepшиtlы, нuмe'ietltlUЙ tlетермиtlа.1юм А ( ts ДcttltlOM L:ду 'icte цено'i

ксt (J = А); 
2) дерево вывода Аг л - это дерево А+ л (в данном r.;Jryч.ae 

ЦеНО'iКа {J = л) i 
3) дерево вывода. Аг сх, 1·де сх - ненус.;тал ценоч.ка, еL:ть 

дepetso А + сх; 
4) eL:J1и сх - цено'iксt в oбъeдиtletltlOM а.11фсtвите и 

дерево н.екоторо1·0 вывода. D этой ценоч.ки из нетермин.а.11сt А, 
I'.Це СХ = Х1Х2 ... Хт И ДJIЛ КёtЖДОl'О i = l, rn x i с V U N U { л} , ёt 
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ДJl}i tleкuтupUl'U i ( 1 ~ i ~ ·rn) x i = В Е: N - tleтepMИ.tlё:LJ!ЬtlЫЙ 

1_;и.мв.ол 1'рсtммсtти.ки. G, и. в. мtlоже1_;тщ~ 11рсtв.и.л в.ыв.одсt Р 1'рсtм

мсtти.ки. G е1_;ть 11рсtв.юю Н • У1 . . . У1,;, то дер ев.о 

е<.,;·1ъ дерев.о тсtко1 'О в.ыв.одсt це11оч.ки. 

из нетерми.но..11сt А, ч.то его 1101_;ледний шсtг имеет в.и.д, 

Х1 ... X i-1HXi+l · . . Хт г 

Г H • }\ ... Yk Х1 • • • X i- 1Y1 • • • Y1,;Xi+l • • • Хт1 

ёt J:3.ЫJ:3.ОД це11оч.ки. Q' = Х1 ... x i-1HXi+l ... Хт И.3 А (.;UJ:3.111:tДcteт t; D . 
Н1_;е в.ыв.оды дсtнtlоЙ це11оч.ки. из Дa..Htl0l'0 tleтepми.tlo..111:t, 110 

V 

кuтuрым приве.ценllыи выше о..11гuригм дсtег uд,нu и гu же де-

ревu выводсt, будем на.зьrвсtть экв ·иваленrпными. Среди экви.

в.о..11ентных в.ыв.од,ов. в.ыд,ели.м дв.сt - левый вывод, в. котором 

нсt ксtжд,ом шсt1'е зсtменлет<.,;л с:амuе леf>ие f>хи;жден'Uе tleтepми.

tlё:LJ!ЬtlUl'0 (.;И.МВ.Ода,; и. правый вывод, K0l'ДcL tla.. к11ж.дuм ШcLl'e1 

tlсL11роти.в., 11рои.зв.оди.тс.;л з11меtl11 с:амuё-и npat>uё-u t>хижdен·ия tlе

терми.но..111:t. 

Это зн11ч.и.т 1 ч.то 11ри. 110 <.,;троени.и. д,еревёt в.ыв.од,ёt 110 лев.ому 
в.ыв.оду д11нной це110L1ки. а из ДёtННОl'О нетерми.но..1111 А к11ждый 

ра.з " ра.зв.ертыв.11ет<.,;л ;. в. ку<.,;т <.,;сtмый дев.ый ди.1_;·1' кроtlы ч.111_;ти. ч.

tl0l'0 дерева.. вывода.., 11омеч.еtltlЫИ tleтerми.tlo..11ьtlым <.,;и.мвоJюм, 11 
11rи. 1101_;троеtlи.и. деревсt вывuдсt 110 11ра..вому в.ыв.оду то же 1_;uвер
ш11ет1_;н (.; (.;а,МЫМ 11р11вым JlИ. (;'l'OM крОtlЫ. 

Ддл 110<.,;троенно1·0 выше в. 11ри.меrе 8.2.ёt деревсt в.ывод,сt 
V 

JШВ.ЫИ J:3.ЫJ:3.ОД имеет В.Ид, 

S г- АНС г- ВННС г-ССННСг 

г ЬС Н НС г ЬЬВ НС г ЬЬиВС г ЬЬииС 1

-

г ЬЬииАА г ЬЬииЛА г ЬЬиu,В Н г ЬЬиииВ г ЬЬааии. 
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llравый вывод той же цено'iки. имеет ви.д 

S г АНС г АНАА г АНАНВ г АНАВа г 

г АНАаа г АВЛаа г Аааа г НВааа г Ваааа г 

г ССаааа г СЬаааа г ЬЬаааа. 

Н обоих выводах нолужи.рным шрифтом выде.тшны з.аменле

мые вхожденил нетермино..1юв 1 а также удсtЛено воз.нию:tющее 

110(.;Jie применени.л правила А-+ Л вхождение пуl:Т'ОЙ цепо'iки 
Л. Можно ноказ.ать, 'iTO экви.во..11ентные выводы раз.ли. 'iаЮтl:л 
между l:обой только 11оря.дком 11ри.менени.я. 11рави.д. Сами. же 

нри.менлемые 11рави.J1а и вхождения. з.аменлемых нетерми.но..1юв 

у экви.во..11ентных выводов одинаковы. 

Мы '-ial:тu будем Иl:11uдьзuвать yl:Jювliue l'рафи. 'iel:кue uбuзнi.:i

'ieliи.e деревi.:i выводi.:i А .J-.+ X1Xi .. . Хт в ви.де " треу1·одьliи.кi.:i\ 

А 

а 

a(i) 

oдlia из верши.li которОI'О номе'iена нетерми.на

JЮМ А, i.:i 11роти.воJШЖа,Що.Л этой вершиliе l:тopu
Hi.:i l:Имвuдизирует Bl:IO цenu'lкy сх = X1Xi ... Хт, 
Ино1·да будем то'iками. (и.ли штрихами.) отме

'iать отдельнь~е l:и.мводы цено'iки. сх и.ди. ди.l:тьл 

l: меткой Л (ри.l:. ~.12). 
Ри(;. ~.12 Кроме то1 'о, 110 трi.:iдиции. деревья. выводов 

и.зобрi.:iЖi.:iЮТl:Л без l:Грелок Hi.:i дугах ( хот-л ПOliИ.Mi.:iIOTl:Л как 

uри.еliти.рuванliые деревья.). 

Из 011реде.т1е1iи.л деревi.:i вьшuдi.:i 11онлтliо, 'iTO в lieм dуё-а и.з 
вершины l: меткой Х ведет в вершиliу l: меткой У TOI'Дi.:i и. тоJ1ько 
то1'да1 КОI'Да lia liекотором шш'е вывода нри.меня.етl:л 11рави.Jю 

выводi.:i Х • ,1У ,i, l'Де , 1 и ,i - цено'iки. в объединенном о..11-

фавите (возможliо, нуl:тые). Сдедоватедьliо, 'iИ.l:JIO ду1' дюбо1-о 

пут·и 'Н.,еНуJt,евuй r)Jt,'U'Н.,Ы дерева вывода, г.е. дли.на этого нути, 

еt;ть lie 'iTU иное, как 'iИ.l:JIO нри.менени.и 11рi.:iви.д вывода з.aдali
liOЙ КС-1,раммати.ки. в некотором фра'i!,.м,е'Н.,те вывudа. А так как 

в КС-1'раммати.ке каждое 11ри.менени.е нрави.да вывода еl:ть за

мена вхождени.л нетерми1iо..11а некоторой цено'iкой в объединен-
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ном а.11фаните, то длина нути н дерене нынода ранна '-lиt.:лу зс1.,мен 

ш~термина.1юн н t.:оотнетt.:тнующем фрш·меttте нынода. Нанри

мер, длл дерева, 11оказанно1·0 на риt.:. 8.8 1 11ути S--+ А--+ В --+ а 
отне'iает фрагмент вывода S f-- АВС f-- ВВВС f-- ВаВС. Обра
тим нttимаttие tta то, '-!ТО нринедеttttыЙ фра1·меttт еt.:ть фра1·меttт 
одно1·0 из множеt.:тна эквина.11ентных нынодов, имеющих данное 

дерено. 

Таким образом, по заданному пути в дереве вывода. oд

ttoзtta'-itto воt.:t.:таttандина.етt.:я. фра.1 ·меttт oдttoi-o из мttожеt.:тва. 

экнива.11еttтttых вынодон . .оолее то1·0, 110 дерену вынода1 11ot.:тpo
ettttoмy 110 одному из МtlОЖеt.:тва. ЭKBИBa.lletlTtlЫX вынодон, MOЖtlO 

u 

BOt.:t.:Tc:ttlOBИTb вt.:е выводы ЭТО1'0 МtlОЖеt.:тва., В '-ic:tt.:TtlOt.:TИ девыи 

и нравый. Можно ноказать, '-!ТО длл это~ ·о необходимо задать 
u 

011редедеttttыи 11орлдок ноt.:ещеttия. нершиtt дерева. 11ри nuucr,;r;: в 

ё-,Л,убину от корил. Левый ( t.:ОО'l'Ветt.:твенно ара.вый) вывод будет 

воt.:t.:танош1ен1 е(.;.11и. каждый раз 11ри. ноиt.:ке н 1·лубину от О'-iеред-
u 

tlOИ верШИtlЫ за.да.ва.ть 11рододжеttие llOИt.:Kёt от t.:c:tMOl'O деВОl'О 

( t.:оответt.:твенно t.:а.мо1 ·о 11ра.во1 'О) t.:ына этой нерши.ны. 

Замечание 8.2. Д,Л,uна вывudа в общем t.:лучае не меtlь

ше, '-iем выt.:ота дерева. этого вывода. Можно доказа.ть, Lrтo длл 

фи.кt.:ированttоЙ КС-1·раммати.ки G t.:ущеt.:твует такал конt.:та.нта. 
Cu, зави.t.:лщая: от G, 'iTO длл любо1'О ныводсt D (начинающегоt.:л 
ка.ким-либо нетерми.на.1юм) и дерева. Т это1·0 вывода. разноt.:ть 

между длиttоЙ l о вывода D и выt.:отой hт дерева Т не нревыша
ет Cu; lo -hт ~ Cu . Дру1·и.ми t.:Jювами, разttоt.:ть между дди.ttоЙ 
вывода и. выt.:отой дерева вывода длл фи.кt.:ироваttttоЙ 1·рамма

ти.ки 01·рани'-iена t.:верху. Это обуt.:Jюш1ено тем1 '-lTO указанная: 
pa3tl0t.:TЬ 011peдeJl}le'l't.:}l '-iИ.(.;JIOM tteтepMИtla.JIOB В 11ра.вых '-ic:tt.:THX 

нравил вывода, которое н 11редею:1.,х заданttои 1·рамматики. вt.:е-

1·да 01-рани'-iено. Это '-iИ(.;.110 1 1-оноря. неформа.11ьно, 011ределя.ет 1 
ка.к t.:w1ьtto " ветвитt.:.н ~- дерево вывода. в 11poцet.:t.:e е1 'О 

1
, роL;та. ;, . 

Длл ,Л,'UНr::йнuй ё-рамма'rп'UК'U, ка.к нетрудно t.:ообразить, выt.:ота 

дерева вывода равна дли.ttе нывода. О дttако еt.:ди не фи.кt.:иро-
u u 

вать 1·раммати.ку, то разноt.:ть между дди.нои вывода и выt.:отои 



8. KUHl'l!JKCl'HU-CHUHUДHЫl!J НЗЫКИ 

деревсt выводсt может быть с.:кодь у1'ОД.1:iО бодьшой. Это мож.1:iо 

нодтвердить тсtким нрос.:тым нримером. 

i->сtс.:с.:мотрим с.:емейс.:тво КС-1'рсtмматик 

l'де n1, ~ l, v;n = {и~, ... , Uт}, Nm = { S, В1, . .. , Вт}, а М.1:iОжес.:тво 
нрсtвид вывода Prn имеет вид 

1 'vсtмматика Gm ноvождает eди.1:iC.:TBe.l:i.l:iYIO тevми.l:ii::w'lЬ.l:iYIO це-

110'-iКУ и1 ... Um. tlыс.:ота деревсt выводсt этой цено'iки vaв.l:ia 2 
и .l:ie завис.:ит от n1, (рис.:. 8.13), то1'да ксtк ддин.а вывода онреде
длетс.:л 'iис.:Jюм 'fn + l. # 

s 

л 
в в ... в 

1 2 т 

! j ! 
Рис. !s.13 

llуеть фикс.:иvов11н.о оvие.1:iтиvов11н.н.ое деvево 

Т с.: корн.ем Н. tlыдедим в нем нvоизводьно вер

шину Q 7 не лвдлющуюс.:л н.и дис.:том, ни коvнем, 

на,3ывс1,емую впутреппей вершипой дерева. 

Обvа,3уем пuддеревu деvева Т, обълвив его кор

нем вершин.у Q. Та.кое ноддерево на,3овем мак
симаJl,Ы-tым поддеревом, ес.:J1и O.l:iO с.:одеvжит 

вс.:е веvшин.ы ис.:ходн.01'0 деvевсt Т, dur.:rn·uж·uмыe 

из веvши.1:iы Q. H c.:.1:io, '!ТО выс:urпа дюбо1'0 мсtкс.:имо.,.11ьн.01'0 110.дде

vевсt. бодьше .1:iудл и ме.1:iьше высоты деvевсt Т. Ддл 11оме'iе.1:iнО1'0 

деревсt Т нетvудно нvоверить с.:нvаведливос.:ть с.:дедующей тео

ремы. 

Теорема 8.1. Kvoнct дюбо1'0 макс.:имо.,.11ьно1'0 ноддерева 

нuме'iен.н.uгu деvевсt. ес.:ть 11uдцe11u'iкct. кvuны вс.:егu дерева.. 

Замечание 8.3. Сформулированное угвеvждение дос.:та

тu'iн.u нvuзvct'iHU и uзн.ct'ict.eт, 'iTU ec.:Jrи в нuме'iенн.uм деvеве 

Т фик<..:ировсtть произвольно внутр<:шнюю вершину Q и рсt<..:

с.:мотреть кvo.l:iy м11кс.:имо.,.11ьн.01'0 11оддерев11 с.: коv.1:iем Q, то в<..:е 

JlИ(;'l'ЬЯ. крон.ы Э'l'Ol'O 11оддеvев11, ра.С.:llОJЮЖе.1:iН.ЬШ между С.:ёtМЫМ 
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Jl!;BЫM ( L) И L:i:LMЫM llpi:LBЫM ( L') JlИL:TЫlMИ, ДОL:ТИЖИМЫМИ ИЗ Q 7 

Ti:LKЖ!; ДОL:ТИЖИМЫ ИЗ Q (µиt.: . 8.14). # 

Прим1;нш1 т~;оµ~;му 8.1 к деревыrм вы
водов в КС-1'рi:tммс1,тикс1,х, нодуLJ.им t.:Jшдую

щии р~;зудЬ'l' сl,Т. 

Следствие 8.1. EL:J1и в дер~;ве выво-
u 

дс1, н~;которои ценоч:ки сх из нет1;рминс1,J1с1, 

А фикt.:ировс1,ть нроизводьно внутреннюю 

L L' 

Рис. 8.14 

вершину , номеLJ.енную нетермина,JЮМ В, то мс1,кt.:имс1,J1ьное нод

дерево t; корнем в фикL:ировс1,нной вершине ( t.: меткой В) лВJ1л-

1;тL:л д~;р~;вом ВЫВОДа, н~;которой llOДЦ!;lIO'iKИ (3 Ц!;llO'iKИ (Х из 

нe1'!;pMИHcl,Jlcl, в, т.е. t.:ущ~;t.:твуют l'а,КИ!; Ц!;llO'iKИ ,1 И ,2, '!ТО 

сх = ,1(З,2 и А г* ,1Н,2 г* ,1(З,2 (риt;. 8.15). # 

Тс1,к, ддя. д1;р1;вс1, выводс1, ценоч:ки ЬААа 

из нетерминс1,J1с1, А в 1'рс1,ммс1,тике G0 из 

нрим~;ро., 8.1 (риt;. 8.lo), фикt.:ируя мi:tкt.:и

Мс1,J1ы1ое ноддерево L: корневой вершиной С 
(вторс1,л вершинс1, t;Jшвс1, нс1, нервом уровне, 

выдед1;нс1, нодужирным шрифтом) , нолу LJ.ИM ,1 = Ь, (3 = АА, ,2 = а. Соотв~;тL:твую

А 

Рис. 8.15 

щ~;е этому мс1,кL:имс1,J1ьному поддереву ра,3би1;ние выводс1, нi:t двс1, 

фра,l'Ментс1,, может быть, нс1,11ример, Та,КИМ: Аг вв г сев г 

г ЬС В г ЬСа (нервый фµс1,1'мен·1') и С г АА (второй фрс1,1'мен·1') . 

О11иt;с1,ннс1,я. в L:дедL:твии 8.1 " декомнози
цил ;, деревс1, выводс1, и L:оответL:твенно вы

водс1,1 110 которому ноL:троено это дерево, 

может быть интерпретировс1,нс1, тс1,к; выво

дя. ц1;110LJ.ку сх из н1;т1;рминс1,J1с1, А, мы, 110-

ду ч:ив нс1, некотором шс1,1'е це110L1ку1 L:одер

жс1,щую выдеденное вхождение нетерминс1,

дс1, В зс1,морсtживс1,ем ;, этот нетерминс1,J1 и 
7 " 

нрододжсtем зс1,мены нетермина,JЮВ L:девс1, и 

L:11рс1,вс1, от В, выводл Ha,LJ.a,JIO (нодценоLJ.ку 

А 

~ 
в в 

/\ ! 
с с 

! /\ 
Ь А А 

'1 /3 
Рис. 8.16 
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,1) и. КОШ:Щ (нодценО'-iКУ ,'2) ценО'-iКИ. U'. 1101..:де Э'l'Ol'O мы 1, Рсl.З

морсtжи.всtем ;, r1етеµми.ю::\J1 Н и. 
1
, довыводи.м" и.3 r1e1'U l:ереди.r1у 

цено'-iки. u - нодцено'-iку (J. 
Поr1лти.е деревсt вывода. с..:вл3с:1.,r10 с..: понлти.ем одно31iа.Lrноt.:ти. 

К С-1' рс:1.,ммс:1.,т и.ки.. 

Определение 8.1. КС-1'µсtммс:1.,ти.ку нсJ.Зывсtют одпозnа'Ч,

пой, еt.:ди. ксtждсtн цено'-iка. норождсtемш-о ею }13ЫКа. и.меет еди.tl

t.:твенное дерево выводсt. 

Поt.:кодьку но дереву вывода. цtшо'-iки. u и.3 нетерми.шtда. 

А OДtl03lict'-iliO t.:трои.тl:я. ксtк девый, тсtк и. нрсtвый вывод .Цcttl

liOЙ цено'-iки., то опреде.,rение 8.1 можtlо t.:формуди.ровсtть и.lia.'ie: 
КС-1'рсtммсtти.ксt OДtl03lict'-itla., еt.:ди. ксtждсtл цtШО'-iксt ноµож.цсtемо-

V V V V 

1 'О ею л3ыкс:1., и.меет едиtlt.:твенныи девыи и eди.lit.:твeliliЫИ нрсtвыи 

вывод. 

f->сtt.:l:мотри.м оди.tl хреt.:томсtти.ЙliыЙ нри.мер tleOДtl03tlct'-itlOИ 

1 'рсtММа.ТИКИ.. 

Пример 8.3. Зсtдсtди.м 1'рсtммс:1.,ти.ку G Е L:дедующи.м обрсt

зом: 

GE = ( {и, Ь, if, then, else}, {S}1 S, 

S--+ if Ь then S else Slif Ь then Slи). 

Эта. 1 'рсtмма.ти.ка. они.t.:ывсtет 
1
, а.бt.:1'µсtктtlыЙ t.:и.liтctкt.:и.t.:" оне

рсtторов уL:Jювного нереходсt в некотором 1, 11сtl:ка.11еобрс:1.,3ном
1• 

лзыке 11ро1'рсtмми.ровсttlи.я. . Терми.li ,, сtбt.:тµсtктtlыЙ l:И.tll'ctKl:И.t.: " 

в дctнtlOM c..:дy'icte 03tlct'-icteт, что мы отвлексtемс..:л от L:труктуры 
V 

ка.к оаерсtторов лзыксt, тсtк и. JIOl'И '-iеt.:ки.х уt.:Jюви.и. 

TepMИ.lic\JlbtlЫЙ L:ИMBOJl U 03tlёt'-icteT apOИ.3BOJlbliЫЙ оаерсtтор 

(и.ли 110L:J1едовсtтельноl:ть онерсtторов), ct терми.нс\J1ыtыЙ <.;и.мвод 

Ь - ари.зводьtlое JIOl'И. '-iel:кoe уL:Jювие. Кроме то1'0, терми.tlш1с:1.,ми 

1'рсtммсtтики лвллю·1тл тсtкже лек<.;емы н·, then и else, форми.ру
ющи.е "l:келет " дюбо1'0 oaepctтopct yL:JIOBtlOl'O аереходсt. 
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О11реде.t1еннал таким обр1::1.3ом 1'рамматика неодно3на'-1на, 

'-!ТО усмёLТ!)Иl:$а,етсл И3 TёLKOl'O 11римерёt; це11О'-1КёL 

if Ь then if Ь then а else а 

имеет Дl:$1:L дере!:$1:L 1:$Ьll:$ОДёt (рис. 8.17 и 8.18). 

s 

if Ьжsе ! 
if Ь then S а 

if Ь then S 

if Ь then S else S 

j j j 
а а а 

Рис. 8.17 Рис. 8.18 

V V 

1:$Ьll:$0Дёt однои и тои же цено'-lки имеет отношение к C:f;MU/Н,1n'U'Kt:-

pёtccмaтpи1:$1:Leмo1 'О я.3ыкёt. Н д,сLнном конкµетном 11ри.меµе 110-
V 

нлтно, '-!ТО ксLждому дерену НЫ1:$ОДёt 11µи.неденнои 1:$ЫШе цено'-lки. 
V 

отне'-11:Lет сное смысJЮ1:$Ое 11µ0'-lтени.е этои цено'iки; 1:$ 11ер1:$ОМ сду-
'iёtе else мы относим к 1шр1:$ому then, cL 1:$0 1:$'l'Ором - ко l:$ТОрому. 

Н итоге 11оду '-iёtем две совеµшенно р1::1.3ные и.нтеµнµетёtции. оне

µатоµа y(.;JIOHHOl'O неµехода. Данный 11µи.меµ неодно3на'iности. 
И.31:$естен ноэтому 110д Н1::1.31:$сLНи.ем " ко'-lу ющее else ". 

Исходную l'l-)сLМмсLти.ку , однсLко, можно " и.с11µ1:Ll:$И.ТЬ \ ностро-
v 

И.ll ЭК1:$И.1:$1:LJШНТНУЮ еи ОДН03Нёt'iную l'l-)1:LMMёLTИKy; 

GE1 = ( {а, Ь, if, then, else},{S1, Si},S1, 

S1 --+ н· Ь then Si else S11 it· Ь then S11 а, 

S'/,--+ if Ь theп Si else Si J а). 

Н общем (.;JlY'iёte сLJп ·оµи.тмсL 11µеобµ1::1.3оl:$сLНия. 11µои.3нодьной 

неодно3Нёt'iНОЙ КС-t'рёtммсLти.ки. к экви.н1:LJ1ентной одно3Нёt'iНОЙ 

не сущестl:$ует. # 
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f->ёt(.;(.;МОтрим в Зi:tKдIO'-letlш~ и.tlтере(.;tlЫЙ нример tleOДtlOЗtli:t'-1-

tlO(.;TИ в e(.;Te(.;твetltlOM .нзыке (тo'-ltlee, в ху доже(.;твеtltlОМ тек

(.;те). Н и.зве(.;ТtlОМ (.;Ти.хотворе!iии. А.С. llyшки.tli:t "К ве.11ьможе ;', 

i:tдpe(.;OBi:ttltlOM Кtlнзю Ю(.;у нов у, вдi:tде.11ьцу Apxi:ttll'eJlЬ(.;KOl'O, е(.;ТЬ 

тi:tкi:tл L:трокёt; 

П UC:/1,UHH'UK МИ/1,иdий YFJ ен·ч,инний жены . .. 

( Ре'-lь идет о том, '-!ТО KtlJIЗЬ быд 110L:дi:ttl Екёtтери.tlоЙ Неди.кой 

к Нодьгеру, великому фрi:ttlцузL:кому фиJЮ(.;офу и ПИ(.;i:tГедю, 

r.;о(.;толвшему (.; Екёtтери.tlоЙ в 11ере11и.(.;ке.) 

llpoцити.poвi:ttltlYIO (.;тро'-lку можtlо нро'-lитёtть двоя.ко; 

l) 110(.;Jli:ttltlИK ( МОJlОДОЙ yвetl Ч:i:tHtlOЙ Жеtlы), 

2) (нo(.;Jli:ttltlИK мододой) yвetlЧ:i:ttltiOЙ жеtlы, 

т.е. в ш:~0вом (.;ду '-li:te э11ите·1· моJюдой " oтtle(.;etl к жetle ;, i:t во 
~ " " ' 

втором - к ,,нO(.;Jli:ttlHИKY 1
•• ЧИ(.;'1'0 (.;ИH'l'i:tK(.;И'-le(.;KИ ЭTi:t КОJ1JlИ3ИЛ 

tiepi:t3peшимi:t, tlO Вtlея.зыковый коtlтекL:т Дi:ttltlOЙ фрi:t3ы, у'-lи

тывёtющий L:овершеt~н:о oнpeдt',Jieн:tiыe биогрi:tфи ч:е(.;кие обL:тол-
V V V 

тедЬ(.;ТВi:t нер(.;ОНi:tжеи, 1103ВОJ1Я.ет (.; ВЫ(.;ОКОИ додеи верОЛТНО(.;ТИ 

11ред1IОJЮЖИ.ТЬ, ч:то Пpi:tBИJlbtiЫM будет ВТ'Орое про'-!Геtlие. 

Н то же времл (.;Jiедующую ёtнекдоти'iеL:кую фpi:t3y не.11ьзл 

pi:t(.;(.;Mi:tTpИ.Bi:tTЬ Ki:tK нример tleOДti03tli:t'-ltl0(.;l'И , ибо Otli:t tle L:0-

отвеТ(.;ТВует Грi:tММi:tТИЧ:е(.;КИМ нормi:tм pyt;(.;KOl'O дитерёtтурl!Оl'О 

лзыкёt; 

CduFJaйrne мус:ир dFJupнш<,;y, китирый никип·и/1,с;я. 

llpи.вeдetltlыe нри.меры, между нро'-lи.м, обtlёtруживёtют, '-!ТО 

понлгие ОДНО3Нi:t9:Н0(.;ГИ необходимо i:tHi:tJIИ3ИpOBi:tTЬ В (.;ВЛЗИ (.; 

(.;eMi:ttiTИKOЙ Я.ЗЫКi:t и LfTO "(.;MЬI(.;JI ;. (.;Jlедует нрИД:i:tВi:tТЬ tie цено'-lке 

ЛЗЫКi:t, i:t д~::реву !::!:: ВЫВОДi:t (L:м. Д.8.2). 

8.2. Приведенная форма КС-грамматики 

llpи. изу'-11::tlИ.И. (.;ВОЙ(.;ТВ КС-1-рёtммёtтик и КС-я.зыков И.tlOI'Дi:t 

бывёtет цe.,re(.;ooбpi:t3tlO нреобрi:t3овёtть КС-1'рi:tммёtтику к эквивёt

деtlТfiОЙ КС-r'рёtммёtтике, нpi:tBИJii:t выводi:t которой у довдетво

рлют Olll)f:Дe.lШJitlЫM ДOllOJltlИTe.llЬJiЫM 01 'Pi:ttlИ '-!еtlИЛМ. 13 этом 
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.[Я\.ЗДеJiе мы ра,<.;<.;мотрим а.JП'Оритмы liекоторых Та..КИХ 11реобра..-
V 

30Ва..liИИ. 

Определение 8.2. Пpuв'UJТ,V вывuди К С-ё,рuммиrrщ,к'и G = 
=(V, N ) s1 Р) на.3ыва.ют: 

1) л-прави.л,о.м1 еt;ди е1·0 привия чис:m,1> - 'nyc:rnuя 'Цt:-nu'ч,ки; 

2) 'Цеnпы.м1 et;JIИ оно имеет вид А • Н 7 1 'де А и Н -
'Н,t:,'fnt:-pM'U'li,UJ{,bl l'ра..ММа..ТИКИ. 

Теорема 8.2. Jlюба..л КС-1'ра..ММа,ТИКа, G = ( V, N 7 s7 Р) мо
жет быть нреобра.3ова..на.. к эквива.J1ентной КС-1'ра..мма..тике, мно

жеt;тво ара.вид вывода. которой lie <.;одержит Л-11ра..вид, кроме, 

может быть7 ара.вида. S • Л , и не t;Одержит ценliых ара.вид. # 

Мы онишем а.JН'ОJ->итмы уда.J1енил Л-нра.вид и ценных нµа.вид 

из мliожеt;тва.. ара.вид КС-1'ра..мма.тики, 011у<.;ка..л <.;трОI'Ое обоt;но

Ва.liие этих Шll'Оритмов. 

Алгоритм удаления >..-правил. llреднодожим, '--ITO на..м 

извеt;тно мliоже<.;тво N е вt;ех lieтepмиlia.JIOB 1 'ра..ммсtтики G 1 из 

которых выводитt;я. нуt;тсtл це110'-iксt1 т.е. 

Nе = {А:А г*Л}. 

То1'да.. в ара.вой '-ia..lTИ ка..ЖДОl'О ара.вида.. А ➔ ( выдедлЮI't;Л 

в<.;е вхuждt:-'Н,'UЯ нетерминшюв из множе<.;тва.. N е ( et;J1и та..ких 

вхождеliиЙ нет, то нра..вюю 11ро11у<.;ка..ет<.;л) та.к, '--ITO це110'-iка.. ( 
11ред<.;тсtВJ1летt;л в виде 

l'де Hi, H'l,, ... , Нт - вt;е lieтepмиlicUIЫ и.з Ne 7 входя.щие в f. 
За.метим L1то они не облза..ны быть ва.3ди '-iными та.к ка.к мы 

' J:' ) 

выдедлем вt;е вхождеliил та..ких нетерминшюв в 11ра..вую '-iа..сть 

11pёtBИJlёt. 

llo<.;JШ это1 'О к рсtс<.;ма..тривсtемому ара.виду доба..ВJ1лютt;л вL:е 

ара.вида.. вида. 
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1'11.,е ДдЛ Ю1ЖДO1'O i = 1, '(fl,, x i ес.;ть иди (.;ИМ.ВОД Hi, иди аус.;тал 

цеаО'iКа. 

Ина'iе 1'O.ворл, к дюбому 11равю1у ис.;ходной 1'рамматики1 
аравая. 'iас.;ть которо1'O с.;одержит нетермина..J1ы И3 множес.;т.ва 

N r::. доба.вдлютс.;л .вс.;е 11ра.вида1 которые мо1'ут быть 11оду'iены 
И3 И(.;ХОДНОl'О аутем 3амены (в el'O ара.вой 'ia(.;'l'И) дюбОl'О 'iИ(.;да 

вхождений нетермина..Jюв И3 N r:, ау с.;той цеао'iкой. llpи этом 

с.;охранлетс.;л и с.;амо ис.;ходное ара.видо и 110лвллетс.;л 1 в 'iас.;тноt.:ти1 

араВИJЮ 

V 

вовt.:е не с.;одержащее вхождении у ка3анных нетерминаJюв в ара-

.вой 'iас.; 1'и. lloд 'iерк1шм еще рё:1..3 1 'iTO каждое ара.виJю иt.:ходной 

1'рамматики1 ара.вал 'iас.;ть которо1'О не t.:одержит вхождении не

терминаJюв И3 N r:,, бе3 вt.:лких и3менений аереноt.:итt.:л в t.:ис.;тему 
V 

ара.вид новои l 'рамматики. 

Ес.;ди в нроцес.;с.;е оаис.;анно1'О .1>ыше ареобрс1..3ованил с.;ис.;темы 

ара.вид иt.:ходной 1 'рамматики аоду 'iаютt.:я. аравw1а вида А • А 
иди А ➔ л (нри А -f S), то они и1'норируютсн. 

Ос.;таетсл обс.;удить метод ВЫ'iИ(.;Jtенил множеt.:тва Nr::., Это 

множеt.:тво вьгrиt.:длетt.:л рекуррентно, а име1нш аа первом шаге 

вы 'iИt.:длют множес.;т.во N о таких нетермина..Jюв А l 'рамматики 
G 1 ч:то сущеt.:твует в Р л-правюю А ➔ л. Таким обрс1..3ом, мно

жеt.:т.во No - это множес.;т.во .вс.;ех нетерминаJю.в 1·рамматики1 
и3 кот·орых аус.;тал ценоч:ка выводитt.:л 3а один шаг. 

На следующем ша1·е вычис.;ллем множеt.:тво N1 , включая. в 

А 

/\ 
в ... в 

( ( 
л. ... л. 

Рис. 8.19 

не1'О1 во-аервых, .вс.;е нетермина..J1ы множеt.:т.ва No 
и, во-вторых, вt.:е такие нетерминс1..J1ы Н, 'iTO в Р 
имеетс.;я: ара.1>иJю вывода В ➔ 11 l'де 1 - неау с.; 1'а.Л 

це11OL1ка нетерминаJюв и3 множеt.:тва N 0 , т.е. , Е 
Е N rJ. Это О3На'iает, 'iTO N 1 t.:ос.;тоит и3 всех таких 
нетермина..Jюв А l'ра.мматики G, 'iTO дерево вывода 
аустой цено'iки и3 А, имеет выс.;оту, не большую 2 
(риt.:. 8.19) . 
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Н общем L:J1y'io..e мl:iожеt;т.1:ю Ni С N вы'iи.L:ллют но формуле 

Nu = {А; в Р еL:ть 11рс1,ви.Jю А ➔ Л} 1 

Ni = Ni - l U { Н; в Р еL:ть 11рс1,ви.Jю Н • ( , 1'де ( с N/:_1 }. 

Мliожеt;т·во Ni - это МJ:iОЖеt;тво вt;ех то..ких J:ieтepми.J:io..JIOB 

А грс1,ммс1,ги.ки G, 'iГО дерево выводс1, нуL:гой цепоч:ки. Л и.3 А 

имеет выL:огу, не бОJrьшую i + l . 
Тс1,к кс1,к мl:iожеL:тво N вt;ех l:ieтepми.J:io..JIOB 1'рс1,ммс1,ти.ки. G 

кol:ie'iJ:iO, то они.t;о...1:iJ:iЫЙ выше реку рре.1:iтый нроцеt;t; оборве1'(.;Л 

J:io.. l:iекотором шс1,1·е 1 т.е. дш1 l:iекоторо1'0 j ;?: U ноду'iи.м N j = 
= N i + 1. Тог До.. полс1,гс1,ем 

N - N · r•J1л J:iо..и.меl:iьше1'0 J·. тс1,ко1'0 'iTO N · = N ·+1 r::, J ,..., ' ' J J • 

До..Jше, eL:J1и. с1,кt;и.омс1, S нри.1:iо..длежи.т МJ:iОЖеL:тву N r::, 7 то в L:и.

t;теме 11рс1..ви.д Р Оt;тс1,вдя.ют 11рс1..ви.Jю S • Л, оt;·1·ш1ьJ:iые Л-11рс1..ви.дс1, 

у Дo..JlЛIO'l'"' , а, MJ:iOЖeL:TBO Hpcl..BИ.Jl ВЫВОД а, И.(.;ХО,ЦJ:iОЙ l'рсl..ММа,ТИ.КИ. 

нреобро..3 у ют L:01 'Jlcl..(.;J:iO oни.L:o..J:iJ:iOмy выше о..JН 'Ори.тму. 

MoжJ:io дока,3с1..ть, 'iTO ноду'iеJ:iю::t.л тс1,ки.м обро..3ом КС-1·µс1,м

мс1..ти.кс1.. бе3 Л-11рс1..ви.д экви.во..JШJ:iТJ:iсl.. И.t;ХОДJ:iОЙ 1 'рс1..ммс1..ти.ке G. 
Это обълL:liлетL:л тем, 'iTO " нотерю ;. выводс1.. ну L:той цено'iки. 

и.3 l:ieтeµмиl:icl..Jlcl.. А с N r::,. (ноt;µедt;твом нриме.1:iеl:iил Л-11µс1..вил) мы 

"комне.1:it;иµуем " добс1,ш~е.l:iием к м.1:iожеt;тву нµс1..ви.л выводс1.. вL:ех 

тс1..ких 11рс1..вил, '!ТО 3c1,мe.l:ic1.. А J:icl.. Л у же нрои3ведtшс1.. нµя.мо в их 
11µс1,вых 'ictL:тлx. 

Пример 8.4. ,t'с1,t;t;мотри.м 1'рс1..ммс1..ти.ку t; МJ:iОЖеt;1•вом нµа
ви.л 

S • аSЬТ I ЬТа'Г I аЬ, 'Г • ЬааSТ I ТТ I Л. 

Н Дcl..J:iJ:iOM L:J1yq:c1,e N() = {:Г} . 'l'с1..к как eди.l:it;твeJ:iJ:iOe 11рс1..ви.Jю 
V 

ВЫВОДсl.. этои 1·рс1..ммс1..ти.ки., 11рс1..вс1..л 'icl..(.;Tb которОl'О - J:ieнy t;Tcl,Л 

" Ис;кдюч:~ни~ L\IO:L Л-11рс1,видс1,1 JI~вой: ч:с1,с;тью которщ 'о с;дужи:т с1,кс;иомс1, 

1 'рс1,ммс1,тики:1 с;в}l.3с\.Н() с; т~м1 ч:тuбы при: п~р~хоц~ к новой: 1 ·рс1,ммс1,ти:к~ н~ 

1
, 1ю:г~рнть ;, 1ryc;1' y ю ц~1юч:ку 1 ко1,uру ю 1юрож1.\с1,~т и:с;хоl.\И:Шi 1 ·рсt.ммс1,1'и:кс1, . 
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цено'--iка !:iетермию:\.1юв и3 NIJ, ес;ть нравиJЮ Т • ТТ, то 

т.е. Nr::. = {'1'}, и наша 1·рамматика нринимает вид 

S • aSbT J aSbJbTaT J Ш'a JbaTJbaJab, 

'.L' • baaS'.1' 1 baaS I Т'.1 '. # 

Алгоритм удаления цепных правил. Этот аJн·оритм во 

мнu1 ·uм анаJю1 'И'--iен аJн ·uритму у ДаJtенил Л-нравид. 

Вг-

llyc;·1ъ с;ущес;твует вывод J:ieтep-

MИJ:iaJla и И3 J:ieтepMИJ:iaJla '.1 f 7 в ко-

тором нрименлютс;л тодькu ценные 

нравида. То1'да такой вывод На3О

вем цепным выводом. 
Вг-

llреднодожим тенерь 1 что ддя. 

каждо1·0 нетерминаJ1а А t'раммати

ки G и3вес;тJ:iо МJ:iОжес;тво N А вс;ех 
таких J:ieтepмиJ:iaJIOB Н , '-!ТО с;ущес;т1:3,ует цен!:iоЙ J:3.ЫJ:3.ОД А И3 Н. 

Тоt'Да, у ДaJlИJ:3. вс;е цен!:iые нраl:3-ида, мы доджJ:iы нредус;мотреть 

J:ieнoc;peдcтвeJ:iJ:iYIO 3aмeJ:iy всех J:iетермиtlаJюв и3 N А дюбой це-

Ри{;. 8.20 

V V 

но'--iкои сх, которал служит нраl:3-ОИ '--iастью некоторо1·0 нраl:3-ида 

А--+ сх (рис;. ~.2U). 
Это с;оображеJ:iие дежит J:3. O(;J:iOJ:3.e аJН 'Оритма нреобра3оваtlил 

мtlожества нравид КС-t'рамматики с цедью у ДaJietlил ценtlых 

нравид . 

Ны'--iиt.:J1ив МliОжес;тво NA ддя. каждо1·0 А Е N 1 удаJ1ить все 

ценные правила, добавив при этом длл каждой ценочки а1 
·1,акой, '--i'l'O в Р ес;ть нравило А • а 1 и ддл каждо1 'О Н Е N А 
нравидо Н --+ сх . lloc;дe этоt'О вместо каждо1'0 вывода вида 

§ r ... r 1} r U' (11ри Н Е N А) В И(;ХОДJ:iОЙ l 'рамматике В J:iOBOИ 
v 

Ц<'LШ.(.>Й: 11b111\.>ij 

l'рёLММёLТИКе llOдy '-!ИМ ВЫВОД Н r U'. 

Множес;тва нетерминаJюв N А для: каждо1 'О А Е N вы'--iИ(;JlЯ

ются peкyppetlTtlO (как и в рас;с;мо1·ренtlом выше аJн·оритме 
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Nl = {В: в р еt.:ть IЧЯ\.ВИJЮ н ➔ А}; 

Ni = Ni-l U { С: в Р еt.:ть IЧЯ\,ВИ.JЮ С ➔ U, I'де lJ Е Ni-l}. 

Тсtки.м обµii3ом, множеt.:тво Ni - это множес;тво вс;ех тсt
ки.х нетеµми.нсtJюв Н, '-!ТО t.:ущес;твует ценной вывод длины не 

больше i + 1 нетеµми.нсtJ1сt А и.3 Н. ,, Нсtt.:ыщени.е ;, этой µекур-
V • 

µентнои нµоцеду µы нµои.с;ходи.т длл неµво1 'О номеµсt J, тсtко1 ·01 

'-!ТО N { = N { + 1, и. TOI 'Дct нµинимсtют N А = N {. 

Пример 8.5. Дсtнсt 1·µсtммсtтиксt t.: множеt.:т1:юм нµсtвид 

E--tE + 'l' l'l', 

Т • Т * F I F, 

F • (Е) la1 

сtкс;иомой Е и. теµмиtlш1ы:1ым ш1фсtвитом { а, С )1 +1 * }. Имеем 
N f = 0 1 с;Jшдовсtтедьно, и N l!J = 0 (множес;тво нетеµминсtJюв 

V 

дсtннои 1·µсtммсtтики, И3 котоµых нµименением одних ценных 

нµсtвид выводи.тс;я нетеµми.нсtJ1 Е, нус;то) . ДсtJше, NJ, = {Е}, ct 
Та.К Ка.К нет ни ОДНОl'О ЦсШНОl'О нµctBИ.Jla, (; нµсtвой '-iёt(;ТЬЮ Е, то 

N 1 - N t> - N · N t> - 1 ',..,} · N 1 - 1 ' ,.., Е} - N '1 , - '1 ' - '1 ' ' f,' - t. .L ' f, ' - t. .L ' . - 1-<' . 

У ДсtJ1ял ценные нµсtви.лсt, необходимо, t.:Ol 'дctc;нo они.t.:сtнному 

выше сtJ11 ·оµи.тму1 ко вс;ем нµсtви.дсtм с; левой '-!сtс;тью Е .цобсtви.ть 

нµсtвюю Е • Т * F, '-iтобы, с;окµсtщсtя. вывод Е f- 'Г f- 'Г * F и. 

уби.µШI. и.3 не1·0 нµи.менени.е ценно1·0 нµсtвю1сt Е • 'J\ c;µii3y 
вывес;ти. и.3 Е цено'-iку 'Г * F. 

AнctJIOl'И. '-!НО к нµсtви.дсtм t.: JШtЮЙ '-iсtс;·1ъю F нсtдо .цобсtви.ть 

нµсtвидсt '1' • (Е), '1' • а, Е • (Е) и. Е • а. Н и.то1·е ноду'-iи.м 

гµсtммсtти.ку 

Е • Е + '1' l '1' * F 1 ( Е) 1 и, 

'1' • '1' * F I а 1 ( Е), 

F • (Е) la. # 



oU8 8. KUHl'l!JKCl'HU-CHUHUДHЫl!J НЗЫКИ 

Можно ДОКс\31;LТЬ, 'iTO ОНИ.(.;i;LННЫЙ i;LJll'Of-)И.TM у ДсLJШНИ.Л ценных 
V 

11рсLви.д д,сLет t '1:-)сLММсLти.ку, экви.всLJ1ентну ю и.t.:ходнои. 

Замечание 8.4. К ценным нµсLвш1сLм О'l.'НОt;и.тt.:я: и. нрсLви.

JЮ А • А. Еt.:ли. тсLкое нµсLвшю нсLход,11тt.:л в множеt.:тве нµсLвш1 

l'f-)cLMMcLTИ.KИ. И.JlИ. нолw1летt;я: нри. у ДсLJlени.и. Л-HI->cLBи.Jl ( (.;М. нvи.

меµ 8.4), то оно должно быть нvоt;то удсLJ1ено 113 множеt.:твсL 

Hl->cLBИ.Jl . # 
ОбрсLти.мt;я: к нµи.меру, и.3 котоµоt'О t.:'l'cLнeт я:t.:но, '-!ТО у ДсLJtе

ни.е л-нµсLви.д может нvи.веt.:ти. к нолw~ени.ю в множеt;тве нµсLви.д 

3сLДсLнной КС-1'µсLммсLти.к11 ценных 11µсLв11д. 

Пример 8.6. РсLt.:t.:мотµи.м t'l:-)сLМмсLти.ку Go и.3 нµи.меµсL 8.1. 
Для. yдoбt;'l'BcL 11еvе1111шем ее 011vедеден11е: 

где множеt;тво нµсLвид вывод,сL J-->IJ и.меет ви.д 

S • АБС, (1) 
А ➔ ВВ, (2) 
А ➔ л. 1 (3) 
н • се, (4) 
В ➔ а, (5) 
С ➔ АА, (6) 
С ➔ ь. (7) 

УдсLJ1лем л-нvави.ла. Множеt;тво No - {А} (нvави.ло (3)). 
Да.,1ше, N 1 = { А, С}, nоt.:кольку в пµавиле (о) пµавсLл "IcLt.:ть еt.:ть 

ненуt;тсLЛ цено'iка нетеvми.нсLJюв 113 No; N'l = { А, С, Н} (11µсLвюю 
(4) ) , N'J = {А, С, Н, S}. ТсLк ксLк N'J t.:овнсLJю t; множеt;1·вом вt;ех 
нетеµми.нсLJюв t'l:-)сLМмсLтики., то N'J = Ne. 

Co1'J1at.:нo они.t;анному выше сLJН'Ор11тму удалени.л л-111->сLв11л, 

ноду'iИ.М t;дедующую l'I->cLMMi;LTИ.Ky: 

s • AHCI АН IACIHC I AIH I CI Л~ 
A • BBIB, 
B • CCI C la, 
C ➔ AAIAIЬ. 
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Мы видим, '!ТО в результс1.:ге yдct,Jietiил Л-11рс\.в11д 110JIY'i11JIOLЪ 

MliOl'O ценliЫХ 11pc\.B11Jl (которых lie быдо В И(.;ХОДliОЙ l'рс1ММс1-

тике). 

llp11мetietI11e аJП'Ор11тмс1 yдctJ1etI11л ценtiых 11рс1в11д дс1L:т (.;JШДу

ющие MliOЖe(.;TBc\. N 1; 

N o - N~ - r:x. s- s-К,1, 

N1 = {8, С}, 
Nl = {8, А}, 
N~, = {8, А}, 

Nl = {S\ с, В}, 

N 1 = { 8, А, С}, 

Nb = {8, А, В}, 

Ni = {8, С, В, А}; 

Nt = {8, А, С, Н}; 
Ni = {8, А, В, С}. 

Тс\.КИМ обрс\.3ом, Nл = №fз = N[; = {8, А, в, С} (мliОЖе(.;ТВО В(.;еХ 
tleтepMИtlc\JIOB l 'рс1ммс1т11ки). 

Новое мн.ожеt.:тво 11pc\.в11JI, н.е <..:о.цержс1щее цепtlых прс1вид, 

будет иметь (.;дедующий вид; 

8--+ АНС I АН I АС I нс I л I нн I се I АА I и I Ь; 
А--+ HH I CCIAAlиlb; 
Н--+ CC I HHIAAlиlb; 
С ➔ AA I HHICC l иlb. 

Замечание 8.5. Теореме\. 8.2 нозволлет утверждс\.ть, что 
дюбую КС-1'рс\.ммс1т11ку можliо 11реобра,3овс11ъ к экв11всtJ1еliт

liОЙ КС-1'рс1ммс1т11ке, MliOЖe(.;'l'BO 11рс1в11д выводс1, которой (.;Одер

жит тодько KЗ-npaвuJt,a, т.е. 11рс1в11дс1 виде\. aA(J --+ cx,(J 11р11 

сх = (J = Л и , f= Л. Eдиtl(.;'l'BelitlЫM и<..:кдючеliием может быть 

прс1вюю 8 --+ Л ддл с1к<..:иомы 8. Можно 11ока,3с1ть, '!ТО .цобс1,

вдеli11е к МliОЖе(.;тву 11рс1в11д КЗ-ё,раммаm'U'f,7U 11рс1,в11дс1,, нреду-
V V 

<..:мс1тривс1юще1'О 3c1Meliy с\.КL:ИОМЫ НУ(.;'l'ОИ ценочкои, tle нриво-

дит К (.;у щe(.;TBeliliOMY 113Metleli11IO KJlc\.(.;(.;a, лзыков, норождс\.емых 

КЗ-1·рс1ммс1т11кс1м11. Eдиlit.:твeliliOe отди чие я.зыкс1, 11орождс1е

мо1'О Тс\.КОЙ l'РёJ..ММс\.ТИКОЙ, от к 3-я;зыr,;а (.:0(.;ТОИТ в том, 'iTO Otl 
может с.:одержс1ть нуетую це11о'iку1 ТОl'Дс1 кс1к tlИ одиtl КЗ-я.зык1 
будучи н,еуr,;ирач:иваю'Щ'UМ я;зыr,;им, нуL:той це110LJ.к11 lie (.;Одер

жит. 
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Сш:щовсt.·1'едыiО1 е<.;J1и в мliоже(;тве нрсt.вид КЗ-1'ра.ммсt.тики 

рс13решить кроме КЗ-нрсt.вид 'l'сt.кже и нра.ВИJЮ S • л (1'де S -
а.К(;ИОМа. гра.ммсt.тики) 1 то любую КС-грсt.ммсtти:ку можно пр~
обрс13овсtть к эквиваJ1еliтliоЙ К С-1 'рсtммсtтик~, я.вд}lЮЩ~Й(;н. 'ictL:т

liЬIM (.;.ilY 'ia.~M КЗ-1 'ра.мма.тики ( (.; нра.ВИJЮМ S--+ л). 

Определение 8.3. HeтepмиlictJlЬliЫЙ L:имвоJ1 А КС-1'ра.мма.
тики G = (V N S Р) liс13ывсt.ют бесnо.л,езпь~.м, еL:ди из li~l'O lie ' ' ' ) 

ВЫВОДИТ(.;Л liИ OДlia. тepмиlictJlЬlia.Л ценО'iКа,1 т.~. lie (;уЩеL:твует 

Ta.KOl'O х Е: V'\ 'iTO А f-й х. 

DeGllOJШЗliЫЙ li~тepмиlictJl КС-1'ра.ммсt.тики может быть у дct.

дeli (вмеL:те (;О в(;еми 11рсt.виJ1сt.ми 1 в которые Oli входит) без 
измеliеliия. я.зыка., 11орождсt.емо1'О Дa.liliOЙ l'ра.ммсt.тикой. Сдеду

ющаЛ т~орема. утверждсt.ет L:УЩ~(;твовсtние аJН'Оритмсt. удаJ1енил 

б~GllОдезных нетерминаJlЬНЫХ (.;ИМВОJЮВ. 

Теорема 8.3. Ддл ксt.ждой КС-1·рсt.ммсtтики G = (V1 N, S, Р) 
может быть 110Gтроена. эквиваJI~liтна.я. ей КС-1'ра.ммсt.тиксt.1 не 
(;Одержа.щаЛ беGнолезных нетерминаJ1ьных GимвоJюв. 

• Аш 'о ритм у ДctJieliия. б~L:11одез1iых l:ieт~pмиlictJIOB L:оL:тоит в ре
куррентном вы 'iИL:д~нии множеL:твсt Nu С N BL:~x нетерминаJюв 
l'ра.ммсt.тики G 7 из которых выводит(;я. ксt.ка.я.-дибо тepмиlict.JlЬ

lict.я. ЦellO'iIO::t. 

Cнct.'ict.Jict выL1И(;JН1ем множеL:тво NI) вL:ех нетерминсt.Jюв, из 

которых терминаJ1ьнаЛ цено'iка. выводит(;л за. один ша.1'. Дюr 

это~ 'о нроL:мсt.тривсt~м множеL:тво ара.вид Р, отме'iаЛ в нем вGе 

нрсt.вида. вида. А ➔ х, где х Е: V*. Другими <.;JЮвсt.ми, 

NI) = {А; в Р еGть 11рсt.вwю А ➔ х, х Е: V*}. 

За.тем вы 'iИ(;длем MliOЖe(;'l'BO N 11 добсt.ВJ1ля. к N 1) мliожеGтво 

l3Gex тсt.ких li~терминаJюв Н 1 'iTO t;ущеt;твует 11ра.ВИJЮ вывода. в 

р вида. в • (:J' где (:J - ЦШIО'fКа., Gодержа,ЩаЛ Ка.К т~рМИНаЛЬI, 

та.к и lieтepмиlictJIЫ из мliожеGтвсt. NI). Тсtким обрс13ом, в N1 
11011сt.дут вGе 1:iетерминаJ1ы Н, ·1'а.кие1 'iTO t;ущеGтвует вывод 
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А 

Xl Bl Х2 хт вт Xm+l 

л л 
У1 Ут 

Рис. 8.21 

т~pMИ.tlaJlbtlOЙ Ц~НО'i.КИ. И.3 1З I и. ВЫL:ОТо.. д~р~Щi ЭТО! 'О вывода. tl~ 
бодьш~ 2 (ри.L: . ~.21). 

В общ~м L:дy'ia.~ ДJlЛ МJ:iОЖеL:тва N i ( i ~ 1) ноду '!а.ем форму ду 

Это МtlОЖ~L:тво L:од~ржи.т вt,;~ та.кш~ tlетерми.tlа..11ы 1З, '!ТО выt,;ота. 

дерева. вывода дюбой терми.1:iа..11ьtlоЙ цено'iки. и.3 1З !:ie нревыша.ет 

i + 1. 

Ддл на.и.меtlьшеео j, такосо1 '!ТО Nj = Nj+1 1 11одс:1,гс:1,ем Nu = 
= N j. И3 ноL:троеtlи.л мtlожеt,;тва. N и L:дедует, 'i.TO это мtlожеt,;тво 

вL:ех та.ки.х !:iетерми.tlа..tЮв А 1·рс:1,ммати.ки. G, 'i.TO t;ущеL:твует 

вывод (!:iе!:iудевой ДJ1И.J:iЬ1) А f--+ Х ДJIЛ некоторОl'О Х С v'i< 1 '!ТО 
и. требова..tюt,;ь дока.3ать. То1 'Да. вL:е tlетерми.на..11ы и.3 N \ N и 

бес;ноде3ны. • 
В 'ia.L:THOL:TИ еt,;ди. S d N то L (G) = 0 и нсt.обовот Тсt.ким , 'F U1 1 t' • 

обра.3ом реша.етt,;л nроб.л,е.ма nycmornы д.л,JI., КС--гра.м.ма-

тик, которм формуди.руетt,;л t,;дедующи.м обра.3ом; ддя. Дa.tltlOЙ 

КС-1,раммати.ки. вылL:нить1 нуL:т ди лзык1 ею норожда.емый. Из 
V 

нредыду щих ра.t;t;мотре!:iи.И лL:но1 'i.TO ддл ответа. J:ia. этот вонроt,; 

ДOL:Ta.TO'itlO вы 'iИ.С/lИ.ТЬ МtlОЖеt;тво бet;HOJle3tlЫX tleтepми.tlaJIOB 

l'ро..ММёiТИКИ. И 11роверить1 Но..ХОДИ.'lТЛ JlИ. L:реди. ни.х а,Кt;И.ОМа. 

1'рамма.ти.ки.. Я3ык1 норожда.емый КС-1'ра.мма.ти.кой1 нует то
l'Да. И. TOJlbKO ТОl'До.., КОl'До.. ее о..КL:И.ОМо.. беL:110JШ3На.. 
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Пример 8. 7. llусть мr1ожест1:ю Р арс1.,вид выводё:L КС-1'рё:Lм-
мс1.,тики G = ( {и, Ь}, {8, А, Н, С}, S1 Р) имеет вид 

S • иА J ЬН, 

А ➔ ЬАи, 

В • иВ I ЬS I и I Ь, 
С ➔ ВиА. 

llримеr1лл а.JН'Оритм из докс:Lзс:Lтедьl:ТВё:L теоремы 8.37 аодуч.с:Lем 

N 0 = {Н}, тс:Lк кс1.,к в Р имеRЛ'СЛ тодько двё:L арс1.,вилс1.,, нрс1.,вые ч.с1.,

L;ТИ которых - термиr1а..11ыiые ценоч.ки Н • и и Н • Ь. С цедью 

выч.исденил множествс:L N 1 нс:Lйдем те нрс1.,видё:L, нрс1.,вые ч.с:Lсти 
V 

которых кроме термина.,юв содеµжс:Lт тодько нетеµмина..11ьныи 

L;имвол Н; это будут нрс1.,вилс1., S • ЬН и Н • иН, т.е. N 1 = {Н, S}. 
Тс1.,к Кё:LК есть только одно нрё:LВИJЮ, нрё:LВШ! 'i.ё:LСТЬ которОl'О со

держит вхождеr1ие символё:L S, с1., имеr1r10 арё:LВИJЮ Н • ЬS, то 

N'2 = N1 = Nu = { S, Н} . Симводы А и С бесноJ~езны. 1:ke нрё:L
вилсt, содержс1.,щие вхождеr1ил этих симвоJюв, можно уда..11ить. 

н ИТОl'е lLОдуч.им l'рё:LММё:LТИКУ с Тё:LКИМ множеL;ТВОМ арсtвил: 

S ➔ ЬН, 

Н • иН I ЬS l иl Ь. 

Определение 8.4. Символ Х объединенно1'0 а..11фс:Lвитс1., 

V U N КС-грсtммс:Lтики G = ( V, N, S, Р) нюывсtют педосrпи
ж·и.мы.м, e(.;JlИ из ё:LКL;иомы грамматики не выводите.я: ни одна 

ценочкс:L, содержс1.,щшr вхождение симводё:L Х, т.е. не L;ущестн.ует 

тсtких цеаоч.ек сх 1 fJ Е: (V U N)*, ч.то S гс; cxXfJ. 

Из самого lLОНЛТИЛ НеДО(.:ТИЖИМОГО t.:ИMBOJlё:L лсно, 'i.TO Тё:LКИе 
символы можtiо уда..1rи.тъ из граммсtтики (удалив в<..:е правила., 

которые их содеµжат') без изменения норождаемо1 'О ею .я:зыкс:L. 

Зс1.,ймемсл рюрё:Lботкой а.Jrгоритмс:L уда.Jrенил недостижимых L;ИМ

н.оJюн.. 

Нн.едем в рё:Lсt.:мотрение нонлтие 1'рё:Lфё:L КС-1'рё:Lммс:Lтики. 
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Определение 8.5. На.Зовем -графом КС--грамматики 

G = ( V, N, S1 Р) uр·иенrn'Uрuванный -.:,раф1 множество в ершш-1, 

которо1 ·о рсt,вно V U N U { Л} 1 ct, множество rJy-.:, 011ред е.11я.ется. 

L:Ледующим uбра.Зuм. Дуга, и.з вершины с мет·кuй А ведет в 

вершину Н ТОl'Да, и только ТОl'Да,, КОl'Да, 11pct,BИJIO А--+ cxH(J 
(сх 1 (3 Е (V U N)*) приllсt,Ддежит мllожеству Р прсt,вид вывода, 

1 'ра,ММёtТИКИ G. 

llонлтие l'pct,фct КС-1'рсtммсt,·1'ики ни в коем сду•1де недьзя. 

нутсtть с аонлтием дерева, выводсt в КС-1'рсt,ммсt,тике1 тсt,к ксtк де
рево вывода, с·1·роитсл 110 конкретному выводу 1 ct 1•рсt,ф КС-1•µсt,м

мсt,·1'ики с·1,µоитсл 110 множес·1·ву 11рсtвид выводсt и хсtрсt,ктеµизует 

Ссt,му 1 'µсt,ммати.ку в це;юм. 

Пример 8.8. l'µct,ф 1'µсt,мматики из аµимеµа 8.7 11µедс·1'сt,вден 

нсt рис. 8.22. # 

О11ирмсь нсt, оаµедедение 8.41 можно 

llОКс\.За,ТЬ, '--lTO СИМВОд Х КС-1'ра,ММёtТИКИ 

G = ( vl N 1 s7 Р) достижим то1 'дсt и толь
ко ТОl'Да., КОl'Дёt В l'IJctфe l'IJa.MMctTИKИ су

ществует 11уть из вершины S 1•µсt,ммсtти
ки G в веµшину Х I и 31:tДct'--lct рсt,саознавсt

нюr дuс·1·ижимости симвоJюв в КС-1•µсt,м

мсt,тиксt,х сводится. тем ссt,мым к Зct,Дct,'--le 

µсtс11ознсtванил достижимости в ориенти

ровсt,нных 1 •pct,фct,x из зсt,цсt,нной веµшины. 

Длл ее решенил доt;тсtточно восаользо
Рис. ~.22 

ватьсл, нсt,11µимер 1 шн·оритмом nu·ur;r,;a в шир·ину (см. 5.5) . Н 
аµимере 8.8 ( (.;М. IJИ(.; . 8.22) символ С не ДО(.;'l'ИЖИМ. 

Удш1ение бесаолезных нетерминшюв может аривести к 110-
я.влению недостижимых симвоJюв. 

Пример 8.9. Модифицируем L'рсt,ммсt,тику из 11римерсt, 8.7, 
добсtвив к множеству ее теµминаJюв новый символ d и к мно

жеству ее 11µсt,вид вывода 11равиJю А --+ Cd. 



614 8. KUHl'l!JKCl'HU-CHUHUДHЫl!J НЗЫКИ 

1 \>сtф моди.фи.ци.µовсtнной 1·µ1:tммсtти.ки. нµи.веден нсt µи.(.; . 8.23. 
Нетеµми.нi::\.J1ы А и. С бе(.;НОJШ3ны, хотл и. ДО(.;ти.жи.мы. У Да.J1лл 

и.х вме(.;те со всеми. 11µ1:tви.дсtми.1 в котоµые они. вход/П' 1 ноду <tи.м 

КС-1'µ1:tммсtти.ку, 1'µ1:tф котоµой и.зобµсtжен на. µи.с. 8.24. T'eµми.
Hi::\.JI d стм нед;u(.;тижимым. 

а 

0 
Рю;. 8.23 Риt;. 8.24 

Определение 8.6. КС-1·µс1ммс1ти.кс1 (.; <tи.1·1:tет(.;н зсtдсtнной в 

nриведеппой форме, е(.;J1и. мliожество ее нµсtви.д вьнюдсt tle со
деµжи.т л-11µ1:tви.д и. ценных 11µ1:tви.д , мнuже(.;'l'ВО ее liетеµми.нi::\.Jюв 

ш~ (.;Uдеµжи.т бе(.;НОJШ3liых tleтeµми.lii::\.JIOв , а. объеди.liеliliЫЙ i::\.J1фс1-

ви.т не (.;Одеµжи.т liедости.жи.мых си.мводов. 

i->ctc(.;мoтµeliliыe выше а.JП'Оµи.тмы любую КС-1·µс1ммс1ти.ку 110-
зволлют нµеобµазова.ть к эквивi::\.J1ентной КС-1'µа.мма.ти.ке, 3а.

да.нной в нµи.ведеliliОЙ фоµме. За.метим, '-!ТО носкодьку удi::\.Jшние 

л-нµ,ши.д может нµи.вести. к 11uлвJ1ению ценных нµсtвид ( (.;М. нµи
меµ 8.о), а. уда.J1ение бе(.;нолезных нетеµминi::\.Jюв - к нолшшнию 

недо(.;ти.жи.мых си.мводов1 то ностµоени.е нµи.ведеliной фоµмы 
КС-1'µа.мма.тики. нужliО нµоводить в та.кой НО(.;дедова.тЕ::;11ьно(.;ти; 

1) УДа.JlИ.ТЬ Л-11{-)ёtВИда., 2) УДа.JlИТЬ ценные 11{-)a.BИJict, 3) у Да.JlИТЬ 
беснодезные нетеµми.Нi::\.JlЫ7 4) у Да.JlИ.ТЬ недО(.;ТИ.ЖИ.МЫе СИ.МВОJIЫ. 

Замечание 8.6. К 'fш..:лу всtжных пµеобµазовсtний КС-гµс1м
мс1ти.ки. отнО(.;.!iТ тсtкже нµеобµазовсtliи.е, СО(.;'l'оя.щее в у Дi::\.JШ

liИ.и. сtк(.;и.омы и.з нµсtвых '-iсtстей 11µс1ви.д выводсt. Можно до-
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юыать, '-!ТО дюбм КС-1,рамматика нреобразуетсл к эквива

Jшнтной КС-1'рамматию~1 нt; содt;µжащt;Й вхождt;ний сtкс.;иомы 

в нµавые '-iсtсти нравид вывода.. Действи.тедьно1 ддл это1'0 

ДОСТаТО'-iНО ВВt;(.;ТИ НОВЫЙ Ht;Tt;IJMИHaJl S1 ( ОТJlИ'-iНЫЙ ОТ BCt;X 

нетеµминаJюв исходной 1'µаммсtтики) 1 обълвить et'O аксиомой 
и добсtвить нрсtвюю S1 • S, нос;Jш '-let'O ноя:вившt;еся: ценное 

нрсtвюю и недонустимые л-нµсtвила, котоµые мо1'ут нри этом 

возникнуть, УДаJlЛЮТСЛ t.:Ol'Jla<..:нo нриведенным выше aJll'OJ.>ИT

Mc:\.M. 

Пример 8.10. Гµсtммсtтика <..: множеством нравид 

s ➔ aSaJbSbJalblл1 

норождсtющм множество всех na.л/u,'Н,dpuмufЗ в аJ1фавите { а, Ь} 
( <..:м. нример 7.5.в), нµеобµазует<..:я: но(;J1е удаJ1ения. аксиомы из 

V 

прсtвых '-Iаt.:теи прсtвю1 вывода. в 
V (.У 

грамма.Т'ИКУ (.; с:\.К(;ИОМОИ V l и 
(;Jlедующим множе<..:твом 11µсtвил; 

S1 • S, 

S • aSaJbSbJa JbJ л. 

llолвили.сь, как мы видим, ценное нµавиJЮ и, 110 <..:кольку 

<..:и.мвол S в .1:iовой 1'µсtмматике уже .l:it; я.вля.етсн сtксиомой, л-нµа
вюю S • л, котоµое следует у ДаJiить. Нынолнлл это1 ноду'-lим 
окон'-lсtтельно (;J1едующее множе<..:тво нµсtвил: 

81 • aSaJbSb J aaJbbJa lb Jл, 

S • aSaJ bSbJ аи JbbJ а I Ь. # 

Зсtметим1 '-!ТО е<..:ди КС-1'рамматика задансt в нриведенной 

форме и прсtвые '-Iсt<..:ти прсtвил не содеµжсtт вхождений ак<..:иомы, 
V V 

то t;ДИН<..:Твt;нное дону<..:тимое нµавило <..: нус.;т·ои нµсt.1:юи '-Iсt<..:тью 

( левой "!сt<..:тью его лвллетсл сt.к<..:иомсt), e(;JIИ оно <..:уществ ует, 

ис.;нодьзуется. тодько ддя. ноµождения: ну с.;той цено'-lки. Исходнсtя. 

l'рсtммсtтика из нримера 8.10 этим своЙ<..:твом не обладает, тсtк 
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как нравидо 8-+ Л ис.:нодьзует(.;я. вс.:я.кий ра3 нри выводе С.:Jюва 
V 

•-штнои ДJ1ины. 

Кроме того1 КС-грамматика, заданнал в приведенной фор-
V 

ме и не с.:одержащан вхождении ак(.;иомы в нравых 'iас.:тя.х нра-

вид вывода, обдадает еще одним интерес.:ным с.:войс.:твом; дерево 

вывода дюбой не11у(.;·1·ой цено'tки я.вJшет(.;я. Л-свибиdным. Таким 

обра3ом1 без 01·рани'iенил общно(.;ти можно (.;'tитать деревьл вы
водов нену(.;тых цено'iек в КС-1,рамматиках Л-(.;вободными. 

8.3. Лемма о разрастании для КС-л3ыков 

Ддя. КС-}(,;зы·кив вынодннет(.:}! ,, демма о ра3рас.:тании \ аншю
l'И 'iнан демме о ра3ра(.;·1·ании ддн реё,у.л,}(,рных }(,3ЫКИf> (с.:м. 7.8). 
Она формудируе1· необходимое у(.;Jювие то1·0, '!ТО я.зык я.вдя.етс.:н 

контек(.;ТНО-(.;1юбодным. 

Теорема 8.4 (лемма о разрастании длл КС-л3ыков). 
Длл .11юбо1'0 КС-лзыка L с.:ущес.:твует н:атурш1ьнал конс.:танта 

k (завис.:лщал от L), ·гакал, 'iT'O дюбм цеrw·ч,ка z Е: L, dл/uна 

которой I z 1 > k, нредс.:тавима в виде cued'Uнeн·u}(, нлти ·цепuчек; 

z = ·ихшу·v, где lxyl > U1 lxшy l ~ k, и каждал цепоч.ка Zn = 
= 'U:I.:n·wyn·v, п ~ U, 11ринадJ1ежит L. 

• Так как L - КС-я.зык, то (.;уЩе(.;·1·вует КС-ё,раммаm'Uка G = 
= (V, N, 8, Р), норождающм лзык L, т.е. L = L(G). 

Фикс.:ируем 11роизвоJ1ьно неrперм'Uнал, А Е: N и рас.:(.;мотрим 
множес.:тво D(A) вс.:ех f>Ыf>иduв 1 на'iинающихс.:я. с.: А1 таких, '!ТО 

высuтпа dерева вывudа не нревышает 'iИC.:Jra IN 1 + 1 нетерми
ншюв 1·рамма·1·ики G, уведи'iенно1·0 на единицу. Множес.:тво 

V(A) коне'iно, так как вы(.;ота дерева вывода, а (.;дедоватедь
но, и е1·0 ддина оr·рани'tены (.;верху (с.:м. заме'tание 8.2). Таким 
обра3ом1 каждое множе(.;т.1:ю V (A) нри А Е: N е(.;ть коне'iное мно
же(.;тво коне'iных выводов. Множе(.;тво выводов V онредедим 
как uбъеdш1,ен'Uе мнижесrпв V (A) 110 В(.;ем А Е: N. Н(.;но, 'iTO 
и это множе(.;тво выводов коне'iно1 так как коне'iно множес.:тво 

нетерминшюв 1·рамма·1·ики. Нведем нодмноже(.;тво А В(.;ех таких 
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цt:ШО'-11::Ж в объедин1::шном а-11фёt.вите1 '-!ТО они лвдлют(;л 11O(;.11едни
ми це11O'-!юtми вы1:юдов из V. Ина-'-iе 1·оворл, А- это множе(;'l'ВО 

В(;ех та-ких це11O'-iек tx в объединенном а-11фа-вите, '-!ТО t;ущеt;твует 
дерево вывода- tx (и.з некоторо1-о нетермиliс\Jiа- 1·ра-ммсtтики G), 
выt;:Оl'а- которо1·O не бодьше IN 1 + 1. Н t;иду коне'-iНОt;ти множе
t;твсt V коне'-iно и множеt;тво А. TOI'j_\ct 11одожим 

k = Illa,X ltx l' 
схЕ=А 

т.е. введем конt;тсtН'l'У k ксtк нсtибодьшую ддину t;реди В(;ех 

це11O'-!ек множеt;:тва- А. 

llyt;ть т1::шерь z Е: L , 11ри'-iем lzl > k. ТОI'Да- S f-c; z, и в t;иду 
онредедения. конt;:'l'а-нты k дюбое дерево вывода- цено'-iки z имеет 

выt;uту, бш1ьшую INl+l. Фикt;ируем ксtкuе-нибудь дерево '.L' 
выво Да- цепо ч:ки z. 

Ныде.11им в дереве Т макс'Uма4ьнut: nuddt:pt:вu t;: кирнt:м R, 
выt;отсt которОI'О рсtвна- IN 1 + 1 (риt;. 8.25) . 

s 

Риt;. 8.25 

+ 
< 

То1·да-, t;:OI'дa-t;нo t;:дед(.;твию 8.1, 11оду'-iим (ддл некоторых 

термина-11ьных це110'-iек ·и1 и ·u1) 

(8.1) 
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l'.Це Z = 'U1Z(U1, т.е. существует вывод це11О'!КИ Z1 = 'U'l,X'WY'И'l,, 

я.ВJ1я.ющейся. 11одце11о'!кой це11о'!ки z 1 из нетермина..11сt R, та.кой, 
'!ТО высота. дерева. это1'0 вывода. рсtвнсt IN 1 + 1. 

Нсt11омним, '!ТО высота. дерева. еt;ть мсtксима..11ьнсtя: длина ny

rnu в этом дереве из корня: в Л'Uс:п1,. Та.к ка.к ддинсt нути в 

дереве вы1:.юдсt КС-1 'рсtммсtтики рсtвнсt '!Исду за.мен нетерминсt

JЮВ в некотором фрсt1·м1:ште вывода. ( см . 8.1), то нри выводе 
це11о'!ки z1 из R '!Иt;JIO за.мен нетермина..1юв стр01 ·о 60J1ьше '!Иt;Jlct 

всех нетермина..1юв 1·рсtммсtтики G. Это озна'!ает, '!ТО в выводе 
z1 из R какой-то нетермина..11 Q 11овторя.е'l't;Я: дважды (возмож

но, '!ТО Q = R) и нсt некотором нути из вершины R в один из 
дистьев будут по крайней мере цве рс:1.Зные вершины, поме'!ен

ные одним и тем же нетермина..1юм Q. Tu1 ·да рсtссмuтрим двсt 
мсtксима..11ьных 11оддеревсt дерева. '.1\ корневые вершины кото
рых я.ВJ1я.ются: у кс:1.Зсtнными выше вершина.ми с меткой Q ( см. 
рис. 8.25). tlыдедению этих мсtксима..11ьных 11оддеревьев соот

ветствует выдедение фрсt1·ментов вывода z1 из R, таких, '!ТО 

ддл некоторых термина..11ьных ценоL1ек 'U'l., 'И'l, 7 х, у , 'W выноднл

е'l'СЛ ВЫВОДИМОСТЬ 

(8.2) 

1·де z1 = 'U'l,X'WY'V'l,, 

Соотношения. (8.2) 11окс:1.Зывсtю1·, '!ТО имеют место выводи

мости 

Q г* xQy (8.3) 

и 

Q г* 'W. (8.4) 

Это знсt'!И'l'~ '!ТО существует дерево вывода. цено'iки хшу из 

нетермина..11а Q С большое;, дерево с корневой вершиной Q на 
рис. 8.25) и в нем - максима..11ьное ноддерево с корне1:юй вер

шиной, помеч:енной тем же символом Q, лвля:ющееся: церевом 

вывода це11о'!ки 'W из Q С,ма..1шнькое;· дерево с корневой вер

шиной Q на рис. 8.25). llpи этом, так ксtк " бодьшое ;• дерево с 
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коµ.1:н~вой: веµши.ной: Q я.вдя.етL:я. ноддеµевом деµева L: коµневой: 

веµши.ной: R выL:отой: IN 1 + 1, то et'O выL:О'1'а будет не бодьше 'iем 

IN 1 + 1, откуда в L:илу выбоµа конL:танты k имеем lxшy l ~ k. 
Объеди.ш-1.н. (8.1) и. (8.2) , ноду'iи.м такое 11µедL:тавдени.е выво

да цено'iки. z и.з акL:и.омы S; 

llодагая: ·и = ·и1·и2 и. ·и = ·u2·u1, 11оду'-Iи.м z = ·их·шу·и , и. тем L:амым 

мы доказё:\,.,11и. 11µед L:'1'авдение цено'iки z в виде L:оеди.нени.я: O11µе

де.,1енных ня:ти цено'iек. 

Из (8.5) t.::дедует, L1то, ноду'--lи.в (11µи. выводе z и.з S) цено'--1-
ку 'U(U2Q'U2'И1 , можно (.; y'--le'l'OM (8.4) L:µазу и.з нетеµмИ.Нё:\,Jlа, Q 
вывеL:ТИ ценО'--lКУ 'Ш' и. ТОl 'Дёl, 

(в выводе (8.5) выбµаt.::ываем 11оt.::ледовательноL:ть шаt'ОВ над 

фи.1 'уµной: L:кобкой:). 

:В то же вµемл вывод (8 .5) можно с.; у'-Iетом (8.3) моди.фи
ци.µовать так, 'iTO ноt.::де ноду'iения. цено'iки. 'U(u2Q·u2·u1 = ·uQ·u 
мно1'окµатно (не менее одноt'О µаза) новтоµя:ть вывод цено'--lки. 

xQy из Q; 

S f-* ·u1R·u1 f-* ·u1·u2Q·u2·u1 = 

= ·uQ·u f- * 'U:I:Qy·u г* ·ux:I:Qyy·u г* ... f-* 

г* ·uxnQyn'U г* 'UXn'WYn'U (8.7) 

(в выводе (8.5) 11ос.;шщова·1'1~дьно с.;ть шаt'ОВ над фи.1'уµной: с.;коб

кой: новтоµлем п µаз). 

Итак) в t.::иду (8.о) це11О'--1Ка, Z!) = 'U'W'U Е L ) а в t.::иду (8.7) и 
цено'--lка Zn = 'UXn'WYn'U для: любо~ 'О п > О 11µи.наддежи.т я.зыку L . 
Тем с.;амым мы доказё:\,.,11и., 'iTO (V'fl, ~ О) (-uxn·wyn·u Е L). 



620 8. KUHl'l!JKCl'HU-CHUHUДHЫl!J НЗЫКИ 

0t..:TёtJIOl:Ь ДОЮ:L3а.ТЬ1 '!ТО ДJ!И.lia. Ц~llO'iKИ. ху ti~ М~liЬШ~ 1 ( И.J!И. 1 
'-!ГО ра.вноr..:идьно, ЦtШО'-IКИ. х и. у н~ ЛВJIЛЮГL:Л одно.вр~м~нно 

нуr..:тыми.). 

Coглct.r..:lio г~ор~м~ 8.2, можно t..:'iигсt.тъ б~з огрсt.нич:~нил общ
tiUt..:ти., 'iTU в MliUжer..:'1'.вe нра..ви.д .вы.вода. 1 ·рсt.ммсt.ти.ки. G lieт liИ. 
Л-нра.ви.д (кром~, быть может, нра..ви.да. S--+ Л), liИ. ценliых нра.
.ви.д. Кроме TOl'O, В r..:и.ду За.Ме'iа.liИ.Л 8.О MOЖliU (.;'-!И.Та.ТЬ 7 '!ТО 

нрсt..вюю S--+ Л нри.меliлетr..:л тодько нри. .вы.воде нус.;той це110L1-

ки., а. нur..:кuдьку .выr..:u1·ct. дерева. ц~нu'iки. z c.;тpu1·u бuдьш~ 1, тu 
z -f. Л и. нрсt..ви.Jю S --+ Л lie нри.меliя.етс.;я. нри. вы.вод~ z и.з сt.кс.;и.о

мы S. 
Tu1·дct., нр~днода.l'аJJ., '!ТО х =у= Л1 ноду'iи.м Q f- "' Q, а. это 

.возможliо ди.шь нри. уt;Jю.ви.и. нри.меliеliи.н: в r..:оот.ветс.;т.вующем 

V V 

.вы.воде ценliЫХ нра..ВИ.Jl и.ли. нра..ВИ.Jl r..: нуr..:тои нра..1:ЮИ 'ia,(.;'lЪIO, 'iTU 

в.ви.ду с.;ка>За.нно1 'О выше не может и.меть меr..:та.. Ита.к, ценочка. 

ху tie нуr..:та., т.е. lxyl > О, '!ТО и. зсt.вершсt.~т дока>За.тедьr..:тво 

теоремы. ► 

Следствие 8.2. Н любом беlЖОliе'iном КС-лзыке с.;ущес.;т.ву
ет 11ос.;Jшдu.ва.тедьtlос.;·1ъ с.;Jюв, J.\дИ.liЫ которых uбра.зуют вuзра.

r..:тсt.ющую а.ри.фмети.'-tе с.;кую 11ро1·реr..:с.;и.ю. 

• llyr..:ть КС-лзык 1..,/ бес.;конеч:ен. Тоt'Да. в нем нет це110L1ки. 

liа.и.бuдьшей дди.tlы. Сдедо.ва.тедьtlо, liа.Йдетr..:н: цено'iка. z Е: L , 
дди.liа. которой бодьше KOlit;Ta.tl1ъ1 k 1 011редеJ1лемой деммой о 

ра.зра.t;Та.liи.и.. Cot'JJ.a.t..:tlO этой ш~мме, ценоч:ка. z может быть нред
r..:та.влена. в ви.де z = ·ux·wy·u ддл некоторых ценоч:ек ·и,, :с, ·w, у, ·и, 

та.ки.х, ч:то l:cwyl ~ k, l:.cyl > О. Тоt'Да. НОt;JШДОВа.тедыtоr..:ть { Zn = 
= ·uxn·wyn,u }п~О ЛВJrлегr..:л иr..:кuмой, га.к ка.к длины е~ ценuч:~к 

обра>Зуют вuзра.t.:та.ющую а.ри.фмети. ч:е t.:кую 11p0t'pet.:r..:и.ю c.;u Зtlа.

мена.телем lxy 1. • 
Замечание 8. 7. Любой конеч:ный я.зык {'и1, ... , ·ит} (в 

ка.ком-то ш1фа..ви.те V) норожда.етс.;л КС-1'ра.мма.ти.кой с.; множе

t.:твом нрсt.ви.д S--+ ·и1 1 .. . 1 ·ит. Дере1ю вывода. любой цtшоч:ки. в 
этой l'ра.мма.ти.ке и.меет .выt.:Оl'У, tle большую 1 (выс.;оту l) и.ме-
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ет деµе1:ю вы1:юда 1:iуJшвой дш11:iы аксиомы S из себя. самои, а 
каждал тeµмиliaJlьliaл цено'-iка, т.е. цено'-iка ·щ, i = 11 тri, имеет 

деµе.1:ю вывода высоты 1). СJ1едоватеJ1ь1:iО1 в дal:il:iOM CJ1y'-lae коl:i-

1.;танта k µaвlia наибОJ1ьшей ДJ1ине цено'-iки ·щ и цено'-iки, ДJ1ина 

котоµой быJ1а бы боJ1ьше k, J:ie сущеr..:твует. 

Таким обµазом, ддл коне'-11:iОl'О лзыка утвеµждение деммы о 

µазµаr..:таl:iии тµиви;;u1ь1:iо вы11ОJ11:iлет1.;л , а имel:il:iO, l:ie r..:y щеr..:твует 

цено'-iек, ДJ1ИliЫ котоµых. нµевосходят констаli'l'У k. 

i 
Пример 8.11. а. Нзык { ип ; ·п ~ l)} не лвдя.ется. контекст-

но-свободным, 11оr..:коJ1ьку из ДJ1ИН 11µинадJ1ежащих ему СJюв 

1iеJ1ьзл обµазовать аµифмети'-iескую 11µ01'µесr..:ию; (п+ l)',!, -n',!, = 
= 2п+ 1. 

б. Нзык {и;-: ;5 - 11µ01.;тое '-iИCJIO} lie я.вJ1я.ется. К С-я.зыком 110 
u 

тuи же нµи '-iИJ:ie. 

в. ~а1.;r.;мотµим Л3ЫК {ипьп(;п l п ~ L>}. ДJ1ИНЫ el'O (.;JlOB обµа

зуют аµифмети '-iе1.;кую 11µ01'µеr.;1.;ию, нu тем lie менее этuт лзык 

l:ie лВJнrетсл коl:iтекL:тl:iо-r..:вободl:iым. Дейr..:твитеJ1ь1:iо, 11µед110-

Jюжим нµогивliое. Тогда ДJ1Л Jrюбого досгато'-iно большого п 

(.;JIOBO ипьп(;п MOЖJ:iO нµедL:тавить в виде ·ихшу·и. llµoal:iaJlИ-

3ИIJYeM, как MUl'YT µаr..:11uла1'ать1.;л В (.;JIOBe ЦШlU'-iКИ х, 'Ш И у. 

llоскоJ1ьку усдовие деммы о µазµаr..:тании ДОJ1жно выноднлтьсл 

ДJlЛ в1.;ех ДOt;TaTU'-itlO ,ЦJlИtlHЫX t;JIOB лзыка, т.е. (.;JIOB, длина KUTU

µыx стµо1 'О бодьше KOJ:iC'l'al:iты k из JШммы1 то в цедлх 11µ013-еµки 
невынодненил усJ1овил можно бµать СJюва, ддина котоµых заве

домо 11µевышает yкaзal:iJ:iYIO KOJ:iC'l'aJ:i·1,y*. Ддя. аl:iаJ1изиµуемо1'0 в 

этой задач:е лзыка пµимем, ч:то п > k. Тогда возможны L:деду

ющие CJiy'-laи: 

"'llµ~цш>дёJ.J. 'сШ, ч:ru н_3ык н_вдн_~rt:н_ кuнr~кt:rнu-t:вuбuцным, мы r~м t:а.мым 

в ~.:иду деммы о pi:t3pat:raliи.и: прец1юда.1 'а.ем , ч:то ока.3ываеrt:Н- фи.кt:и:рованной 

каксШ-:го кон:t:тсtнтсt k, о которой и.цет реч:ь в усдuви:и: деммы. Мы lie мuжем 
3н:сt:гь 3lii:tЧ:~liИ.Н- э:гuи кuн:с:гсtн:rы, liU э:гu н:сtм и: н:~ liYЖliO; цuстсtтuч:н:u 3н:сtrь, 

Ч:Г() всдецстви:е Hi:tШel'() п:реЦП()JI()Жен:и:н_ KUHCTi:tHTi:t k Ki:tK-Г() фи:кси:ровсtна, 

и мы можем быть у верен:ы в тuм, ч:rо в бескuн:еч:н:ом КС-н_зыке н:сtйцутt:н 

ц~1юч:ки. , цди.liы кurupыx ар~выt:111' k . 
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l ) X'WY = ci, l'де l ~ k < п, а сх обозна'iает одну и.з букв u,, Ь, с; 
(т.~. Ц~llO'iKa Х'ШУ Ц~дИ.КОМ раt.:11одож~на И.дИ. в "зоне ;· t.:И.MBOJIOB 

U , И.JlИ. В " 3 ОН~ ;, t.:И.MBOJlO В Ь 1 И.JlИ. В " 3 ОН~ ;, t.:И.MBOJIO В С) , 

2) X'WY = и'ьт И.JIИ. X'WY = ьr с"Ь, l'де l + rn ~ k <п и. l, ni > О (т.е. 
ц~но'iка :c'WY раt.:11оложена "на t.:тыках. зон ;· разли'iных t.:и.мвоJюв 

и. t.:одержи.т ненул~вое 'iИ.t.:JIO t.:и.мвоJюв каждой и.з " зон ;,). Н 

t.:и.ду выбора 'iИ.t.:да п ни.какие дру1'и.е t.:11оt.:обы раt.:110Jюжени.я 

11одце11о'iки. Х'ШУ в це11о'iке ипьпсп н~t.юзможliы ( отt.:юда t.:.1шдуе1', 
'iTO нодходящий выбор 'iИt.:Jia п нозволил нам уменьшить 'iИ(;JIO 

вари.антов раt,:llОJЮЖени.я 11одце11О'iКИ X'WY в цено'iке лзыка). 

Тенерь еt,:ли. мы t.:танем новторлть (,, нака'iи.вать ;.) цено'iки :с 
И. у В 11~рвом t.:дy'iae, то нa'ili~T pctt.:TИ. 'iИ.t.:JIO OДliOl'O И.3 t.:И.MBOJIOB 

U , Ь И.JlИ. С:1 ТОl'Дёt КёtК 'iИ.t.:JIO Ot.:Tёt.llbliЫX ДВУХ t.:И.MBOJIOB бу Д~Т Оt.:Тёt

ВёtТЬ(;Л нрежни.м, и. 110.11у'iсtемые 11ри. этом цено'iки уже не будут 

11ринс1ддежс1ть зсtдсtнному лзыку. Но втором же L:дy'iae нри " нсt

ка'iке ;, возникнут цено'iки, t.:одержащи.е вхождение це11о'iки. Ьи 

и.ди. сЬ1 'iTO тсtкже liедо11уt.:ти.мо (t,:и.м.1:.юды а,Ь1 r: Ш:L'iliY 'l' 1, 11ереме
ши.ватьt.:я. ;. ) . Поду 'ictel't.:H, 'iTO мы не можем 11редt.:тави.ть дюбу ю 
ДO(;TёtTO'iliO ДЛИНliУЮ Цl;llO'iKY ипьп(;п в ви.де 'UX'WY'U тсtк, 'iТОбы 

11ри этом вы1ЮдliЛJЮt,:ь уt.:Jюви.е деммы о рсtзрсtt,:тсtни.и. Следовсt

тедьliо, Иt,:ХОДliЫЙ я.зык не яВJrлетt.:л контекt.:тно-t,:вободным. # 

./:3 це.1юм техliИ.Кёt Д0Кёt3сtтедьt.:твсt t; llOMOЩbIO JШММЫ О pct3-
pctt.:Tct.l:iИ.И. ддя КС-лзыков ,, отри.цатедьliых ;. утвержд~liи.Й ти.11с1 
" ДёtliliЫЙ язык .l:ie ЯВJIЛ~Т(;Я. KO.l:iT~Kt.:T.l:iO-t.:вoбoдliЫM '" ёtliёt.1101 'И. 'i.l:ict 

технике докёt3сtТеJiьt,:тва утверждении о liepe1 'yдяpliOt,:ти я.зыков 
(; И(;ll0Jib30BёtHИ.l;M деммы О pct3pctt,:TctliИ.И ДJIЛ peI'YJПipliЫX Я:3ЫКОВ. 

Обрсtти.м B.l:iИ.Mct.l:iи.~ lict рёt3ди. 'iИ.~ t.:тру ктур " .l:ictKct'iи.вcteмыx ;. 
це11о'i~к в ре1 'у дяр.1:iых и. кo.l:iтeкt.:·1'liO-t.:вoбoд.l:iыx лзыксtх. 

Jleммct о рёt3рсtt.:тсtни.и. ддя ре1'удлрных лзыков утверждсt

ет, 'iTO дЮбаЛ ДO(;TctTO'iHO ДJIИН.1:iаЛ цeLIO'iKct pel'YJIЯp.1:iOl'O языка 
11ред t,:тсtвимс1 как t.:оеди.нение трех Liодце11о'iек, из которых t,:ред

liЯЯ. 11одце11о'iксt 01'pct.1:iи. 'ielict t,:верху 110 дди..1:iе и. tle 11yt,:тct, ее 

МОЖ.1:iО 
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и J:iИ т)а.3у т е MOЖJ:iO выбrюt;ить вообще и тсtксtя J:i1:LK1:L'--1K1:L" J:ie t' 1 • ' t' 1 ]) 

выводит 31:L нред~lЫ ДcLJ:iJ:iOl'O Я.3ЫК1:L (ри(.;. 8.26). 

и w и 

п 

Рис. 8.20 

w 

Jleммct о pa3pct(.;T1:LJ:iИИ ддл КС-л3ыков утверждсtет в анаJю

l'И'--1.1:iОИ (.;И'l'усtции, '-!ТО ценО'--1К1:L Л3ЫК1:L нреД(;Т1:LВИМ1:L Ki:LK t;Оеди

нение няти 11одце110'--iек, нри'-iем е(.;дИ рсtt;(.;МОтреть три t;peдliиe 

11одце110'-iки1 то ,, J:icLKcL'-iивctю·1тя " крм - нервм и третья и3 J:iИX, 

а (;i:LMM (;ередиliа не менлетt.:л (ри(.;. 8.27). 

и V 

и V 

--------.........------ -------....,.....--------
п п 

Рис. 8.27 

Обрсtтим BJ:iИMctJ:iиe J:ict то, '-!ТО 01 'PctJ:iи '--ieJ:iиe (;верху ддиJ:iы 

нодцено'--iки Х'ШУ KOJ:i(;TcLJ:iTOЙ: k, вытексtющее И3 деммы о р1:L3рсt
(;Тсtнии1 О'--iень ВсLЖНО И1 не И(.;110J1Ь3УЛ е1'О1 вообще l'ОВОрл, недЬ3Л 

ДОКёt3ёtТЬ, '-!ТО ДёtJ:iJ:iЫЙ: Л3ЫК J:ie ЛВдЯ.еТ(;Я. KOJ:iTeK(.;TJ:iO-(;BOбOДJ:iЫM. 
~1:Lt;(;МОтрим в этой: (;ВЛ3И тсtкой: нример. 

Пример 8.12. llуеть я_3ык L онред~шн как множеt;'l'ВО В(;ех 

цено'-iек В аJ1фu.вите { u, , Ь} ВИДс\. апьтапЬ"\ '(/, ~ о. Докu.жем1 '!ТО 
он не лвляет(;Я контек(;ТНО-(.;ВОбодным. 

llред11оя11гм1 '-!ТО L - КС-л3ык, нояу ч:им , '-!ТО ддл ДО(;ТсtТО'--1-

но бодьших п и '(fl, цепО"!Кс\. апьтапьт допу(;КU.ет преД(;Тс\.ВJiение 

в виде ·их·шу·u. Ныберем '-iИ(;дёt ·п и rn тсtк, '-!ТО они бодьше, 

"!ем определеннм леммой: о р1:L3рсtt.:та.нии конt.:тсtнтсt k для Я3ЬI
Кёt L. AJ:iaJlИ3иpyeм вctpиctJ:iTЫ " р1:L3мещеJ:iил ;, нодцено'--iки х·шу в 
ЦеНО'-!Ке anьnanbm; O'--ieBИДJ:iO 1 '-!ТО " H1:LK1:L'--1K1:L ;, НеВО3МОЖН1:L1 et;JIИ 
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цено'--iки. х и. у обе цеди.ком находя:т<.:л в 1, зоне
1' како1·O-то од

но1·O <.:и.мвода, а и.ди. Ь; есди. же, скажем, х = аРЬ!j 11µи. р1 8 -1 О, 

Т.е. ЦellO'--iKa Х НаХОДИ.l'(;Л 1, на (;ТЫКе 30Н " (;И.МВОJЮВ U И. Ь7 ТО L1рИ. 
" наю:t'--iке 1' возникнет бодее '--iем одно вхождение 11одцено'iки Ьа 

в цепо'--iку лзыка L, 'iTO 11роти.воре'--iит O11редt>дению это1'О лзы

ка· е<.:ди же х = ьРа!j пни р 8 -1- О то нни нака'--iке 1' возникнет 1 1""' 1 f 7 1""' 1, 

бодее двух вхождений 11одце11O'--iки. аЬ1 '-!ТО также невозможно. 

АнаJю1 ·и. '-!НО анаJ1и.зи.µует1,;л размещени.е цено'--iки. у 
1
, нсL с 1ъ1ках 

зо11 ;· . l3 <.:иду то1'О '-!ТО п 1 rn > k 1 а lx'U.1yl ~ k, никакие дру1'ие 
вари.анты ра1,;11OJюженил нодцено'iки 'J:·wy невозможны. 

Есди. O1'µани'--iение lia ддину этой 11одце11O'--iки O11у<.:тить1 то 
Окажется: ВОЗМОЖНЫМ такое ее ВХОЖдени.е В ЦellO'--iKY атьпатьп , 

'-!ТО х = a!j 1 'Ш = аРЬmач и. у= а" ддя. некоторых 11OJюжи.тедыtых s 1 

р1 q1 ·г. То1'да нри s = ,,. ( L1e1·O анриори недьзя: отвер1'ать1 так ксLк 
у<.:Jю.ви.л деммы о разра1,;тани.и. не требуют1 '--iтобы дди.ны цепо'--iек 

х и. у быди. облзатедьно µазди. '--iными.) 
1
, нака'--iка 1' це11O'--iек х 

и. у д,аJ1а бы 
1
, 1,;и.нхронное ;, унеди'--iение '--iИCJ1a симводов а 11ри. 

неи.зменном '--iИ.СJШ 1,;и.мвоJюв Ь, '-!ТО не выведо бы на<.: за нµедеды 

лзыю::1, L. Таки.м образом1 нам то1'.Ца не у даJю1,;ь бы доказать, 
V 

что O11редt>,,J1лемое деммои о разрастании. нред<.:тавдение ценочки 

а"~':iпа,пьп не может иметь ме<.:та. # 

Ра1,;<.:мотрим еще один нример, важный ддя. нони.мания. дем

мы о µазµастани.и и ее нµи.менении. 

Пример 8.13. Зададим лзык 

Здесь ари µазмещени.и "наюt'--iиваемых ;• цено'--iек в "зolie ;• сим

водов с;. ,, liaкa'--iкa ;, не выводит за 11ред,еJ1ы лзыка L' (так как в 

el'O цено'--iках '--iИ.CJIO (;И.МВОJЮВ (;. может на (;KOJlbKO УL'ОДНО нре

вышать 'iИ.CJIO 1,;имвоJюв а и. Ь) . Тем не менее и в этом <.:J1y 'iae 
усдови.е деммы о разра1,;тани.и ие выпоJ1илетt.:л . 

Дей1,;·1'витедьно1 для. дot.:тaтO'iliO бодьшо1 ·о п возьмем цено'--i

ку апьп(;.п Е: L' (т.е. ценО'--iКУ лзыка L' нри п = р) . ECJIИ в нредста

вдени.и. такой ЦellO'--iKИ. В ви.де anbnc;.n = 'UX'WY'V ( !;Оl'да<.:но демме О 
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ра.Зра.t.:та.ни.и.) цено'iка. х·шу = с;{ нри. U < l ~ п (т.е. ,, на.ка.'iи.ва.е
мьш;' цено'iки ра.t.:нода.l'а.ютt.:л целиком в 1,зоне

1' t.:имвоJюв с), то 

ценО'iКёl, 'U'Ш'U = unьn(;n- lxyl r/::.. L', Та.К Ка.К lxyl ;?: l и. п - lxyl < п, 
т ,е. 'iИt.:Jю t.:имвоJюв с; ока.жетt.:л меньше, 'iем 'iИ.L:JIO t.:и.мволов и и 

Ь. 'l'с1,ки.м обра.Зом, t1еt.:мо·1-ря. tiёt то 'iTO "liёtKёt'iKёt 1' цено'iек х, у 

В .ЦёtliliOM L:Jty '-ia.e tЮЗМОЖ!iёt, li(;Jlb3Я. и.х выброt.:и.ть, ОL:'l'ёl,Вёl,Л(;Ь В 

нре.Ц (;Jlёl,Х Я.3Ь1Кёt. НевОЗМОЖtiОL:ТЬ дру1·и.х BёtpИ.ёtliTOB pёtt.:llOJIOЖe

liИ.Л llОДЦl::ШО'-iКИ. хшу В ценО'iКе Л3Ь1Кёt L' ДОКа.ЗЫВёtеТL:Л 'l'O'itiO 

тс1,к же, кс1,к и. в нредыдущи.х 11ри.мерс1,х. # 

Итёtк, ну ЖliO llOMliИ.TЬ, '-!ТО BЫllOJIHeliи.e УL:JЮВИ.Й леммы о 

ра.З рёtt.:ТёtНИ.И. 11ред11олс1,1 'ёtет и. ВОЗМОЖНОL:ТЬ выбрёtt.:ЫВёtНИ.Л 71 Нёt

ка.чи.ва.емых 1' ценочек - вt.:е цепо'iки Zn = ·ихп·шуп,и и.з уt.:Jюви.л 

Jшммы при п ;?: U доджны оt.:та.ватьt.:л в языке L, и еt.:ли. уt.:Jюви.е 
деммы BЬlllOJlliЯ.eтt.:л нри. вt.:ех llOJIOЖИ.'l'(;JlbliЬlX п, liO tie BЬlllOJlti}i

eтt.:л нри. n = u, то ЭТОl'О ДOL:Tёt'l'O'-iliO ДJ1Л нри.31iёtliИ.Я. 'l'Ol'O, '-!ТО 

цено'-iкёt z = ·их·шу·и с L t1e у довдетворлет уL:Jюви.ю Jtеммы о рёtз

ра.t.:тёtни.и. , 

Ана.ло1'и.'iнсtл t.:и.туа.ци.л имеет меt.:то, коне'iно, и. нри. и.t.:11одь

зова1iи.и. Jtеммы о ра.Зраt.:тliи.и. ддл ре~·удлрных я.зыков, 

8.4. Магазинные автоматы 

Автомс1,ты L: мс1,1·с1,зи.liliОЙ 11с1,мя.тью и.ди. маzазинные ав-
' томаты (t.:окрс1,щенно - МЛ-автоматы) , обра.Зуют кдаt.:t.: 

риспr1зниющ·их мudeJr,eй ддл К С-языки в то'-iно тс1,к же, кс1,к r.:и

nечные ивrпимиrпы лвдлютL:л ра.L:11ознс1,ющи.ми. модедлми. в кла.L:L:е 

реё-уJ(,ярных язь~r.:иt>. 

Понлтие МН-автомата. лВJrлетL:л 'iаt.:тным L:ду'iёtем общего 

и.1i·1·уи.ти.в1iо1·0 1101iн.ти.н. ивтимити, которое мы ввели. в 7.5. Кс1,к 
и. вt.:лки.й автомат, Мll-а,В'l'Ома.т - это уетройt.:тво, имеющее 

бJr,ur,; управJr,ен·ия, t>хидnую Jr,enmy1 ё-UJr,Ut>r.:y и. бJr,ur,; внуrпренnей 

пимяrпи в ви.де маzазина МЛ-автомата (и.ли. c:rner.:u). 

DJIOK у11рс1,вдеliШl. в каждый момеliт времеliи. liёtходи.тL:л в 

OДtiOM И.3 KOlie'-iHOl'O MtiOЖeL:TBёt Q с:ис:тияnий. 
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Нход1шл JН~lП'i::L 11ред11одi::Ll'ёtетt;л " 11oдyбelЖOlie'-llioЙ\ т.е. Olii::L 

имеет lii::L'ict.JIO С, девый крi::LЙ ;, ) 1 liO lie имеет KOliЦi::L. Jleliтct pi::L3-
V V V V V 

дeлelii::L lii::L Л'-lеики, 111юнумеровсLнные от крёtинеи девои Л'-lеики: 
V V 

lii::LTypi::LЛbliЫMИ: 'iИL:Jii::LMИ:, Hi::LЧ:И.l:li::LЛ (; единицы; в Кi::LЖДОИ Л'-lеике 

может быть зсtпиt.:сtн t.:имвол с1лфсtвитсt V 1 нсtзывсtемого вхид

пым а.лфавитом МЛ-автомата. Н ксLждый момент вре-

1 2 

Входная лента 

Блок 

а . . . . .. 

i i+l 

Головка 

Q 

управления 

Ри1;. ~-2~ 

Магазин 

меliи: 'iИ:Ti::LIOЩctя. 1 ·оловксt обоз

ревсtет (и:ди: 'iИ:Тс\.ет) некоторую 
V V 

Н 'iеИку ВХОДliОИ дeliTЬl. 

Еt.:ди: в этой Я'-lеЙке Зi::LllИ:t.:i::LH 

некоторый f>xudnuй С:'UМf>Ид1 т.е. 
t.:И:МВОЛ ВХОДНОГО ciJiфi::LBИ:Ti::L1 ТО 
е1·O lii::LЗЫBi::LIOT обозреваемым 

(в Дi::LliliЫЙ момеliт) входпым 

симво.лом (ри:t.:. 8.28). 
llpeд11oдct1 ·сtетt.:.н, '-!ТО еt.:ди: lii::L деliте зct11и:t.:ctlii::L lieкoтoplli lie-

11y t.:тi::L.н цено'iксt х = х( l)x(2) ... x(k) во входliом w1фёtви:те1 то 
V V 

ее t.;и:мволы 11о t.;дедовсtтедьно Зi::LllИ:t.:i::Lны в Л'iеиках от нервои до 

k-й, без 11ро11уt.;ков, тс\.к 1 'iTO t.;и:мвоJ1 :.с( i) Зi::LHИ:t.:i::LH в i-й л'-lеЙке 

(ри:t.;. 8.29). 

x(l) х(2) x(i) x(i+1) x(k) 

1 2 i+l k 

Ри1;. 8.29 

Мll-автомёtт может '-!и.тать цено'-lку х, 11родви:1'i::LЛ l'ОJювку 

только в OДliOM liанравлеliии1 L:Jieвa нсtнрсtво, но шсtгсtм, нри:'iем 

зсt каждый шсtг головка переходит от обозревсtемой лч:ейки: к 

L:J1едующей. Еt.:ди: в ксtкой-то момеliт времеliи: обозревсtетt.:.н 

L:имвод x(i) 1 1 ~ i ~ k, зcLни:L:i::LliHOЙ lii::L денте цено'iки: х, то 

'Н,~прuч,,итпапгюй час:т1:>w f>XUdН,uй 'Ц~nИ 'ЧК'U х будет нодцено'-lкi::L 

:i; ( i + 1) ... х ( k). Н 'ii::LL:тнoL:ти: 1 нри: i = k нeнpO'iИ:Ti::LHHi::LЛ 'ii::Lt.:ть 
V V 

L:OBlli::LДcteт t.: нуL:тои ценО'iКОИ, и TOl'Дi::L l'OBOPH'l', '-!ТО цено'-lка х 

llOJlliOL:'l'ЬIO 11pO'i11Ti::Llia Mll-i::LB'l'OMi::LTOM (p11L:. 8.3U). 



8.4. Мсtг~мнные сt1п·uмсt:гы 627 

Рис. 8.30 

Mш'ct3Иli Мll-с11п'омс1тс1 yc;тpoeli и рс1ботс1ет с;дедующи.м обрсt

зом, Ксtк и входю1л дeliтct, Mctl'c13Иli .лвдлетс;л нодубес;кою~'-iliЫМ 
V V 

и pc13дeJШliliЫM lict пpoliyмepoвctliliыe л'-lеики., в кс1ждои из ко-
торых может· быть зс1нис;с1н с;имвод с1дфс1витс1 1 ~, нс13ывс1емого 
ма~азиппы.м а.л,фавитам МП-авта.мата, НходliоЙ и. мc1-

l'c13И.liliЫЙ с1дфс1ви.ты Мll-с1втомс1тс1 MOl'Y'l' 11ерес;екс1ты.;л и. дс1же 

~..:овпс1дс1ть друг i..: другом, Символы а.1rфс1витс1 Г нс13ывс1ют .ма
~аз'иnпы.ми сим в а.л,а.м,'и, llepв у ю я. '-lеЙку мc11 'c13И.lict liс13ывс1ют 

е1 'О в ep-;J;neй J1.,'Чейкай ( И.liOl 'Дct нро~..:то в ер-;J;а.м, ма~азипа*). 
Си.мвод, в ДctliliЫЙ момеliт зc111и.t.:ctliliыЙ в верхliеЙ Л'-lеЙке мс11 'сt

зи.liс1, liсtзывс1ют в ерхп·им си.мв а.л,а.м ма~азипа, 

Eди.lit.:твelilictЛ O11ерс1ци.л, которую Мll-с1втомс1т может рес1-

ди.зовс1ть i.; мс11'с13И.liом, ~..:о~..:тои.т в ~.;дедующем; 

верхний с;имвол Z мctгc13и.lict зс1менлетс;л не-
V V 

которои ценочкои , мс1гс13и.нных ~..:и.мвоJюв, 

llpи. этом еt;ди. цено'-iксt , lieнyt;тctл, то Olict зс1-
11и.t;ывс1етt;л в нервых rn л'-lеЙкс1х1 l'Де rn = 1,1 
( длunе: це:rщч.,х;п , ) , тс1к1 '-iTO ее нервый ~..:и.мвод 
L:TctliOBИ.TL:Я. верХliИ.М L:И.MBOJIOM Mc1l'c13И.lic1. 

z 'Y(l) -
С\1 

'Y(m) 
С\1 

Рис. 8.31 

Еt;.11и. д,о зс1меliы Z цено'-lкой , нод, верхliеЙ Л'-lеЙкой*"' (т.е. в 

я. '-lеЙкс1х 1 lict'-iИ.IOLЯ. i..:o второй) быдс1 зc111и.L:ctlict кс1кс1я.-то цено'-iксt а, 

то 11O(.;JШ 3сtмены OНс1 l:ДВИГсtетс;л " В гдубь ;, Мс1Гс13И.flс1 И OКс13ЫВс1-
етс;л зc1ни.L:ctliliOЙ уже в Л'-lеЙксtх, lict'-iИlictя. с; (тп + 1)-й (риt;, 8.~l), 

Еt;.11и. же верхliи.Й ~..:и.мвод Z зс1меш1ет~..:я. нус.;той цено'-iкой Л, 
V 

то lIOL:Jle Тс1КОИ 3c1Meliы верхним (.;И.МВОJЮМ Мс11 'с13ИНс1 (.;ТёtНОВИ.Т(.;Л 

~ Тttки:м обрtt3ом1 в н:~;формсtJrьном опи:1;ан:и:и: Mll-ttвтoмttтa д~;н:тtt ч:и:та-
1;т1;}1 (;Jr!;Bo, IO;l..1!1 \ё;t,В() ;, ё;t, M ct.J. 'ё:t3И:Н - (;В!;1 \Ху ВНИ.3 ;, 

?7 .t' ' ,.., .t' ~ ~ 

"" lloJШJ. 'ttют, ч:то, как и: 1;и:мводы цi;IIoч:i;к н:а вхо.цн:ой д1;нт1;1 1;и:мводы цi;-
IIoч:i;к, 3о..IIИ:(;о..Н:Н:ЫХ В Мо..1 'а3И:Н:, po..l;IIL)Лo,l 'o,I<)T(;}i В IIL)(;Л!;.ЦL)Во,Т!;ЛЬНЫХ }i'i!;Иках 

,, 1;в1;рху вни.3 ;, 61;3 11ро1rу1;ков п. 'il;!;K. 
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нервый t.:и.мвuд ценu'iки. сх ( зa11и.t.:a.1:i.1:iUЙ нuд верх.1:iеЙ н. 'iеЙкuй 

Ma,l'ёL3И..1:iёL), т.е. ценО'iКс:\. (Х 17110Д.1:iИ.Мс:\.е'1'(.;Я. 1' .l:ic:\. OДtlY Л'iеЙку. 

В t.:ду 'ic:\.e, ко1 'да сх - нуt.:тм цено'iкс:\., замею:t верх.1:iе1 'О 
u u 

t,;и.мвuдс:1., ма1'а,3и.r1с:1., нуt.:тuи ценu'iкои , нри.води.т к 011уt.:тошеr1и.ю 

Мс:\.1 'ёL3И.Нс:\. ( НИ. В UД.1:iUЙ И3 Л'iеек Mcbl 'ёl,3.И..1:iёl, не 3ёL11И.(.;ёl,.1:i ма1 'ёL3ИtltlЫЙ 

t.:имвоJ1). Зс:1.,метим, LП'О, 110 011редедеr1ию, t,; нуt,;тым мс:1.,1-а,3.и.ном 
Мll-с:1.,втомат .l:ie может нрои.зводи.ть .1:iи.каки.х онераци.й. 

011.и.t,;a.l:i.l:ioJI выше ош:~раци.л t,; Mc:\.l'ёL3И..l:iOM t.:Оt,;тс:1.,вдлет Ot,;.l:iO
вy 11ов1:ще.1:iю1 Мll-с:1.,втомс:1.,тс:1.,, е1'0, обра,3r10 1-оворл, ,, ди.ю:t.ми.
ку 1' . Этс:1., ,7 ди.r1с:1.,микс:1.," онределлетt.:л системой команд МП
автомата, которс:1.,л, c:\..1:ic:\.JI01'и. 'itlO с·истпеме киманd кинечниё,u 
U(j'ffl,(JMUTna, онредешrетсл Кс:\.К KOtle'itlOe MtlOЖe(.;'l'BO б КОМс:\..1:iД, Кс:\.

ЖДоJI из которых за11и.t,;ывс:1.,етt,;л в в.и.де 

quZ • ·г,, 

l'Де Ч И. r· - (.;0(.;ТОЛtlИ.Л И.3 М.1:iОЖе(.;ТВс:\. Q; U - входнои (.;И.МВ.Од 

WlИ. нуt.:тс:\.Я. це11u'iка; Z - MёLl'a,3.И.tltlЫЙ (.;И.МВОд; r - ЦellO'iKa, 

ма1'ёL3и..1:ir1ых t,;и.мвuJюв (мuжет быть и. нуt.:тан.). 

Еt,;ди. в t.:и.t,;теме команд б Мll-с:1.,втомата М еt.:ть комс:1.,ндс:1., (8.8), 
то М мuжет в данный момент времени выпuлнить эту команду, 

еt.:ди. и. только еt,;ди. в Дс:\..1:itlЫЙ момеr1т времеr1и. е1'0 блок унра

вления нахuди.тt.:л в t.:оt.:тuлнии q, головка uбuзревает входной 
(.;И.MBOJl U (нри. уt,;JЮВИ.И., 'iTO U ~ Л), с:\. верхr1и.м (.;И.МВОJЮМ Mc:\.l'c:\.-

3.И..1:ic:\. ЛВJ!ЛеТ(.;Я. (.;И.MBOJl z. Hы110J1tle.1:iи.e КОМс:\..1:iДЫ (8.8) (.;0(.;ТОИ.Т в 

3c:\.Metle верхнего (.;ИMBOJiёL Мс:\.l'ёL3ИНс:\. ценО'iКОЙ r (кс:1.,к это OllИ(.;c:\,

.1:iO выше), нереходе блока у11равдеr1и.л в t.:Ot,;TOЛ.l:iи.e т- (которое 

может и t,;Ов11с:1.,дать t,; t.:Оt,;тоя.нием q) и. в нродви.жеliи.и l'ОJювки 

lia од.1:iУ я.'iеЙку ш1рс:1.,во (et;J1и. и в комс:\..1:iде (8.8) lie еt.:ть нуt,;тал 
ценu'iка Л) (риt.:. 8.32). 

Еt,;ди. же в комсt.r1де (8.8) и = Л, то тсt.кую комсt..1:iдУ Мll

с:1.,втомс:1.,т может вынодliи.ть вt.:лки.Й рёL3, КОl'Дс:\. е1'0 блок унра

вде.1:iил окажетt,;л в t,;Ot.:'l'Oлr1ии. q, а верхliим t,;имвоJюм ма1 'ёL3И.1:iа 
будет t.:и.мвод Z. Н этом t;J1y 'ic:\.e вынодtlе.1:iи.е комс:\.liДЫ liи.кс:1.,к tle 
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Входная лента Входная лента 

а а 

1 2 i i+l 1 2 i+l 

Головка 
Магазин 

Головка 
Магазин 

Q Q 
Блок Блок 

q r 
управления управления 

РиL:. 8.32 

За.ВИСИТ от содержиМОl'О входнои JШНТЫ7 а, 110Сде ее ВЫllОдненил 

l 'ОJювка. остсt.етсл на. нрежнем месте, 

_l->11,ссмотренную выше нроцедуру вынолнения. комсt.ндъ1 вида. 

(~Jj) на.Зывсt.ют ша~о.м (или тактом) работы МП-авто

.маrпа (нµи и = Л та.кт µа.боты на.Зывсt.ют л-rпактпом), 

llредноJюжим тенеµь, 'iTO в множестве состоя.ний Q бдока. 
унрсt.вленил Мll-сt.втомсt.та. М с системой комсt.нд б фиксиµовс:1.,

но некотоµое na-чaJlrr,noe состояпие чu и нодмножество зa

KJlrю-чumeJlrr,nыx состояпий Р. 

llусть в кс:1.,кой-то на.'iс:1.,J1ьный момент вµемени 6Jюк у11J)а.ВJ1е

нил Мll-11,втомс:1.,тс:1., М нс:1.,ходитсл в на.'iс:1.,J1ьном состолнии чu 1 нс:1., 

JШtlтe 3c:1.,11иcc:1.,tlc:1., tlенустал цено'iкс:1., х 1 l'ОJювкс:1., обозµевс:1.,ет нер-
V V 

вую Л'iеику деtlты и, <.;JШдовс:1.,тедьно, нервыи симвод цено'iки 

х лвдя.етсл обозµевсt.емым1 с:1., в ма.1'а.Зине зс:1.,ниса.н тw1ько один 

СlШЦИс:1.,JIЬНЫЙ СИМ!:Юд z u' На.ЗЫ.1:3-а.емый па -ч,aJl,r, Н,Ы,.М, си.мв OJlrOM 
.ма~азипа. 

То1'да.1 есди. Мll-сt.втомсt.т М, вы11одню1 некотоµую 11осде

довс:1.,тедыrость комс:1.,llд из б, проч::итывс:1.,ет подtlостью цепочку 

х 1 в резудьтс:1.,те 'iel'O бдок у11µс:1.,вJшнил неµехоцит в некоторое 
за.кJ1Ю'iите;1ьное состолние Ч/" Е: .Р\ 1'01:юµлт1 'iTO Мll-а.JП'Ома.т 
М донусксt.ет (рс:1.,с11ознс:1.,ет 1 вос11ри.ни.мс:1.,ет) цено'iку х, которую 

на.Зывсtют допусти.мой цеnо'чкой МЛ-авто.мата. Множе

ст.1:3-0 всех донуетимых цено'iек Мll-сштомсt·1'с:1., М обрсtзует язык~ 

допускаемый этим МЛ-авто.матом. 
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Дс1.J1ее мы дою::1..жем, '-!ТО л3ык дюбо1'О МН-а1:п'ом1:1.:га лвдлетt;л 

КС-л3ыком и., наобоµот, любой КС-л3ык еt;·1ъ л3ык некотоµо1'0 

МН-автомата. 1:3 этом ~.;мьп.:л:~ мы и говорим об МН-авт·оматах 
как о 1)аt;1103навате.11лх ;, КС-л3ыков; вt.:лки.Й МН-автомат до-,, r . 

нуt;кает те и. только те цено'iки. входных t;и.мвоJюв, котоµые 110-
рождают~.;л н~которой К С-ё,рамматш~uй. Но чтобы докюывать 

каки.е-ли.бо утвеµждени.я. об МН-автоматах., нужно t.:Ha.'-icl.Jla дать 
t.:'1'p01'oe математи.'iеt.:кое 011реде.11ени.е это1'0 нонлти.л, не анед
ди.ру я. уж~ к на1 ·дя.дным, но н~ 011р~де.11енным формс1.J1ьно и.делм 

денты, ма1 ·юи.на, 1 'ОJювки. и. т .11. Формс1.J1и.3аци.я. И.3Jюженно1 ·о 

выше они.t.:ани.я. нроводи.тt.:я. во мно1 ·ом анс1.Jю1 'И.'-iНО но~.;тµоени.ю 
V 

онредедени.л норождающеи грамматики.. 

Определение 8. 7. МН-автомат 3ада~тсл упорлдоч:~нной 
V 

~.;емеркои 

1-,це Q - коне'iное множеt.:тво t.:оt;толни.й; V - с1.J1фави.т 1 на-

3ЫВШjМЫЙ входным а.Jrфавитом; l' - мфавит, на3ываемый ма-

1 ·юи.tнiым с1.J1фави.том; qu Е: Q - на'iс1.J1ьное L:о~.;тоя.ни.е; J? С Q -
нодмноже~.;тво 3аклюL1и.тельных t;ОL:толни.й; Zu Е: l' - наL11::1.J1ьный 

ма1·юи.нный t;и.мвод; б - L:и.t;тема команд, 011µеде.1шннан как ко

не'iное множе~.;тво команд, каждан и.3 которых. 3а11и.~.;ывает~.;а в 

виде ( t$J:$); 

qaZ • ·гу, 

1-,ц~ 3нак ,, • ;, ( ~.;тµ~дка) - внешни.:Й: ~.;и.мвод (не нри.наддежащи.Й 

ни. одному и.3 у кюанных. с1.J1фави.тО.1:$); q, "Г Е: Q; а Е: V U { л}; Z Е: 1 '; 
r Е: Г*. 

Замечание 8.8. Неди.шне обµати.ть вни.мани.е на то, '-!ТО 

упоми.нани.е о денте и. магюи.не в нриведенном выше формс1.J1ь

ном онредеш~ни.и. t;О.1:$ершенно необа3атедьно. Формс1.J1ьно ддн 

онредедени.л МН-автомата до~.;татоL1но 3а.дать два с1.J1фави.та, 
V 

коне'-iное множеt;тво t;о~.;·1·олни.и, .1:$Ыдели.в в нем на'-iаJ1ьное t;O-
V 

~.;·1,оани.е и. нодмноже~.;тво 3акдю'iи.тедьных. L:о~.;тоани.и, а также 
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си.сл~му комаt1д . Обра.3ы ш~t1ты, ма.L'с\.3И.t1а, да и. <.;ам терми.t1 1, со
столt1и.е •• 1 лвдлют(,;л метафорами.1 которые нозводя.ют <.;влзать 

форма.Jrьно~ опр~Д{:;IШНЮ:~ <.; ~го t.:од~ржатмьной инт~рпр~таци
~й, и.д~~й li~KO~L'O 1, Yt.:TpOЙ(.;'l'BёL •• ДШL 'iTeliИ.H (.:довl (; OllИ.(.;ёttlИ.}I 

которОL'О мы t1a.'ia-11и. этот 11ара1'раф. # 

Любую ценоч.ку в а-11фавит~ V будем t1а.3ывать входt1ои 

ценоч.кой, ёL (.;с\.МИ ЭдеМ~liТЫ BXOДliOL'O адфавита - ВХОДliЫМИ 

си.мводами; точ.t10 так ж~ любую ценоч.ку в а-11фавит~ 1' буд~м 
liёL3ЫВс\.ТЬ MёLL'ёL3И.liliOЙ ценоч.кой, а (.;ИМВОJ!Ы ЭТОL'О а-11фавита -

ма1'сLЗинными. си.мвоJ1ами. Уноря.доч.~нную тройку до знака 

,, •" ( t.:тредки.) в зани.си. команды нс\.3ывают .11,евой 'Чrастr:,ю 

комапды, а унорлдоч.енную нару 110<.;J1~ знака ,, •" - правой 

частr:,ю комапды. 

Пример 8.14. J:->а<.;<.;мотри.м МН-автомат 

t.: таки.м множеt.:твом команд б 1; 

чoUZ • Чl uz, 
ч1UU--+ ч1 uu, 
ч1lU • Ч'2Л1 

Ч'21U • Ч'2Л1 

Ч'2ЛZ • чоЛ. 

На ри.t.:. 8.33 11рои.ш1ю<.;три.роваt10 вы11одt1~t1и.~ ш~рвых двух 

комаt1д. Нри. за11и.<.;и. си.с;темы комаt1д этОL'О коt1кретt1ОL'О МН

автомата мы в нравых ч.а<.;тя.х нервых двух комаt1д отдеди.ди. 

ма1'ёLЗИ.t1t1ую ценоч.ку от <.;О<.;тоя.t1ия. нробеJюм длл то1'01 ч.тобы t1e 
возник <.;обда.3Н нроч.и.тать левую и нравую ч.а<.;'l'И. этих команд 

одинаково. Таким приемом запиt.:и мы хотим под"шркнуть, "ITO 
девал ч.а<.; ·1ъ комаt1ды МН-автомата - у11орлдоч.еt1Ш:LЯ. тройка, а 

нравал - у норлдоч.енная. нара. 
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Замечание 8.9. Си.<.;т~му комсtliд Мll-шп'омсtтсt можliо 

понима.гь ка.к t;ПОGоб опр~д~шния: н~когорой KQ'Н,e'Ч'fUJU фу'Н,К'U/u·и, 

которую Ш:tзьшсtют фупкцией переходов МП-авrпо.маrпа 

(110 ансt.1101 'ии t; фу'Н,К'U/Uей перехиdив ·r,;и'Н,е'Ч'Н,Иё-И авrпимаrпа). Этсt 
функция: может быть 011ред~1ена как отображени.е ви.да. 

б: Q х (V U {л}) х 1' • Fin(Q х 1'*), 

1-.ц~ иt;нодьзо13сtliо обозна.'i~liи~ Fin(A) дшi м11ож~t;т13а. 13t;~x ко
Ш~'iliых 11одм11ож~GТ13 MliOЖ~t;l'l3ct А. # 

" Дию~ми.ку " Мll-а1п'омата.1 т.е. нроцеGG нерехода е1'О из 

OДliOl'O (.;0(.;ТОЛliИЛ 13 дРУI'Ое В (.;00ТВ~Т(.;ТВИ.И G обозревсt~МЫМИ 

t;ИМ13Одами lict JШliT~ и t;ОД~ржимым мa1'ct3Иlict, удоб11~~ 13G~l'O 
011ИGЫ13сiТЬ 13 т~pMИliciX 'КИ'Н,ф'Uё-ура'U/UU. Ддл ЭТОl'О общ~~ llOliЯ:

TИ~ ко11фи1 'У рсtци.и cil3TOMciTc\., которо~ lici Иli'l'Y И.ТИ.ВliОМ у p0131i~ 
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было введено в 7.51 необходимо уто'iни.ть 11ри.мени.т(;.11ьно к 

Mll-;;ш·1'0Ma.'I'Y и. 011редели.·1ъ та.кже отношение выводи.мости. на. 

мнuжеt.:тве конфи.1'урсtци.Й. 

Определение 8.8. Копфи-гурацией МЛ-авто.мата М 
Нёl.3ЫВа.ют уноря:доL1енную тройку ви.да. ( q, х 7 (J) 1 1 'де q Е: Q -
t.:остолни.е1 х Е: V* - входная: це11о'iю11 (J - Ма.1'ёl.3и.ннм цеао'iка., 

Конфи.1'ура.ци.ю С'= (г, ·ш1 ,сх) нёl.3ыва.ют пеnосредствеп

по выводи.мой и.з кuнфи.1'ура.ци.и. С= (q, а'Ш, Zcx), el:J1и. в мнu

же1.,;тве кома.нд Mll-a.в·1'0Ma.Ta. еt.:ть кома.нда. (8.8), Отношение 

не1101.,;редt.:твенной выводи.мо1.,;·1'и. на. множе1.,;тве конфи.1'урсtци.Й 

Мll-а.втома.та. М обозна.'iа.ем - м, и.1.,;11ользул зш1и.t.:ь С'г м С' (и. 

011у1.,;кал:1 еr.;ди. это не врtщит аони.мсtни.ю, обознсt'iени.е t.:a.MOI'O 
Mll-a.BTOMa.Ta.). 

Ита.к, не1101.,;ред1.,;твенна.я: выводи.мо1.,;·1ъ 

(8.9) 

имеет меr.;то то1'да.. и. только то1'да.. 1 ко1'да.. в r.;и.r.;теме б кома..нд 

Mll-a..в'I'OMa.l' a. М еt.:ть кома.нда. (8.8) 1 котоµую в этом (;Jty'ia.e 
нёl.3ыва.ют nри.мепи.мой к копфигурации (q1 а'Ш 1 Zcx). 

Тсtки.м обµо.Зом1 нефоµма.11ьно конфи.t'УJ->а.ци.я. 11окёl.3ывсtет t.:о
t.:толни.е блока. унµа.ВJП:~ни.л, ненµо'iи.та.нную 'iа.t.:ть входной це

но'iки. ( нервый r.;и.мвод этой цено'iки., e(;JIИ. OHi;I.. не 11у1.,;тi;1..1 я.ВJ1я.ет1.,;л 
обозрева.емым) и. содержи.мое ма.1'с\ЗИ.Нi;1.. (нервый r.;и.мвод Мi;I..Га.

зи.нной цено'iки. (J, еr.;ди. она. не 11уt.:та.., еr.;ть верхний r.;и.мвод 

мсt.го.Зи.на..). E(;JIИ втора..я: комнонентсt. конфи.1'ура..ции - 11уt.:тм 

цеаО'iКа., то это 03Шt'ict.eт, 'i'l'O ВХОДНШI цellO'iKci 11pO'iИ.TciH<L llOJI

HO(;TbIO. Е(;J1и. же 11yr.;·1'i;1.. третьл ком11онентi;1..1 то это ОЗНi;1..'iа.ет 1 
'iTO 11у<.;т Ма.l'ёl.3И.Н , 

На. ри.1.,;. 8.33 и.зобри.жены (в терми.ни,х 11ри.веденно1'О выше <.;О
держi;1..'I'едьно1'0 011и.<.;а.ни.я.) дне конфи.1'ура.ци.и. Mll-a.B'l'OMa.'l'i;I.. и.з 

примера. 8.14, прич:ем втора.я: конфи.гура.ция: непо<..:ред<.;твенно 

выводи.т<.;я. и.з нерв.ой. llоня.ти.е не1101.,;ред 1.,;твенной выводи.мо1.,;ти. , 

Та.КИ.М обрё1.30М7 форма.11и.зует Да.нное выше llОШП'И.е Та.КТа. (и.J!И. 
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ШcLl'cL) рсLботы MП-cLtП'OMcLTcL. ЗсLм~ти.м, '-iTO ~t.:.11и. JJ (8.9) и. JJ кo

McLliД~ (8.8) а = л, т.~. им~~т м~L:то л-гсLкт, то кoмcLliДcL (8.8) 
нри.м~liИ.Ма, к дюбой коliфи.1'ура,ци.и., у которой (1'оворл li~фop

мшrьlio) (.;0(.:ТО.Я.liШ:~ бдОКа, yнpa,BJI~liIOI е(.;'IЪ q, а, верхliи.Й (.;И.MBOJI 

МёLl'ё:\.ЗИliа, - z 7 11{-)И. '-iем, llOД '-iepкlieM это, lie3cLBИ.(.;И.MO от L:одер

ЖИ.МОl'О IJXOДliOЙ JШliTЫ (т.е . ДJI.Я. дюбой JJXOДliOЙ Ц(::ШО'-iКИ. ш). 

EL:JIИ. же а еt;ТЬ IJXOДliOЙ (.;И.Мl:Юд, то нри.меliИ.МОL:ТЬ КОМёLliДЫ к 

КОliфИ.l'У{-)ёLЦИ.И. 011{-)tЩ~IЮ~Т(.;Л (.;0(.;ТОЛliи.ем, обозрева,емым (.:И.MBO

JIOM На, ленте и верХliИ.М L:И.MBOJIOM McLl 'ё:\.ЗИ.НёL. 

Jlюбую коliфи.1 'ура,ци.ю ви.да, ( чо, :с, Zo) Нё:\.ЗЫВа,ЮТ па·ч.а.лt>

пой, с\., любую конфи.1'ура,ЦИ.Ю ВИ.Да, (Чj", л, л), где Чf" с F, -
зак.лю·ч.ите.лы-~ой. Обра,ти.м JJHИ.McLliиe нсL то, '-iTO зсLкдю'-iи

тедьliсLл коliфи.1'урсLци..я. - это коliфи.1-ура,ци..я. L: ну t;тым МШ'а,-

3И.liОМ. MliOЖeL:TBO Bt;ex 3cLKJlIO'-iИ.T~lЬliЫX КОliфИ.l'У{-)а,ЦИ.Й liа,ХО

ДИ.Т(.;Л) Та.КИ.М обрёtЗОМ, во B3a,ИMliO OДliO3lia.'-iHOM t;ООтветt;ТВИИ t; 

множ~L:твом зсLкдючи.т~rьliых L:оL:толний Mll-a,втoмcLT'cL. Из За,

ключ:ит~rьной конфигурсLции ll~ мож~т быть выв~деtш ни о.цнсL 

КО1iфИ.1'урсtци.л, 'l'a,K Ка,К К lieЙ lie нри.меliИ.Ма, liИ. OДlicL KOMcLliДa,. 

Конфи1 -урсtци.ю Мll-а,втомсtтсt, не лвллющуюt;я: 3а,Кдю '-iитедьной 
V 

и. к КОТ'Оl-)ОИ li~ lI{-)ИМ~НИМёL liИ. OДlicL КОМа,НДа,, Нё:\.ЗЫВа,ЮГ rпуnи-

ковой. 

Определение 8.9. Выводом па .мпожестве кон.фигу
раций МЛ-авто.мата М нёtЗыва,ют ноt;дедовсLтедьноt;ть Cl), 
С1 1 ••• , Сп, ... (коliе'-iную иди беL:конеL1ную) Та,КИХ е1'О конфи.1'у

рсLци.й, '-iTO ДJIЛ дюбО!'О i ~ 0 и.меет меL:то ci f- Ci+l, eL:JlИ. Ci+l 
t;ущеt;твует. 

ЕL:ди. JJЬIJJOД кolie'-i~li и. Сп - е1-о 110L:J1eдliЯЯ коliфи.1-ура,ци..я. , 

то '-iИ.t;JIO п liё:\.ЗЫJJсtют д.липой вывода. tl этом t;ду '-icLe будем 

1-оворить, '-iTO вы.1:юд Со, С1, ... , Сп t;вя:зывсtет конфи.гура,ци.ю 

cl) (.; КОliфИ.l'У{-)ёLЦИ.еЙ Сп. 

Конфи.1-урсLцию С' HcL3ЫJJcLIOT выводи.мой из конфи.1-ура,ции 

с, oб03licL'-iёtЯ: это КёLК с г"' С', е<.:ди <.:уще<.:твует IJЬIJJOД, (.;JJЯ:3Ы!JёL

ющи.й С<.: С', т.е. JJЫJJOД Со, С1, ... 1 Сп, 'l'а,КОЙ, '-iTO Со= С, cL 

Сп= С'. 
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Н 'iсtСП:iОСти, нри п = О ноду '-icteм, '-!ТО дюбсtл конфи1 'У рсtцил 

выводит<.;я. t;ctмct из себя.; нµи п = 1 ноду '-icteм неносред<.;твенну ю 

выводимо<.;ть С' из С. Н общем cдy'-icte 1'овоµлт, '-!ТО конфи1'у
µсtцил С' выводитсл из коtiфи1'урсtции С зсt п шсt1'ов, зсt11и<.;ывсtя: 

нри этом С f--n С'. ЖеJ1сtя: нод'-1еркнуть, LП'О L:уществует вы

вод ненудевой ддины конфи1'урсtции С' из конфи1'урсtции С, т,е. 

С f-Л С' И n > 0, ЗёЬllИ(.;ЫВсtЮТ С Г + С'. # 

Тсtки.м обрсtЗОМ, llOtlЛT'Иe ВЫВОДИМО(.;ТИ ДJIЛ КОtiфИ1'урсtций 

Mll-ctвтoмctтct вводитсл сtш:1..1ю1'и '-!НО тсtковому ддл 1'рсtммсtтики. 

И к тому же сохрсtнлетсл нолнсtл ctШ:tJIOl'ИЛ <.; нонлтием ducm·u

ж·uмucn1,'U в up'Uf;Hrn·upuвuнныx ё-рифих. 

Н терминсtх коtiфи1·урсtций может быть дcttlO и стµо1'ое 

онµедеJШtlие я:зыксt Mll-ctвтoмctтct. 

Определение 8.10. Нходную цено'-iку х нсtЗывсtЮ'l' дону

стимой цено'-lкой Mll-ctвтoмctтct М ( см. онредедение 8. 7), есди нс\. 
МtlОЖе<.;тве КОtiфИl'УРё:tЦИЙ М t;уществует вывод, СВЛЗЫВс\.ЮЩИ.Й 

Hct'-ictJ1ьнyю конфи1'урсtцию (qu,x,Zu) с зсtкдю'-iитедьной конфи-
1'уµсtцией (q{) .... ,л), l'Де Ч{ с Р', т.е. 

Язык, донусксtемый Мll-сtвтомсtтом М (иди нµосто я:зык Mll
ctвтoмctтct М), - это множес·1·во 1н.:.ех е1'0 донустимых цено'-iек. 

Мll-ё:tвтомсtты М1 и M'l нсtЗывсtют эквиваJl,ептпь~м:и, есди 

их я:зыки совнсtдсtют, т.е. L(M1) = L(M'l)-
Jlюбoй вывод нсt множе<.;тве конфи1'урсtций Mll-ctвтoмct1'ct, 

<.;вя.зывсtющий на.'-iс1.J1ьную конфи1·уµа.цию С0 = (qu,x,Zu) <.; од
ной из зсtкдю'-iитедьных, нсtЗыва.ют допускающей nосJl,едо

в атеJl,ьпостью копфи-гураций дJl,я цеnо-чки х. Цено'-iка. 

х нрина.ддежи.т я.зыку L (M) то1'дсt и тодько 'l'Ol'Дct, КОl'Да. для. 

нее существует донуска.ющсtя: 110СJ1едова.теJ1ьtlость конфи1'ура.

ций, Тем не менее может оксtЗё:tгьсл га.к, "!ГО да.же в гом CJIY'la.e, 
KOl'Дct х Е: L(M), из tla.'-ictJ1ь1-10Й ко1-1фи1'урсtции С0 мож1-10 вывести 
отнюдь не только за.кдю'-iитеJ1ыiую конфи1'урсtцию. 
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Пример 8.15. lly i..:ть Мll-а1п·омат 

опр~д~д~ll множ~t.:твом кома.нд б2: 

чuиZ • чuиZ, (1) 
чubZ • чubZ, (2) 
чuии--+ чuии, (3) 
quuu --+ Чl Л, ( 4) 
чuиЬ • чuиЬ, (5) 
чuЬи • чubu,, (б) 

чuЬЬ • чuЬЬ, (7) 
чuЬЬ • ч1Л, (8) 
ч1ии • ч1Л, (9) 
ч1ЬЬ • ч1Л, (lU) 
ч1ЛZ--+ч2Л. (11) 

Можио докё13с:\.'l'Ь, 'iTO этот Mll-a.tП'OMc:\.T дону~..:кс:\.~т з~rкщ1ьиый 
н:зык {ххн Е: {и, Ь}"'}, r·д~ хн обозшt'iа~т 'U'J-uзepc-uю цеr~и·чк·и х. 

llри.в~д~м донуt.:кающую 11оt.:Jшдоват~1ыiо~..:'1ъ коифи.1·ураци.й 

ДJIЛ ц~но'iки. иЬЬи: 

(qu , иЬЬи, Z) r(i) (чu, ЬЬи, uZ) f-(o) (чu, Ьа, baZ) г(t>) 

f-(t>) (ч1, а , aZ) f--(9) (ч1, л, Z) f- ( ll) (ч2, л, Л) 

( ~..:нраве:\. вии.зу 11од 3Шt'iка.ми. ю:шо~..:ред~..:·1,веииой выводи.моt.:ти. 

11од11и.~..:а.иы иомерс:\. 11рим~илемых комаид) . 

К liёL'ic:\Jiьиoй коифиr·урации. (qu, аЬЬи, Z) 11rим~иима тоJ1ько 
комаида (1). lloi.;д~ вынодиеиил этой комаиды нервый <.;имвод 

входиой ц~но'iки. будет lllJO'iи.тaи, а в мш·с1Зи.1iе вмеt.:то од1iо1 ·о 

~.;и.мвода z OKa,Ж~'l't;}.[ ЦellO'iKёL uZ, т.е. (.;И.MBOJI и l;Ta,lieT верХliИ.М 
l;ИMBOJIOM Ма,l'ё13И.1iс:\.. 

К пoлy'ieliliOЙ коliфигура.ции. (чu, ЬЬи, uZ) применима. тодько 
комаидё:L (6) 1 в резудьтс:Lте вынодиеliи.я. которой будет 11pO'iИTё:Lli 

еще оди.li <.;имвод входной цено'iки., т.е . ее второй ~..:имвод Ь, и в 

ма1 'ё13и.1iе окаже 1·t.:л цеао 'iKё:L baZ. 
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К треты~й конфи1'уµёtции 31::LHИGc:LHHOl'O выше выводс:L нриме

liимы две комс:LliДЫ: (7) и. (8), Выби.рс:LЛ комс:Lнду (8) 1 мы тем 
V V V 

Gё:LМЫМ 'iИ.Тс:Lем трети.и (.;ИМВОд входнои ценоч:ки, ё:L верХ!iИИ (.;ИМ-
V V 

вод Мё:Ll'с\ЗИНё:L7 (.;0Вllё:LВШИ.И (.; укс\31::LННЫМ GИ.MBOJIOM входнои ценО'i.-

ки. ВЫТё:LJlКИВс:Lем -~ из Мё:Ll'с\ЗИНё:L llOGдe 'i.el'O верхни.м (.;И.МВОJЮМ 
7 " ' 

Мё:LГс\ЗИ.1:Iё:L ОКё:LЖеТGЛ уже GИMBOJI а) т.е, B03llИK.l:IeT КОllфигурёtЦИЯ 

(ч1 7 а, aZ). Зёtметим тс:Lкже1 'i.TO ноGде выноднени.л комс:Lнды (8) 
Mll-c:LBTOMё:LT м',!, ОКё:LЖеТ(.;Л В новом (.;0(.;ТОЛliИИ. Чl. 

llри.мени.в к конфи.1'уµёtци.и. ( q1, а , aZ) еди.нGтвенную нри.ме
liи.мую к lieЙ комс:LliДУ (9), ноду'i.им конфи1'урёtци.ю (ч1 1 Л, Z), 
т,е, ВХОДНё:LЛ ценоч:кс:L нpO'i.И.Tё:Lliё:L 110дli0(.;ТЬЮ, ё:L В Мё:Ll'с\ЗИ.Не 0(.;Tё:LJl

GЛ (.;И.MBOJl Z. 
llримеliЛЯ. ОНЯ.ТЬ-Тё:LКИ. eдИliGTBeliliO ВОЗМОЖliУЮ ДJ!Я. Тё:LКОЙ 

КОllфигурёtЦИЮ KOMё:LllДY ( 11)' мы уби.рс:Lем GИ.МВОЛ z И.3 Мё:LГс\ЗИ.Нё:L7 
тем Gё:LМЫМ ону(.;ТОШё:LЛ el'O, И нереходим В 31::LKJlIO'i.И.TeJlЬliOe 

GО(.;толни.е Ч'2. 

1:3 то же вµемл, еGди. бы ноGJш третьей конфи.1'уµёtци.и. бь1Jю 
выбрёtliО " неудс:Lч:liое 11родОJ1жени.е \ т .е. быдс:L бы 11римеliещ;1.. 

КОМё:LНДё:L ( 7)' и ё:LВТОМё:LТ нрододЖё:LJl бы 31::LllИ(.;ЫВё:LТЬ в Mё:Ll 'с\ЗИ.Н 

вмеGТО TOl'O, 'i.ТОбы (.;рё:LВНИ.Вё:LТЬ Мё:Ll'с\ЗИ.Н (.; лентой, то ноду 'i.И.Jl(.;Я. 

бы выtlОД 

llоGJ1еднлл конфи.1'урёtцил в этом выводе хс:Lµс:Lктери.зуетGл тем1 
'i.TO tlXOДIO.lli ценО'i.Кё:L нрО'i.И.Тё:LНёt, Мё:Ll'с\ЗИ.Н не нуGт , (.;0(.;ТОЯ.НИ.е 

не ЛВJН!еТ(.;Я. 31::LКJlЮ'i.И.Тедьным и. не нри.мени.мс:L ни ОДНё:L КОМё:LНДё:L7 

т,е, ноду 'i.еннс:LЛ конфигурёtци.л ( Чl>, л) abbaZ) Mll-1::LBTOMё:LTё:L м',!, 

Я.BJHie'lTЛ ту 1Н1КОВОИ, # 

.i:->с:LGGмотµенны:й нример нокаЗывс:Lет, 'i.T'O Мll-ёtвгомс:Lт мо

жет 110111::LGTЬ в туни.ковую конфи.1-урёtци.ю, 'i.И.Тёt.Н дс:Lже " 11рёtвw1ь

liую " цено'i.ку, т.е. це110L1ку, нринс:Lддежа.щую е1'О лзыку, Это 

Gвлзс:Lно G недетерми.ни.рова.liнОGтью Mll-a.tlтoмa.тa., т.е. (.; тем, 

'i.TO и.з дс:Lнной конфи.1'урёtци.и. можно неноGредGтвенно вывеGти., 
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вообще l'Овоvя., бодее 'iем oдliY коliфи.1'УI->сtци.ю*. Тот фсtкт, 'iTO 
входliсtл цено'iксt 111->и.liсtДJШжи.т лзыку Mll-ctвтoмctтct, OЗlict'icteт 

ди.шь, 'iTO с.;ущес.;твует донус.;ксtющаJI. 11ос.;J1едовсtтедьliос.;·1ъ коli

фи.1'УI->сtци.й ДдЛ этой ценО'iКИ., liO lie В(.;ЛКёLЛ 11O(.;дедовсtтедЬliО(.;ТЬ 

коliфи.1'урсtци.й, котоvсtл возliи.ксtет 111->и. 'iтени.и. этой цено'iки., бу

дет донус.;ксtющей. Зctдct'ict эффекти.вliОl 'О нои.с.;ксt донуексtющей 

11O(.;JШДО.1:.ЩТедЬliО(.;'l'И. КОliфИ.1 'Уl->ёLЦИ.Й - OДliёt И.З O(.;liOBliЫX ЗёLДёt'-1 

!->ёt3I->сtботки. сLJН'ОI->и.тмов с.;и.liтсtкс.;и.'-J.ес.;ко1'O ctlicLJ1и.зct lict бёt3е Мll
сtвтомсtтов. 

Ксtк у же отме'iсLJЮс.;ь, O(.;liOBliOe с.;войс.;тво я.зыков, донус.;ксtе

мых Мll-сtвтомсtтсtми., с.;ос.;тои.т в том, 'iTO эти. лзыки. обvсtзуют 
клсtс.;с.;, с.;овнсtдсtющи.й с; кдсt,с.;с.;ом КС-лзыков. Но неvед тем ксtк 

докёt3ьrвсtть этот ос.;новной vезудьтсtт теОIJИ.И. Мll-а.втомсtтов, 

ёLНёLJЮГИ'iНЫЙ теоvеме КдИ.liИ. ДJIЛ KOlie'iHЫX ёLВТОМёLТОВ, ус.;тав

нови.м одно вес.;ьма полезное с.;войс.;гво МП-а.вгома.тсt, с.;ос.;толщее 

В том 'i'l'O ХВО(.;Т 1" вхо 11·lioЙ цеНО'iКИ И. /1 но 1" Mёtl 'ёt3Иliёt lie ВдИ.Я.ЮТ ' ,, ,,..., " ,,..., 
lia.. 1->сtботу Mll-ctвтoмctтct с; Hct'icLJIOM входной цено'iки. и. вeIJXOM 

Ма..1'ёt3И.Нёt, та.к КёLК BXOДHaJl цellO'iKa.. 'iИ.Тсtетс.;я. (.;TIJOl'O (.;И.МВОд Зёt 

с.;и.мвоJюм без возвvсtтов и. зсtбе1'сtliи.Й внеvед, ct мсt1'ёt3и.н обновдл
етс.;я. TOJlЬKO с.;веvху. 

llvи.ведем (.;'l'IJOl'YIO фоvмудИ.IJОвку. 

Теорема 8.5. llус.;ть в Mll-ctв·1-oмctтe 

lict мliожес.;тве коliфи.1'УI->сtци.Й ддл liекотоvых q, ,,. Е: Q, х, у Е: V* и. 
,v, (-l с::: l'* 
1,.-{, fJ '-- и.меет мес.;то выводи.мос.;ть 

(8.10) 

"Mll-cJ,BTOMcJ,T lii:.13ЫBcJ,IOT dетперм·и·н.,·ированпым, ~ели и.3 ксJ,жд,ой ~1-0 ко1t
фю'у~.щции н:~поср~д,ств~н:н:о вывод,итс>I н:~ бол~~ ч:~м од,н:сJ, кон:фю-урсJ,ЦИ.>!. 

MoжtlO д,окi:.13сJ,ть , ч:то, в отлич:ие от кotleч:tlOl'O сШтомс:t.тi:t-, д,Jш МП-сШтОмi:t-тi:t

н:~во3можн:сJ, проц~д,урi:t- д,~т~рМИН:И3i:t-ЦИИ И KЛi:t-CC 1i3ЫКОВ , д,orrycкi:t-~MЫX д,~

т~рмин:ирl>Вi:;t.Н:Н:ЫМИ l\111-i:t-B1'l>McJ,Ti:;t.MИ, cтpl>l'l> ВКЛЮЧ:i:;t.~ТС>! в KЛi:t-CC Н.3ЫКl>В, 

д,01rускi:t-емы.х 11рои.31юдь1tы.ми. Mll-c:t.в1'0Mc:t,тi:t-ми. 
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То1 'Да, длл арои.зводь.1:iых z Е:: V*, 1 Е:: 1 ч имеет ме(.;ТО выводи.
МО(.;'lЪ 

(8.11) 

Обрсt,т.1:iо, eL:Jп1 длл .1:iекоторых q, ·г Е:: Q, х, у, z Е:: V* и сх1 
(3, 1 Е:: 1 '* и.мее'l' меL:ТО ВЫВОДИ.М()(;ТЬ (8.11), то BЫllOJl.l:i}lel'(.;}! и 

ВЫВОДИ.МОL:ТЬ (8,10), 

• Индукцией [1() ДJIИlie ВЫВОДа,, L:ВЛ3ЫВа,ЮЩего КО.1:iфигура,ЦИЮ 

(ч, ху, сх) L: ко.1:iфи.1'урсt,ци.ей (r·, у, (3) в (8.10) доксt,жем, '-lто еL:

ди. этсt, выводи.моL:ть и.меет меL:то, то имеет ме(.;ТО и вьнюди.

МО(.;ТЬ (8.11), 
Длл выводсt, .1:iудевой дди..1:iы утвержде.1:iЮ:~ три.ви.щ1ь.1:iО. 

llу(.;ть дока,3ывсt,емое вer.l:io длл J1юбой ДJlИ.1:iы выводсt,, (.;влзы

всt,юще1'0 ко.1:iфи.1'урсt,ци.и. в (8.10) 1 .l:ie аrеtlышсt,ющей п -1. 
llредаоJюжи.м, '-lTO 

}}ct,(.;(.;MO'l'I>ИM аеrвый Ша,1' (.;()0ТВеТ(.;1'13УЮЩеl'О 13Ы130Да,. lly(.;'lЪ 0.1:i 

имеет вид 

( q, их' у, Zcx') гм ( ч', х' у, и-сх'), 

еде J; = u:J.:', сх = Z сх', и Е:: V U { л} и Z Е:: 1'. 
Это 3.1:ict,'-lи.т, '-!ТО .1:ia, этом шсt,1'е arи.мe.l:ie.l:ict, комсt,.1:iДсt, 

quZ • q'u-. (8.12) 

Со1'дсt,(.;НО нrедноJюжени.ю индукции., ддл аrои.звольных z Е:: V* 
и. 1 Е:: Г* имеет меL:то выводимО(.;ТЬ 

(ч', x'yz, и-сх',) гп-l (r·, yz, (3,). (8.13) 

Рсt,L:L:мотрим конфигурсt,цию (ч, xyz, сх,) = (ч, ux'yz, Zcx',) и 
ари.мени.м к ней комсt,нду (8.12). llоду'-lи.м 

(ч, ux'yz, Zcx',) гм (ч', x'yz, и-сх',), 
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т.е. 11µи. выводи.мости. (8.10) 3r:L ·п Шr:Ll'OB имеет место и выводи.
мос1ъ (8.11) ТёLКЖе 3ё1., 'fl, Шёl.,l'ОВ, 'iTO и. тµебова.1юсь ДОКёL3ёLТЬ. 

AJ:ia.1I01'И.'iJ:iO (J:io уже и.liдукци.ей 110 дди.J:iе выводr:L (8.11)) 
докёLЗывr:Lется:1 'iTO ес.11и. имеет место выводи.мость (8.11), то 
имеет место и выводимость (8.10). • 

МП-автuмат М J:iёLЗывают эк'ива.лептппы.м КС-гра.м.ма

тике G еL:ди. я:зык до11уекr:Lемый м- совнадает L: лзыким 1 1 . 1 ' 1 

пирижdаемым ё-раммаrn'Uкuй G, т.е. если L (M) = L (G). 

Они.шем а.111'оµи.тм ностµоеJ:iи.л 110 3r:LДr:LJ:iJ:iOЙ КС-1'µr:Lммr:Lти.ке 

экви.ва.11еJ:iТJ:iОl'О ей Mll-r:Lв'1•oмaтr:L, ёL тr:Lкже а.111'оµи.тм 11остµое

J:iИЯ. 110 3r:LДr:LJ:iJ:iOMY Мll-r:Lвтомату КС-1-µr:Lммати.ки., котоµой OJ:i 
ЭKBИ.Ba.lleJ:iTeJ:i. 

Алгоритм построения МП-автомата по КС-грамма

тике. Для. И.СХОДJ:iОЙ КС-l'l)ёLММёl.,ТИ.КИ. G = ( V, N 1 s1 Р) 011µе
дели.м Mll-r:Lвтoмr:Lт Ми= ({ч}, V, VUN 1 q, {q}, S, б) (с eдиli
t;твeliliым (;0(.;ТОЯ.J:iШ~М q), (;И.(;ТеМёL KOMёl.,liД () KOTOl)Ol 'O СТl)ОИ.Т(;Я. 

сдеду ющи.м обµёL3uм; ДдJI кr:Lждu1 'О 11µави..11а А • сх , 11µи.liадд~

жаще1 ·u Р, в б за11и.сыва~тсн. кuмаl!да qЛА • qcx и. ддя: каждu1·u 

а Е: V - комаliда qaa • qЛ. Ни.каких дµу1'и.х комаliд в t;и.стеме 

KOMёl.,J:iД б J:i~T. 

Пример 8.16. llусть дalia 1'µамма·1·и.ка 

мliожество 11µави..11 вывода Р котоµой есть 

S • aSЬSl aSlc:. 
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То1'дсt, экви.в1:LJш1п'ныи ей Мll-сt,втомсt,т Зсt,Дсt,ется. сдедующеи 
V 

(.:И.(.:"l'емои КОМа,НД; 

q ЛS • quSbS I quS I qr;, 

quu • qЛ, 

qbb • qЛ, 

qc;c; • qЛ 

(мы И.l:110дЬ30В1:LJ1И. сокрсt,щенную 3Ш1И.l:Ь неGКОJlЬКИ.Х КОМа,НД l: 

ОДИ.На,КОВЫМИ. девыми. 'i.a,l:'l'ЛMИ. 110 a,Hi:LJIOl'И.И. l: тем, Ка,К мы это 

ДЕ:'дсt,ем 11ри. 3а.НИ.l:И. множеt.:ТВа, llpa,BИ.Jl ВЫВОДа, 1 'ра,ММа,ТИ.ки.). 
Н си.стеме комсt,нд Mll-ct,втoмct,тct,, который строи.тел 110 Зсt,

Дсt,нной КС-1 •рсt,ммсt,ти.ке тсt,к, ксt,к это 011и.t.:сt,но выше, мы 1:н1.ди.м 

двсt, ,, L:opтct,'' комсt,нд; 1) комсt,нды, ,, модели.рующи.е 1'" 11µи.менени.е 

11µсt,ви.д, И.l:ХОДНОЙ l 'l>a,MMa,'l'И.KИ. ( в Да,ННОМ 11ри.мере это КОМа,НДЫ 
11ервой строки.); 11ри. вы11однени.и. ксt,ждой тсt,кой комсt,нды Мll

сt,втомсt,т дедсt,ет Л- 'l'а,К'l', т,е, не 11родви.1•сt,ет l'ОJювку 110 входной 
денте; 2) комсt,ндъ1 1, t.:µсt,внени.л \ L:Ol'Jlct,GHO которым Мll-сt,втомсt,т 
доджен уби.µсt,'l'Ь веµхни.Й t.:и.мвод мсt,1'а,3и.нсt, вслки.Й ра,3, КОl'Да, он 

совпсt,Дсt,ет с обозревсt,емым символом нсt, ленте. 

То1'дсt,, 'i.И.Тсt,л входную це11о'i.ку, тсt,кой Мll-сt,втомсt,т 17 моде
ди.рует •• девый вывод этой це11О'i.КИ. в и.сходной l'ра,ММа,ТИ.Ке, 

V 

нри.менлл Ка,ЖДЫИ ра,3, КОl'Да, веµхни.м l:И.MBOJIOM Ма,Га,ЗИ.На, 0Ка,-

3ЫВа,еТt;Л нетерми.нш1, КОМа,НДУ 1,11epBOl'O t;Oµl'a,"' и. Вl:Я:КИ.Й ра,3, 

КОl 'Да, верхни.м l:И.MBOJIOM Ма,1 'а,ЗИ.На, ОКа,3ЫВа,еТL:Л терми.нш1 и.с

ходной 1 'ра,ММа,l'И.КИ.1 7
, КОМа,НДУ L:ра,ВНеНИ.Л "' . 

llpo'i.итct,eм цено'-lку иас;Ьс;; 

( q, иис;Ьс;, S) r ( q, иис;Ьс;, aSЬS) r ( q, ис;Ьс;, SЬS) r 
Г- ( q) ис;Ьс;, aSbS) Г- ( q l c;bc;l sьs) Г- ( q 1 с;Ьс;, c;bS) Г-

Г- (q, Ьс;, bS) r (q, с;, S) r (q, с;, с;) r (q, л, Л). 

Нетрудно ни.деть, 'i.TO этот нывод 1, модеди.рует"" JШный ны
вод в Гра,ММа,ТИ.ке; 

S r uSbS r uuSbS r auc;bS r иис;Ьс;, 
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т.е. Мll-сtвтомсtт, (;трол до11у(;ксtющую 11О(;JН:ЩОвсtтеJ1ыiО(;ТЬ КО1i

фи.1'у{Jсtци.й ддл входliоЙ це11о'iки., lict каждом шсt1'е, коt'Дсt веvх

liИ.И (;ИМВОд Mal'a3И.1icL lie (;ОВ11адает (; O'ie{JeДliЫM (;ИМВОJЮМ вход

liОЙ це110L1ки., доджеli " у1'адать 1• 11римеliлемое 11vавшю (выбvать 
в дaliliOM 11vи.меvе oдliY из тvех 11еvвых комаliд). Не11vави.ды1ый 

выбоv 11vиведет к туни.ку, licLllIJИMeIJ; 

Доюtжем, 'iTO {Jct(;t.:MOTIJeliliЫЙ cLJH'OIJи.тм дсtет МП-сtвтомсt.·1\ 

экви.всLJШ1iТ1iыЙ И.(;ХОДliОЙ КС-1 'рсtммсtти.ке. 

Теорема 8.6. Мll-сtвтомсtт Ми эквивсLJ1е1iте1i КС-t'{Jсtмма

ти.ке G. 

• ИliдУ кци.ей 110 дди.liе п выводсt rnepм·uнaдf>'НtUU 'И/~rю·ч,к·и х и.з 

Н,еrперм·uН,ал,а А доксtжем, 'iTO е(;J1и. А ru х, то 

Пуt.:ть п = 1, т.е. А г-1 х; тu1'дсt в Р еt.:ть 11рави.лu А ➔ х и. , 
(;J1едовсtтеJ1ь1iо, в б еt.:ть кoмctliДct q ЛА • q:c. В тсtком t.:ду 'icte llIJИ. 

х = л и.меет Ме(;ТО ВЫВОДИ.МО(;ТЬ 

и. тvебуемый вывод lict мliожеt.:тве коliфи1'ураций Mll-cLвтoмctтct 

Ми 110(.;тpoeli . Е(;дИ. же це110'1ка х 1iе11у t.:та.Л, то то1'дсt, раt.:ню.:ы

всtл ее 110 t.:и.мводсtм, т .е . 11одсt1'сtл х = x(l) ... x(k), k ~ 1, 11оду'iи.м 

(q, x(l) ... x(k), А) г (q, x(l) .. . x(k), x(l) ... x(k)). 

Из поt.:дедней конфигу{JсLции Зё\. k шагов поt.:vедt.:твом пvиме
liенил KUMctliД ВИ.Дсt qaa • q л, где а Е: V' ВЫВUДИТL:Л КU1iфИ1'урсt
цил (q, л, Л), и, ТсLКИМ UбIJaЗUM, (q, х, А) r l:cl+l (q, л, Л). 

lly L:ть те11ерь докаЗывсtемuе вeplio ддя дюбоt'О п, lie 11рево(;

ходлще1'0 1iекоторо1'О ni - 1 ддл rn ~ 2, 11у(;·1ъ А гт х и. 1шрвый 
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ша1' вывода ддиl:iы rn цtШО'iки х из l:ieтepмиl:ict11a А имеет вид 

Аг Х1Х2 ... Xk:, 1-,це k ~ 1 и ДJIЯ: каждОl'О i = 11 k (.;ИMBOJI xi е<.;ть 
с.;имвод oбъeдиl:iel:il:iOl'O а.11фавита l'!)амматики*. Да.11ее, из цено'-1-

ки Х1Х2.,, Х1,; доджl:iа быть выведеl:iа терми1:iа.11ь1:iая: цено'!ка х. 

Это 31:iа'iит '!ТО ,1дя. каж11O1'O i = 1 k из <.;имвода Х· выво11ит<.;я. ' ,..., ,..., ' i ,..., 

какал-то 11одце11о'!ка цено'!ки х (в '!a<.;'l'J:iOc.;ти , е<.;ди этот <.;им-

вод Ш3JlЯ:еТ(.;Я: термиШtJЮМ, OJ:i будет ОДJ:iИМ И3 (.;ИМВОJЮВ ценО'!КИ 

х). Таким обµазом, для: каждо1'O i = 1, k вынодl:iя:етс.;я: X i f-'ТЧ Xi 

(m,i ~ О), их= х1х2 ... х1,:. 
Ддя: Xi Е: N длин.а вывода rni нодценочки Xi l:ie может 

нревышать rn - 1. Следовсtте.JIЬJ:iО, c.;O1'дct<.;1:iO 11rеднOJюжеl:iию 

и.1:iдукции,имеем 

(q, Xi , XJ f-* (q, Л , Л), 

а ДJIЯ: xi Е: V (rni = l) и, (.;JШДOBaTe.JIЬJ:iO1 x i = Xi)' (.;OГJla.(.;J:iO 
lIO(.;T'l-)OeJ:iИIO МП-автомата Ми, 

'Го1'да в с.;иду теоrемы 8.5 

(q, X1X2.,.Xk; , X1X2 ... Xk) f-* (q, X2.,.Xk;, Xi ... Xk:) f-* 

г* (ч1 xk: 1 xk:) r (ч, л1 Л). 

Кµоме то1'O1 так как А г Х1Х2 ... Xk:, то в Р е<.;ть нµави.Jю 

вывода А ➔ Х1Х2 .. . Xk, откуда, <.;О1'дсt<.;но 11O<.;·1,rоению Мll

а1:п'омата Мс;, в б е<.;1ъ кoмctl:iдct 

и 

"Цепоч:юt Х 1 Xi ... X k- не может быть пустой, так как т0t '4а она окажете». 
посде.цней цепоч:кой рассматриваемОL'О выво.ца и е1'О д,дина бу.цег равна 11 

а мы нреl.\ащ.южиди., '-11.' l> е1 'l> _цдиliа ра1ша т > 1. 
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с1., окон 'iа.тельно 

(ч, х, А) r* (ч, л, л) . 

Следова.тедьно, el:JIИ х Е: L(G), то s г"' :с и (ч~ х, S) г"' (ч, л, л), 
т.е. х Е: L (Mc;) . 

Ита.к, мы докс1.,за.11и, 'iTO L (G) С L (Mc;) . 
Чтобы дока.За.ть обра.тное вкдю'iение, l:Ha.'ia.Jla. индукцией 110 

длине п вывода. на. множеl:тве конфи1 'урс1.,ций Мll-с1.,втомс1.,тс1., М(; 

доюtжем, '!ТО 

(q, х, А) rмu (q, л, л) 

ВJШ'iет А rc; х (дшr 11роизвольных А Е: N их Е: V*). 
Пусть п = 1, т.е. 

(ч, :с, А) r (ч, л, л). 

Co1'J1a.l:tlO 11остроению Мll-с1.,втомс1.,тс1., Мс;, это может быть то1'да. 
И только ТОl'Да., KOl'Дcl., Х С V И А= Х7 т.е. Х г* х. 

llусть докс1.,зывс1.,~мо~ в~рно длл любого п ~ тп - 1, гд~ тп ~ 2, 
и 

(8.14) 

V 

11ри'iем нервыи Ша.1' l:оответствующе1'0 вьшода. име~т вид 

(8.15) 

Это ЗJ:icl.,LlИT 1 'iTO В (;И(;Т~ме KOMa.tlД б еt.:ть KOMa.tlДa. Ч лА • 
• qX1X'l.Xk и1 l:Jшдовс1.,те;1ьно, нра.виJю в множеl:тве 11ра.вил 

выводс1., Р 1'рс1.,ммс1.,тики G еl:ть 11рс1.,виJю А ➔ X 1X'l, .. . Х1,;, 110 
которому ука.ЗсLннсLЛ комс1.,нр;с1., 11остро~нс1.,. Из (8.14) и (8.15) 
l:J1едует, 'iTO имеет место выводимоl:ть 

(8.16) 

Иl:110JIЬ3 уя ИliДУ кцию 110 ДJIИtle Ma.l 'a.ЗИtltlOЙ ценО'iКИ Х l Х 'l, ••• Х k, 

можно докс1.,зс1.,1ъ, 'iTO из (8.16) l:Jшдует сущес.;твовс1.,ние тс1.,ких 
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входных ЦellO'--leK х1, Х2 1 .• ' 7 Х{,;7 '--!ТО х = Х1Х2 .. . х1,; и. и.меет меL:ТО 

ВЫВОДИ.МОL:ГЬ 

(ч х. Х' Х' х· х· х· ) L ffil 
1 1 2··· k, 1 2··· k 1 

r 'nt (q, Х2 · · · Х k 7 Х 2 ... Х k) Гт~ 

_rni (q,x3 ... J.,"k,x'.3 .. ,Xk) гrп~ ... гтlс-1 

гmlc- l (Ч,Xk,Xk) гт1с (q,Л,Л) (8.17) 

дш1 1tекоторых m,i 7 таки.х, '--!ТО 1 :::;; 'Пl,i < rn - 1, i = 1, k. 
Нывод (8.17) мож1tо 11рокомменти.ровать так; '--lтобы до

L:ти. '--lЬ закдю'--lи.те.11ь1tuЙ кuнфи.1'ураци.и., Мс; дuджен выбрut.:и.ть 

вt.:е t.:имволы Х1 1 Х2 1 ••• 1 Xk из магазина. llреднuлuжи.м1 ч:то к 
тому моменту 1 кu1 'да Х 1 11uки.1tет ма1 'ази.н ( '--lтuбы у же бuдьше 
туда не вернуты;я[), будет 11ро'--lи.тано 1tекоторое r1,ач,а.л,и вход

ной 'Ц~r~ич;к·и х - цено'--lка х1 1 ко1-да Х2 ноки.нет ма1-ази.н, будет 
11ро'--lи.таю1 L:Jrедующал 11одце110'--lка х2 и. так до тех, нока нако

нец, автомат 1te нро'--lи.тает цено'--lку Xk - r,;ur1,~ч ·ц~пич.,r,;·и х. 

Из теоремы 8.5 L:дедует 1 '--!ТО L:ущеL:твуют также выводы 

(q, Х17 Х1) Гт1 q;Л;Л7 

(ч1 Х21 Х2) гт~ (ч, А.7А.)7 
(8.18) 

Bt.:e '--lИL:Jia, ,,,,,i 11ри i = 1, k не бодьше ,,,,, - 1. Тогда L:огдаL:нu 

11ред11одuжени.ю и.1tдукци.и., и.з (8.18) t.:дедует, '--lTU ДJHJ. каждu1'u 

i = 1 k в 1ламматике G и.меет меt.:то Х- г* х - и в L:иду· то1'0 7 l' '/, (-; '/,7 7 

'--!ТО в Р е<;ть нрави.ло вывода А ➔ Х1Х2 .. . Xk (L:м. (8.15)), 

А Г Х l Х 2 ... Х k Г 1<- Х1 Х2 •.. Х k = Х, 

т .е. А Гс; х 7 '--!ТО и требовсLJюt.ъ доказать. 

ОтL:юда, еL:ди х Е: L(Mc-;) 1 то х Е: L (G), т.е, L(Mc-;) с L (G), и 
в L:илу дuказа.ннuгu выше лзыки. L(G) и. L(Mc;) t.:uвнадают. • 

Алгоритм построения КС-грамматики по МП-авто

мату. Дади.м L:HcL'--lcLJia неформсLJ1ь1tую мuти.ви.ровку той ко1t

L:тру кци.и., которал будет 11ри.ведена ни.же. Ну дем рас.;<;матри.-
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во..ть Мll-о..втомо..т ко..к 1,и.1'роко..\ L:то..влще1'0 цеди. L:.11едующе1'0 

ви.до..; 1, Но..ХОДЯ(;Ь В (;0(;ТОЯ.liИ.И. q И. и.мел веµхни.и (;И.MBOJI Мо..1 'а,ЗИ.liо.. 

z 7 нерейти. в (;0(;ТОЛНИ.е ::; -~. У(;JЮВИ.М(;Л 3о..НИ.(;ЫВо..ТЬ то..кую Це.llЬ в 

виде тµойки. [ q Z::;]. Ко..к может но..ш 1, и.1 'J:.>OK -~ доL:ти. 'iЬ ноL:то..вJШН
ной цеди.'! Е(;J1и. в множеL:тве комо..нд о..втомо..то.. С, нро..ви.д и.1 'ры ") 
еt;ть комо..ндо.. 

l'.Ll,e ДJHl Ко..ЖДОl'О i Xi - Mo..l'a,ЗИ.liliЫЙ (;И.МВ.Од (Xi Е: 1'), ТО llOL:JШ 
выноднени.л этой комо..нды Мll-ш.п'Омо..т неµейдет в t;ОL:толни.е ., .. 

E(;JIИ ·г = ::;, то цель дut;тигнута, ино..ч:е t;Тсtвим цель [·гХ1::;1], 
а доt;тигRув ее, L:тавим цель [::;1Х2::;2] и т.д. Доt;ти.гнув цели. 

[::;k - 1Xk::;] 1 1, и.1'рок " доL:ти.1'0..е1' и. цеди. [qZ::;]. Тсtк ксtк µat;L:Ma.l'J:.>И.
вo..eтt;л донуt;к t; нуетым мо..1'а,3и.ном 1 то t;и.мводы X i доджны но 
О'iеµеди. ноки.ну·l'ь мо..са,Зи.н, и. 'l'Одько в э·1·ом (;JIY 'io..e может бьпъ 
ДUt;TИ.l'liYTct 1, l'JIOбa.дbliaЛ " цедь МП-автuматсt: [чuZuчr]i Ч[ С р 
с, lia.XUДЛ(;b в Ha.'IaJlЬHUM (;(.)(;ТUЛНИИ и имел веµхним t;ИMBUJIOM 

V V 

Мо..l'а,ЗИ.Но, Но..'iаJlЬНЫИ Мо..l'а,ЗИ.liНЫИ (;И.МВОJ11 110110.,(;ТЬ В ОДНО И.3 

30..клюL1и.тедь1tых L:ОL:тояни.й1 онусl'оши.в Мо..l'о..3и.н "). То..к ко..к 7 
вообще l'OBOJ:.)Я7 1, И.l'J:.)OK " не 3Но..ет Но..Неµед 110(.;Jiедово..тедЬНО(;ТИ. 

L:Оt;толни.Й ::;11 ::;2, . . . , ::;k - 1, ведущих к це.11и.1 он должен неµебро..ть 
вL:е то..ки.е нuL:ледово..тельноt;ти.. 

Эти. 1tефоµмаJ1ьные t;ообµо..жени.я JШжо..т в Оt;нове (;JШДующей 

KOH(;'l'PY кци.и.. 
llyt;ть до..н Мll-о..втuмат 

М = (Q, V1 1', Чu, Р1 Zu, б). 

Онµедеди.м KC-l'J:.)o..MMo..TИ.KY Gм = (V7 N, s7 Р)1 теµми.наJIЬliЫЙ 
а.Jrфави.т которой L:овнадает t;O входным аJiфо..ви.том Мll-,што
мо..то.. М 1 (;JШДУ ющи.м обµа,3ом. 

Нетерми.наJ1ьный аJ1фо..ви.т N 1'ро..ммо..ти.ки. еL:ть множеt;тво, 

но..ходящееL:л во взо..и.мно OДli03lio..'il:iOM t;Оответt;тви.и. L: множе
L:'l'вом вL:ех уноря.до'iенных троек ви.до.. ( q 1 Z 1 ::; ) 1 1 'Де q, ::; Е: Q, 
z Е: 1' 7 llOllOJIHeннoe (;И.МВОJЮМ s 7 не НJ:.)И.Но..ДJШЖо..ЩИ.М ни. одному 

и.з множеt;тв Q, V, 1' и. обълвллемым о..Кt;и.омой l'J:.>о..ммо..ти.ки.. 
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У 11оря.д O'ie.l:i.l:iыe тройки. у кi:L3a.l:i.l:i01 '0 ви.да за11и.t.:ывают обы 'i.l:iO 

как [qZ,,-], и.нтуи'1'и.вно 11они.мал каждую такую 'l'ройку как оха

рактеризованную выше цмь, 

Та.ки.м обрi:L3ом, N = {[qZ,,-J: Ч,"' Е: Q и. Z Е: 1'} U {S}. 
Множеt.:тво 11µави.д вы1:юда Р 1'рамма1'и.ки. G м t.:тµои.тt.:л 

так: 

а) еt.:.11и кома.1:iда. quZ • 'ГХ1Х2 ... xk, k ~ 1, 111:)И.1:iаДJШЖИ.Т 
t.:и.t.:теме кома.1:iд о, то в Р за11и.t.:ываютt.:н вt.:е 11рави.да ви.д а 

ДJlЛ любой nоt.:дедова.ггедЫlОl:ТИ k l:Оt.:толний 81, ... 1 8r,; множеt.:тва. 

Q (тем t.:амым к Р добавдя.етt.:я. IQlk 11ра.вид на каждую команду 
yкi:L3a.l:i.l:iOl'O ви.да); 

б) ддл каждой кома.1:iды quZ • r· л в о в Р добавдя.етt.:л 

нравило [чZ·г] • и; 

в) ддл каждо1'0 Чi Е: F в Р вводи.тt.:л 11равюю S • [чuZuqf"], 
1') .1:iи.каки.х дру1'и.х 11ра.ви.д в Р, кроме 011редеденных 1111. а-в, 

J:iel'. 

Пример 8.17. Ддн МН-автомата 

М = ({чu, ч1, ч2}, {и, Ь}, {и, Ь, Z}, чu, {чu}, Z, б) 

t.: множеt.:твом кома.1:iд О, и.меющи.х ви.д 

чuиZ • ч1иZ, 

ч1ии • ч1ии, 

ч1Ьи • ч2л, 

ч2Ьи • ч2л, 

ч2лZ • чuл, 

чuлZ • чuл, 

поt.:трои.м экви.вале.1:iт!lую ему КС-грамма.т'ику, Можно дока.

за1ъ, 'iTO этот МН-автомат до11уекает я.зык {ипьп: n ~ О}. Зёt

метим, 'iTO МН-ёtвтомёtт М донуt.:кёtет 11у t.:тую цено'iку, 11ри.

мешп1 К .l:iёt'ii:LJlbHOЙ КО.1:iфИ.l'УРёtЦИ.И. (чu, л, Z) llOl:JШД.l:iIOIO KOMёtli-
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ду. Но(.;троеliшtя. 110 д,аliной (.;И.(.;теме комаliд, 1·раммати.ка будет 
V 

и.меть (.:..11едующи.и вид;; 

S • [чоZчо], 

[чuZ"2] • и ч1u"1][.,1Z.,2], "1,"2 Е: {чu, ч1, ч2}, 
[ч1u"2J • и[q1u"1J[.,1u.,2J, "1,"2 Е: {Чu , Чl, Ч2}, 

[ч1ич2] • Ь, 

[ч2ич2]--+ ь, 

[ч2Zчо] • л, 

[чоZчо] • л. 

llод;черкliем, что во второй и. третьей (.;трочках имеетt;л не 

110 одному, а 110 32 = 9 11равид ( чиt;JЮ в(.;ех 11оt;ледоватедьliО(.;тей 
дву Х (.;0(.;l'ОННИ.Й И.3 тpexэдeмeliTliOl 'O МliОЖеt;тва (.;0(.;ТОЯ.liи.Й). Ны

ведем в этой 1·раммати.ке це110LJ.ку ииЬЬ: 

S г [чuZчu] - и[ч1ич2][ч2Zчо] г ии[ч1ич2Нч2ич2][ч2Zчо] Г 

г ииЬ[ч2ич2] [ч2Z чо] г ааЬЬ[ч2Z чо] г иаЬЬ. 

На втором ша1·е эт01·0 вывода мы 11ри.меliя.ем то 11рави.до вы-
v 

вода из девлти 11равид второи (.;Троки, которое 11одуLJ.ает(.;л 11ри 

llOД(.;'l'aliOBKe вме(.;ТО 81 (.;0(.;ТОЛliИ.Л Ч2, а вме(.;ТО 82 (.;0(.;ТОЛliИ.Л ЧО· 

Мы "у1·адываем " эти. (.;0(.;ТОЯ.liи.я:, Зliая: (110 (.;И.(.;теме комаliд и.t;xoд

liOl'O МН-автомата), '-!ТО доt;ти. 'i.Ь закдюLJ.и.тедьliОl 'О t;Ot;l'OЯ.liИ.Л 

110 11poLJ.тeliи.и. (liену(.;той) входliоЙ ценоLJ.ки. liaш МН-автомат 

может тодько из (.;О<.;тоя:ния: ч2 • Н то же времл, e(.:..IIИ бы мы 
V 

lia втором ша1·е иt,;11одьзоваJ1и 11равюю второи (.;Троки., нодуLJ.а-

ющее(.;л 11од(.;тановкой "1 = Ч1, "2 - ч2, возliи.к бы бесrюле~ный 
неrпер.м,'UНUЛ [ч1ач1] И liaш вывод зашед бы В туник. 

AliaJIOl'И.'i.liO lia треты~м ша1·е И.(.;НОдьзует(.;Я. то нравюю из 

девлти нрави.д третьей (.;троки., в котором "1 = "2 = ч2. Но(.;де 
V V 

этого при.меliлем но О'iереди правида 'iетвертои, ня:тои и ше-

(.;ТОИ (.;'!'рок, завершал вывод. 

Е(.;ди. мы те11ерь в 110(.;троенном выводе "t;чи.таем ;· 110 ша-
1'ам ма1·ази.liliЬШ (.;и.м.1:юды, закдюLJ.еliliЬШ в квадра'l'liЫХ t;кобках 
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между t;Оt;ТОЛJ:iиями., то ноду 'iи.м Z, aZ, aaZ, aZ, Z, т .е. 110-

ду 'i.И.М И.3MeJ:il:~tiИ.e t;Одержи.мо1 'О MёtL 'a.3.И.tiёt ( J:ie L:'iИ.ТёtЯ. 110<..:JleдJ:ieL 'О 

Ша,L'ёt, КОL'Дёt нрои.L:ХОДИ.Т eL'O OKOti'ictTeдЬtiOe ону<..:тошеtiи.е), 11peд

L:TёtBJШJ:itiOe в t;J~едующем выводе J:ict МJ:iОЖеL:тве коJ:iфи.1·ураци.Й 

МН-автомата М ; 

(ч[), ааЬЬ, Z) г (ч~, аЬЬ, aZ) г (ч~, ЬЬ, aaZ) г 

г (Ч'l., Ь, aZ) г (Ч'l. , Л, Z) г (ч[), Л, ,\). 

Этот вывод еt;ть tie 'iTO ИJ:ioe, как донуL:кающал 11оt;Jшдова

тедьJ:iОt;ть коtiфи.1'ураци.й ддл цено'iки. ааЬЬ. 

Читал же 11оt;J1едоватедьJ:iоL:ти. L:ОL:толtiи.Й в квадрсtтl:iых 

L:кобках, мы llOJlY'iИM в И.ТОL'е ту llOL:JleдoвaтeдЬtiOL:TЬ (.;0(.;ТОЯ.ti.И.Й, 

которую нроходи.т МН-автомат, донуt;ксtя. J:ictllИ.t;cttiJ:iYIO выше 

цено'iку . 

ДеЙL:тви.тедьtiо, 110t;JШ 11ерво1'О шctt'ct вывода в t'рсtммати.ке 

ПOJIY'IИ:M ПUL:JШДUBctTeJIЫIUL:TЬ Ч[), Ч[), '!ТО можно интерпрети

ровать так; ,, из L:UL:TOЛJ:i.И.H Ч[) нерейти. (вeptiY 'l'ЬL:я.) в это же 
L:о<..:тuлние ч[), про'Iитав входную цепочку;• . 

НоL:де второ1·0 шctt'ct будем и.меть Ч[), Ч1, Ч'l., q[), 'iTO U3tict'icteт; 

,, 'iтобы вернуты.:я. в q[), t;tict'ictJlct tiY жно 11011ctt;'1ъ в Ч'l. 'iерез Чl ") . 
lloL:JШ т·ретьего шага ноду'iи.м q[), ч1, ч1, Ч'l., Ч'l., q[). Это и 

V 

eL:'lЪ резудьти.рующал 110L:дедоватедьноL:ть L:ОL:толни.и, так как 

в<..:е L:Jшдующие шаги МН-автомата t.:влзаны L: ,, выгмкивани.ем :· 

(.;И.МВОJЮВ И.3 Mёtl'a,3.И.J:ic\. И tie нри.водл.т К В03J:iИ.КJ:iОВени.ю tiOBЫX 

цедеи. # 

Ка.к нра.ви.Jю1 t 'ра.мма.ти.ка., котора.я. у кaзa.J:iJ:iЫM выше <..:ноt.:о

бом t.:трои.тt.:л 110 МН-а.втомс\.'l'У, окс\.3ыва.етt.:я О'iень L'ромоздкой, 

L:одержи.т MJ:iUL'O беL:нодезtiых и нtducrn'uж·uмыx симвилив. Это 

L:ВЛ3а.НО L: тем, 'iTO В ней фи.1'ури.руют· 11pOИ.3BOJIЬtiЫe lIOt;JieДOBёt

тeJIЬHOL:ГИ L:оt.:голний МП-с:1,втомс:1,та. фикL:ировс:1,нной длины. Что 

каt.:а.еТ'L:Я ра.3обранного примера. ~.171 то в этом t.:ду'!ае легко на.-

11.и.<..:а.ть 1 'ра.ММа.ТИКУ ДJ!Я. Н3ЫКёt t апЬп; n ~ 0} J:il:ШOt.:peдt.:l'BeJ:iJ:iU; 

S • aSb I аЬ I Л. 
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llo этой l'IJi:tMMi:tтию~ мож.1:iо 110(.;тµоить Mll-i:t.1:П'OMi:t'l', И(.;НОдьзуя. 
V V 

i:tJll'OIJИTM из Ш:~IJ!:ЮИ 'ii:t(.;'l'И ДOIO:I.Зi:tTeJlЬ(.;TBi:t 0(.;J:iOB.l:iOИ теоµемы, 

3.1:ii:t'iитедьно бодее 11µ0(.;той, '!ем И(.;ХОД.1:iыЙ. Е1 'О (.;И(.;темi:t комi:tнд 

бу дег иметь QШДующий вид; 

чаS • чSЬlчЬ, 

чаа • чл, 

qbb • qЛ, 

qЛS • qЛ. 

Н общем же Q1y 'ii:te нµобдемi:t IJi:t(.;1103.1:ii:tBi:t.l:iИЯ. эквивi:tJ1е.1:iТ.1:iО

(.;ТИ двух Мll-i:tвтомс1тов (в отди'iие от тс:Lкой же нµобдемы ддл 

коне'i.1:iЫХ с:Lвтомi:tтов) не µсL3µешимсL, и не (.;уще(.;твует обще1·0 

i:tJll 'OIJИTMcL " у llIJOЩ!;.l:iИЛ "' ( В онµеде.111;.1:i.1:iОМ (.;МЬН.:де, ,, МИНИМИ3ё1-

ЦИИ 1~) Mll-a.втoмi:tтi:t, хотя., Ki:tK мы тодько '!ТО видеди, в КО.1:i

кµет.1:iых (.;J!Y 'ii:tЛX это BllOJl.l:ie В03МОЖ.1:i0. 

Теорема 8. 7. Мll-с:Lвтома.т М эквивi:tJ1ентен 1'µа.ммi:tти

ке Gм. 

• И.1:iдукцией 110 длине п выводсL в М доксtжем, '!ТО Z Е 1', 
(ч, х, Z) гп (г, л, Л) ДJ!Л дюбых Ч, г Е Q, J; Е V* BJle'ieT [чZг] г* х 

в Gм. 

Е(.;ди п = 1, т.е. (ч, х, Z) f--- (г, Л, Л), то х Е V U {Л}, и в б 

е(.;ТЬ кома.1:iда qZx--+ 1·Л, откуда В J> е(.;ТЬ llIJi:tBИJIO [чz,,.] --+ х, И 

[qZ1·] f-'t' х. 

Пу(.;гь дuкё:L3ываемuе веµнu длл кi:tждuгu п ~ тп-1, где тп > 1, 
и НУ(.;'l'Ь (q, х, Z) гт (',·, Л, Л), нµи'iем ш:~µвый Шi:tl' (.;UU'l'вет(.;тву

ющегu вывuдi:t имеет вид 

L'.Це х = ау ддл .1:ieкoтoµu1'U а Е V U {Л}. 

A.l:ii:tJIOl'И'i.l:iO дuкcL3i:tTeJ1Ь(.;TBY теоµемы 8.6 ((.;м. (8.17)) дока.-
V 

зывает(.;л, 'iTU тu1'.Ца .1:iаиду1·(.;л такие цено'iки x1xi . . . Xk: и така.л 
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llOl:дeДOBa,Tt;llЬtlO(.;TЬ (.;0(.;'l'ОЛ!iИИ s1, . .. , Sk- 1, 'iTO у= X1Xi . . . Xk И 

(р, x1xi.,.xk, Х1Х~ ... Хк) гт1 (s1, xi ... xk, Xi ... Xk) f-mi 

f-mi ... f-mA.: - 1 (sk- 1, Xk, Хк) г'f&А.: (1·, ,\ л), 

1'де ддя. .11юбо1'0 i = 1, k вы11одtlле·1'(.;Л U ~ rn,i ~ ·rп - 1. llоэтому в 
(.;Иду теоремы 8.5 ддл .11юбо1·0 i = 1, k-1 

СJшдовс1,тедь!iо, (.;Ol'дa,(.;tlO 110<.;троеliию 1'рс1,ммс1,тики G м, име
ет ме<.;ТО ВЫВОДИМО(.;ТЬ 

[чZ1·j f--c;M u[pXi si ][si Xisi] ... [sк-lXкr·j f--им 

Гс;м UX1Xi ... Xk = uy = х, 

'iTO и тр~бОВа,JlО(.;Ь дока,3с1,ть. 
llyt;ть щ:ШО'iКа, х до11у<.;кс1,ет<.;л Мll-с1,втомс1,том М. То1'Дс1, 

где Ч{ Е t ' - OДliO И3 3с1,кдЮ'iИТt;1IЬ!iЫХ t.:оt.:тоя:tiИЙ Мll-с1,втомс1,тс1, 

М. Соглс1,~.;но только "I'TO дока,3с1,нному, в этом t.:лучс1,е длл 

l'ра,ММа,ТИКИ G м BЫllOJlliЯ.eтt.:я. [чоZоч{] гйм х. Но Та,К Ка,К в 

МliОЖеt.:тве 11рс1,вид ВЫВОДа, 1 'ра,ММа,l'ИКИ G М ~(.;ТЬ 11ра,ВИJ10 S -t 
• ЧllZllЧJ"], томыноду'iимS гс;м ЧllZoЧ{] f-uм х, т.е. xEL(Gм). 
Итс1,к1 L (M) С L(G м ). 

Длл докаЗате.11ь<.;тва обратного включени:л докажем t.:Ra'IctJra, 
'iTO [чZr·] Гс;м Х BJie'i~'Г (ч, Х7 Z) f--м ( 1·1 Л7 л) ДдЛ дюбых Ч1 ,,. Е Q, 
:с Е V'i' и: Z Е Г. Сновс1, проведем индукцию по длине вывода (в 

l'pa,MMa,'l'ИK~ G М ). llpи [чZr·] Г Х 11оду'iс1,ем 11ра,ВИJ10 [чZr·] -t Х В р 

И1 t;JШДОватедьtlо, KOMa,liДY qxZ • 'ГЛ В б, т.е. (ч, х, Z) Г (г1 л, л). 
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Еt;.1н1 же [чZ·r·] гт х дш1 tleкuтuµu1·u т, ~ 1, тu х = ау ДJHJ. tleкu
тoµo1·0 а Е: V -J {л} и 

qZ·г] г a[pX1s1] s1X2s2] ... [sk-1Xkr·], 

нµи 'iем ддл вt.:ех i = 1, k 

l'Де 6'() = р, "k = 'Г И 1 ~ 'ffl.,i ~ 'ffl., -1, ТёtК 'iTO у = Х1Х2 ... Xk. 

Со1'дёtt.:но 11µед11оложению индукции, ТОl'Дёt длл кс:1.,ждо1'0 тu.

ко1'О i 

Но тu.к кu.к укаЗu.нный выше неµвый шu.1' выводu. в 1'µu.мматике 

во3можен тодько нµи нu.J1и 'iИИ комu.нды в Мll-u.втомu.те qaZ • 
➔рХ1Х2 .. ,Xk , TU 

(ч, х, Z) Г (р, У, Х1Х2 ... Xk) г* 

г* (s1, Х2 ... Xk, Х2 ... Xk) г* 

г* (sk- l , :1.:k, Xk) г* (r·, л, л). 

Еt;.11и тенеµь ценu'iка. х ноµождu.етt.:я. l'рu.мматикой G, т.е. 

S гйм х, TU неµJJЫЙ ШU.1' JJЬJ.J:IOДU. Х И3 s, L:Ol'JJ.U.t.:HU UllIJl:ЩeJH:ШИIO 

(.;И(.;Темы llIJU.JJИJl l'IJёtMMU.TИKИ G м' будет иметь JJИД s г [чоZ()чj'] 
ДJIЛ некоторого Ч/" Е: F, и, t.:Jшдовс:1.,тедьно, [чоZочf"] гйм х. Тогда 
1:$ t.:илу TUJIЬKU Lf'J'U ДUКаЗо..НЮЯ'U (чо, :1.:, Zo) Гм (Чj', л, л), т.е. :1.: Е: 

Е: L(M). Итак, L (G м) С L(M), а ноt.:кольку обµатное вкдю'iение 

уже докаЗано, то L(M) = L ( G м) • 
И3 докаЗu.нных теоµем 8.о и 8. 7 ноду 'iаем t;.11едующую тео

µему. 

Теорема 8.8. Н3ык Я:JJдлетt.:я: контекt.:тно-t.:вобо.дным то1'да 

и тодько ТОl'Дёt, кОI'Дёt Oli донуLжёtетt.:л llекотоµым Мll-а.вто

мu.том. 

Замечание 8.10. Сущеt.;·1·вует UДtla. 11оде3нu.я. модифика

ция: ноt.:тµоения. Mll-u.JJтoмu.тu. 110 КС-1,µu.ммu.т.1:1ке. Неµнемt.:л 
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к 11ри.меру 8, lo, Moжlio замети.ть, 'iTO в этом 11ри.мере 11ра
вшr 'ictl:ТЬ КёLЖДОl'О 11рави.да l'рсtммати.ки. licL'iИ.licteT(.:Л liекоторым 

термина.1юм, У чет этой о~.;обенноL:ти позволлет найти другой 

Мll-автомат 1 который, как lie'l'PY ДliO 11оксtЗсt'1ъ, тоже экви.ва

дtштеli дctliliOЙ 1 ·раммати.ке, Си.L:тема комсtliд это1'0 автомата 
u 

и.меет ~.;дедующи.и вид; 

qaS • qSЬS I qS, 

qcS • qл1 

qaa • qл1 

qЬЬ • qл, 

qcc • qл, 

Его 11реимущеL:тво в том, '-iTO он " видит " первый ненро-
u u 

'iИTcLliliЫИ L:И.МJ:Юд ВХОДliОИ це11О'iКИ и, L:дедuвсtтедЬliU) и.меет 

меliьше сLJ1ьтерliсtтив 11ри выборе комсtliды; lict11pи.мep 1 el:J1и. O'ie
peдlioЙ L:ИMBOJl еL:ТЬ ь, то liИ OДlici из KOMciliД 11ервых двух L:трок 

не может быть 11римененсt. '1'01 'Дсt этот сtвтомат имеет меньше 
u 

ВОЗМОЖНОL:теи llOПciL:TЬ В тупик. 

tl общем L:дучсtе, et;JIИ прс:1,,вс:1,,л ЧсLL:ТЬ дюбuгu прс:1,,видс:1,, грс:1,,м

мс:1,,тики и.меет вид u,I: l'де а Е: V Мll-с:1,,втомс:1,,т эквивсLJ~ентный 
. ~) . ' ' 

u 

ДcililiOИ l'рсtммсtтике, 011реде.11летL:л KOMcLli,IJ,cLMИ ВИДсi 

qaA • q( 1 

qЬЬ • qл, Ь Е: V, 

(аервал - длл аравилсt А • а~), tl тсtкой модификации. Мll
сtвтомсtт зани~.;ьшсtет в мсt1 'ctЗИli хвоL:т ;, 11°авой 'ictL:ти 11°сtвидсt )) 1" 1" 1 

u 

l:J1едующеи за 11ервым терминалом. 

Можно доксtЗать 1 'iTO любм КС-1'раммс;1,тика может быть 
опµеделею:t. nрсtвилами тсtкого вида ( тсtк называемсtл нормсUrьншr 

формсt 1 'рейбсtх'i'). 

" См.; Ахо А . , У atn¾U,U Дж. 
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8.5. Алгебраические свойства КС-я:зыков 

Н этом ш1ра1 ·раф~ мы раt.:t.:мотрим li~которы~ unepa·и/U'U lia.Д 

КС-х-:зыкам:и1 OTliOt.:итeдьliO которых мнижестrзи вt.:ех КС-лзы
ков -:замкнути. Наномним (t.:м . 7.6) 1 что множеt.:тво вt.:~х ре

е,.у1tярных ,}l,;JblK()fЗ ( В нрОИЗВОJlЬliО фикt.:иpOBa.liliOM и.л,фаrз 'Uine) 

замкliуто отliоt.:итедьliо онераций (кolie'-lliOl'O) ибъе(/u-н.,ен·их, си

еdинених1 пересеч,ених1 dиnu,Л,нених (до ун·иrзерс;а,Л,/:JНИё-И х-:зыка) 

и urnepau,-u·u. Н этом pa.ЗДt;Jle мы докаж~м нрежде вt.:~1 'О что 

маожеt.:гво КС-лзыков за.мкliуго ОГliОt.:игельао оп~ра.ций объ

ед111iе1iил, t.:oeдиlieliил и итера.ции. llотом мы у видим, что нере

t,;~чеl!ие двух КС-лзыков, вообще 1·оворя., li~ я.вдя:~тсл КС-лзы
ком, но можно дока.За.гь более (.;.]Iа.бое утверждение; пересеч:ени~ 

КС-нзыка t.: р~1·уднр1iым я.зыком есть КС-я.зык. 
Начl!ем t,; онр~д~шliил l!Овой онера.ции lia.Д я.зыка.ми - 011е

рс1,ции: сунернози:ци:и:. 

Пусть V = { а1, ... , ап} - произвольаый аJiфавит, каждой 

букв~ щ кот·орого сопоt.:тавд~li одаозна'ПiО а~кот·орый адфавит 

Vu. (не иt,;кшuчено, что все а.11фави:ты V, Vu1 , ••• , Vun с.;овнадают); 
в а.11фави:те V фи:кс.;и:руем нроизводьно я.зык L С V*, а в каждом 
из аJrфавитов Vut - я:зык Lиt С v: .. 

f->аt,;t,;мотрим МliОЖеt,;тво вt,;ех таких ценочек в объедиliеliии 

сtJ1фавитов Va1 U .. . U Va,., которые мо1'ут быть нодучеliы из цено
ч~к лзыка L t,;дедующим обра.Зом; берем нроизводьную ц~ночку 
Ь1 ... bk с L и каждую букву bj в аей заменлем произвольаой це-
110'-!кой х f с Lьj ; 

в резудьтате че1·0 нодучаем ценочку x1xi .. . xk. 

Мliожеt.:тво всех ценочек вида x1xi ... xk, нодучаемых 011и

(.;ctliliЫM выше с.;нос.;обом, liсtзывают суnерnаз'ицией (и:ди: nад

стапавкай) языков Lu1 , ••• 1 Lun в язык L и: обознача.ют 

S ( L, La1 , • •• , La,~). llp11 этом 11ода1 ·ают, что eL:J1и 11yt,;тaJI ценоч-
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Ка. Л 11рИ.Но.,ДJШЖИ.Т лзыку Lr, то она. 11рИ.Нс1.,ДJН:~ЖИ.Т L:упернозиции. 
S (L, Lи,11 ••• 1 Lин ). 

llpи. 011реде.11еliии. L:y 11ер11ози.ци.и на. с1.,.11фа.ви.ты V, Vu1 , ••• , 

Vu,& J:ie J:iа.к.11с1.,дывс1.,етL:л liи.кс1.,ки.х Ol'pa.liи. 'ieliи.Й . OJ:iи. мо1-ут и. 

11oшtp1io J:ie 11ереL:екс1.,ты;л, с1., мо1'ут 11 вL:е L:ов11с1.,дс1.,ть. В .11юбом 

L:дy'ia.e L:у11ер11оз11ц11л S (L , Lи,1 , ..• , Lun) еL:ть лзык в с1.,J1фс1.,в11те 

Vи,1 U .. . U Vu,ь. 'l'O'iJ:iO та.к же L:реди лзыков Lui, ,, 11одL:тс1.,вдлемых •• 
в лзык L, может око.,3с1.,тьL:я. и L:a.M лзык L, т.е. лзык MOЖJ:iO 

110Д l:То.,ВJ1Я.ТЬ l:o.,M В L:ебл, 11р11 'iем MJ:iOl'OKpo.,TJ:iO. 
Зс1.,мет11м, 'iTO eL:J111 я.зык L J:ie L:одерж11т 11уL:тую це11о'iку, L:у-

1шр11оз11ц11л S (L, Lu11 •• • , Lu,J может ее L:одержс1.,ть. Это возмож

J:iО, eL:.1111 кс1.,ждый лзык Lui L:одерж11т 11уL:·1-ую це11о'iку. То1-дс1.,, 

берл 11роизвольно Х с l.r И За.МеJ:iЛЛ Кё:\.ЖДЫЙ ее l:ИMBOJI ну l:ТОЙ це-
u 

но'iкои, 110.11у 'iа.ем 11уL:тую це11о'iку кс1.,к элемент L:у11ер11озици.и.. 

ЕL:д11 же 11уL:тсiя. це11о'iка. 11р111iсiДJШж11т Lr, то, 110 011редеJШJ:i11ю, 
L:унернози.ци.л облзс1.,нс:1., ее L:одержс1.,ть. 

Еще зс1.,мет11м, 'iTO ддл ро.,31:iых вхождеli11Й одной 11 той же 
буквы Ьj це11о'iк11 х Е L L:oвepшeJ:iJ:iO J:ie облзс1.,тедьJ:iо зс:1.,меliлть эту 
букву одной 11 той же цено'iкой лзыкс1., L/Jj: ка.ждому вхожден11ю 
может быть L:OПOL:TciBJШHo., L:ВОЛ цепО'iКё:\. этого ЛЗЫКо.,. 

Пример 8.18. Зс:1.,дс1.,дим лзык L в с1.,J1фс:1.,ви.те V = { а, Ь, с} кс:1.,к 
МliОЖеL:тво { ап ьп сп; ·п ~ 1}. В укве а о.,Jiфа.в11тс1., V L:ОНОL:Тсiвим 

i:tдфс:1.,ви.т Vu = { U, 1}, выбрс:1.,в в Kci'ieL:твe лзыкс:1., Lu множеL:тво 
{ uп l'i }п ~ U. Ву кве Ь Е V L:0110L:1'с1.,в11м с1.,J1фс:1.,в11т ~ = {и} 11 в 

-г 

этом с1.,J1фс1.,ви.те - лзык LIJ = { ап ; п ~ U}. На.конец, букве с 
ё:\.J1фс:1.,в11та. V L:0110L:тс:1.,вим i:tJiфа.ви.т Vr: = { а, Ь, с} = V и в ксt'iеL:тве 
я.зыксt Lr: возьмем лзык L , 11011oдJ:ieJ:iJ:iЫЙ 11уL:той цеао'iкой, т.е. 

Lr: = { апьпсп; ·п ~ U}. 
Возьмем цеао'iку аиЬЬсс Е L 11 нервый L:11мвод и зс:1.,меJ:i11м 

цено'iкой UUll Е Lu, второй L:ИMBOJl и - цеао'iкой Ul Е Lu , 
нервый L:имвод Ь - цено'iкой u,7:tt) Е LIJ (нри п = 27), второй 
L:и.мвол Ь - 11у L:той цено'iкой, нервый L:имвол с - нуL:той 

цено'iкой, второй L:11мвод - цеао'iкой иЬс Е Lr:. В резудьтс:1.,те 
аоду 'i11M l:JШДУ ющу Ю цеаО'iКУ 1 11р111iо.,ДJШЖо.,Щу Ю t.:y 1шр11оз11ц1111 
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llродеJ1ывал ана.1юги'iliые деЙL:твил L: дюбой другой цено'iкой 
Jrзыка L или. же нроизводя дру1'ие замеliы L:и.м1юJюв той же 

(.;а,МОЙ це11О'iКИ, будем 11оду 'icLTb .1:.н;е J:iOBЫe це11О'iКИ 011реде

JШJ:iНОЙ выше L:y 11ер11озици.и. Н Дсtliном L:JIY'icte будем иметь 
лE:S(L,Lu,Lь,LrJ1 так Ка.К ксtждый 113 Л3ЫКОВ Lu , Lf) И Lr; (.;О
держит нуL:тую цено'iку. 

Пример 8.19. llуеть а.11фави.т V еL:ть руL:L:ки.Й а.11фсtвит 

{А, Б, .. . , Э, Ю, Jf}, а лзык L - мliожеL:тво вL:ех L:JIOB pyt.:L:кo

I'O лзыксt. Каждой букве руL:L:кого а.11фавитсt L:оноL:тавим лзык, 
(.;0(.;ТОЛЩИ.Й И.3 eдиJ:iL:TBeJ:iHOЙ OДJ:iOбyквeliliOЙ ценО'iКИ. и, которсtл 

L:ТОИТ рлдом (.; у KiblcLJ:iJ:iOЙ pyL:L:KOЙ буквой J:ia, KJlcLBИctType ком-
11ьютера. Так, Lл = {Р}, Lн = {<}и т.д. HL:e эти лзык.1:1 можно 
L:'iИ.TcLTb Л3ЫКсLМИ В Jla,TИ.J:il:KOM а.ilфа,ВИ.Те, ДOllOJIJ:ieHJ:iOM 011peдe

JШJ:iJ:iЫMИ L:lleЦИa.ilbJ:iЫMИ L:ИMBOJii::1.,MИ 1 Та,КИМИ1 Ка,К [ , ] , {, } , <, > 
и т.11. То1'Да,, eL:Jrи мы в Ка,'iеL:тве иL:ходной це11о'iк.1:1 лзыка L 
13озьмем L:Jю1ю У ЧЕБНИК, то 11оду'iим 'l'а,кую цено'iку 13 L:у-

11ер11озиции S(L,Lл, ... ,Lн); 1:JXT < У НН. # 
J:->iЫобранные 11римеры нокiЬlывают, 'iTO L:у11ер11оз.1:1цию мож-

1:iО раL:L:матрИВа,'l'Ь Ка,К L:BOeI'O рода.. ,, кодирова..J:iИе ;, це11О'iеК Л3Ы

ка L L: за..меJ:iоЙ в 1:i.1:tx Ка,ждой буквы цено'iкой дРУ I'Ого лзыка. 
ДеЙL:твитедьliо, Та,Ка,Л За,мена, аш1летL:л одним и.з 11роL:теиших 

L:llOL:oбoв " ш.1:1фровки " текL:тов. 

Замечание 8.11. Суш~р11оз.1:1цию можJ:iо 011редел.1:1ть 'iерез 

r.:uurrнн:,nм.:m,f3. 'U~. Нведем L:оответL:твие ст С V Х (Lu1 U ... U Lu,J 
тсtк, 'iTO ДJIJI КсLЖДОI'О i = 1, п y11opJIДO'ieJ:iJ:ii::l.,Л lla,pa, (Ui1 у) 11ри
J:iа..ДдеЖИ'l' ст то1 'да.. и только то1 'Да.., ко1 'Да, у Е: L щ . Н этом L:JIY 'iae 

S(L,Lиu•·•,Lu,J = U cт(x ( l)) ... cт(x(k))U({л}nL), 
хЕ::L\{л} 

I'Де х = x(l) ... x (k) . # 
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Н терми..1:нtх (;у11ер1103и.ци.и. мо1'ут быть нредставдены и. такие 

ош:~раци.и. над л3ыками. юtк объtщи.неню:\ (;Оеди.нени.е и. и.те

ра.цил. 

Объединение. lly(;'lЪ L 1 и. L 2 - два нрои3вольных Я3ыка в 

юtком-тu алфави.т·е W. Но3ьмем прои3водьный: двухбуквенный: 
адфави.т V = {а, Ь} и. Я3ЫК L 3адади.м как L = V (т.е. Л3ЫК L 
t.:O(;l'OИ.T и.3 двух однобуквенных цено'iек а и. Ь). f>аt.:t.:мотри.м t.:у-

11ер1103и.цию S(L,Lu,Lь), 1'де Lu = L1 1 Lь = Li. Докажем, 'iTO эта 
t.:унер1103и.ци.л t.:овнадает <.; объединением L1 U Li. Дей:<.;твитедь
но, е(;ди. мы во3ьмем цено'iку а Е: L, то ее еди.н<.;твенную букву 
мы можем, <.;Оl'дасно онределени.ю <.;у11ер1103и.ци.и., 3амени.ть лю

бой: цено'iкой: я3ыка L1. 'l'(YПiO так же, <.;троя <.;у11ер1103ици.ю, 

вме<.;то цеп.о'iки. Ь Е: L поду'iи.м в<.;е цепоч:ки я3ыка Li. Итак, 

Соединение. Снова фи.ю;и.руем 11рои.3вольно в 11рои.3воль

ном а,дфави.те W я3ыки. L1 и Li. Оня.ть-таки. нрои.3водьно вы

берем двухбуквенный: с.tJ1фс1,вит {а, Ь}, онредеди.в Я3Ык L = {аЬ}. 
llодожим, как и выше, Lu = L1, L/J = Li. Тоеда сунерно3ици.я 

S(L,Lu,Lь) = S({аЬ},Lи,Lь) <.;ов11с1,дет <.; <.;оеди.нени.ем L1L2. В 

<.;амом деде, симвод а еди.н<.;твенной: цено'--iки. аЬ .л3ыкс1, L можно 
при. 11.0<.;троени.и. суперно3и.ци.и. 3с1,менять дюбой: цено'iкой: Я3Ы

ка L1 1 а (;и.м1:юд Ь - дюбой: цеш.>'iкой: л3ыка Li. В ре3удьтате 
3с1,11и.t.:анная выше <.;у11ер1103ици.л совнадет с множе(;твом всех це

но'iек, нред<.;тави.мых как <.;оеди.нени.е ху, 1'де х Е: L1, у Е: Li. Но 
это и е<.;ть <.;оеди.нение L1L2. Итс1,к1 

Итерацип:. Расt.:уждая ана.Jюгич:но, можно пuка3ать, ч:тu 

и.тераци.н L * n3ыка L равна 

L* =S(a\L), 
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а. llОЗИ.ТИ.ВНа.Л и.те!-)а.ЦИ.Л 

(ддл дюбых а.-11фа.ви.та. W, лзыка. L С W* и. однобуквенно1'О 

с1.-11фа.ви.та. V = {а}). 
ОL:новное L:вОЙL:тво L:у11е1->11ози.ци.и. 111->и.мени.тедьно к КС-лзы

ка.м выра.жа.е'1' L:дедующа.Л ва.жнм 'l'еО!-)ема.. 

Теорема 8.9. Е<.:ди. лзыки. Lup i = l, п, контекL:тно-L:во

бодные, я.зык L 'l'а.кже контек<.:тно-L:вободный, то <.:у 11е1->11ози.ци.я. 

S(L, Lu1 , ••• , Lun) е<.:ть КС-я:зык. 

• llусть V = {а1, .. . , ап} и. ка.ждый лзык Lui, i = l, п,, за.да.етL:л 

КС-г1->а.мма.ти.кой G щ = ( Vui, N ир Sщ, Рщ), а. я:зык L за.да.етL:л 
КС-г!-)а.Мма.тикой G = (V, N, S, Р). Без огра.ни.'lенил общноL:ти 
можно 11!-)t\ЦllOJla.Гa.TЬ, '-!ТО нете!-)МИ.На.JIЬНЬiе с1.-11фа.ви.ты в<.:ех ука.

За.ННЫХ l'J)a.MMa.TИ.K 11011а.рно не нересека.ЮТСЯ: (та.к Ка.К всеl'Да. 

можно 111->овести. npuцr:-dypy п,:,р,:,·им,,:,ни(jа'Н/UJ(, нr:-rп,:,рм,инали(j JIЮ

бой ё,ра.м.ма·rпщ~и) . 

1lо<.:т1->ои.м <.:шщующую Г!-)а.Мма.ти.ку; 

G' = ( V' N' S Р') ' ) ' ' 

гд,е V' = Vu1 U ... U Vu" 1 N' = N U Nu1 U ... U Nu,., Р' = Ри1 U ... U 

U Риг~ U { А • ci; ДJIЛ дюбо1 'О 11pa.BИ.Jla. А • (Х В f'}. 
Здесь цено'iка. сх' 11оду 'iа.етL:я: и.з цено'iки. сх сдедующи.м обра

зом; все нете1->ми.нс1.-11ы в сх оста.ютсл без и.зменени.й, а. ка.ждое 

JJхождени.е каждо1'0 терми.на.-11а. Ь Е: V, т.е. Ь = щ ддл некоторо
l'О i = l п за.менлетL:Л аксиомой S L' 1 )аммати.ки. G (замети.м 17 !Ji- IJ ) 

'iT07 COL'Jla.CHO эти.м llJ)a.BИ.Jla.M За.мены, ДJIЛ дюбых цено'iеК сх, (J 
в объеди.ненном а.-11фа.ви.те 1 'ра.мма.ти.ки. G ( cx(J)' = сх' (J' и. Л' = Л) . 

Неформс1.-11ьно <.:и.стема. 11!-)a.Bи.Jl Р' ноду'iа.етL:л объединением 

JJ<.:ex миожестJJ нра.ви.д 1'ра.ммати.к Gui и. доба.JJJLени.ем " нерекра.

шенных ;, нра.ви.д 1 'ра.мма.ти.ки. G. ,, llерекра.ши.вани.е ;, выра.жает-
v G ел в том, 'iTO ка.ждыи терми.иа.-11 a i 1 'ра.мма.ти.ки. за.менлет<.:л 
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с1,кс.;и.омой Sщ 1'µс1,ммс1,ти.ки. Gap с1, нетеµми.на.J1ы ос.;тс1,ю·1тл в не

нµи.кос.;новеннос.;ти. В чс1,с.;·1,нос.;·1'и., дш1 любой цено'-lки. (J Е N* 
и.меет мес.;то (J' = (J. 

Докс1,жем тенеµь, 'iTO 1 ·µс1,ммс1,ти.кс1, G', контекс.;1·но-с.;вободнс1,л. 
V 

но нос.;тµоени.ю, лвдлетс.;л и.с.;комои, т.е. онс1, 11оµождс1,ет с.;у11еµ110-

зи.цию S(L).Ja11 • • • 1 La1J · 
llµежде вс.;е1 'О докс1,жем, 'i'l'O длл. нµоизводьных. нетеµмина.J1с1, 

А Е N и. цено'iки. 1 Е (V U N)t- и.з А гс; 1 с.;дедует А Гс;r , ', т.е. 

ес.;ди. в сµс1,ммс1,тике G и.з нетеµмина.J1с1, А выводи.тс.;л це11очкс1, 1 
в объединенном а.J1фс1,ви.те, то в 1·µаммс1,·1'и.ке G' из то1·0 же не
теµми.на.J1с1, А выводи.те.;}! ,, двойни.к -~ цено'iки. 1 , ноду 'iёl,емый и.з 
нос.;дедней зс1,меной кс1,жд01·0 ее теµми.на.J1ьно1·0 с.;и.мводс1, Ь с1,кс.;и.

омой с.;оответс.;твующей гµс1,ммс1,тики Gь = Ga
1 
длл некоторого 

i = 1, п. 
ДOKcl,Зcl,'l'e./lЬl:TBO 11_(.)Оведем и.ндукци.ей 110 дли.не { ВЫВОДё\, це-

110'-lКИ , и.з нетеµми.нмс1, А. Ддл вывода llулевой дли.ны утвеµ

ждеllи.е тµи.ви.а.J1ьllо, тс1,к кс1,к А гll А= А'. llyt.:ть утвеµждеllи.е 
докс1,зс1,но нµи. вс.;ех. { ~ n1., - 1, и. 11ус.;1ъ А Гс; 1 . То1·дс1, с.;ущес.;твует 
ценО'iКёl, ( 7 'l'cl,Kcl,Л., 'iTO А г~-l ( Г И I . Со1 'Jlcl,(;H() 11µед110Jюжени.ю 
ИliДУ кции, ОТt;ЮДё:1, с.;дедует, 'iTO А f---c;, ('' ё1, Тёl,К Кёl,К ' r u , , то 
с.;уще с.;твует тс1,кое 11µс1,ви.Jю выводс1, Н • (J в М.1:iоже t.:тве Р, что 

( = (1H(i (длл tlекотоµых. (1, (i Е: ( V U N )* ) и. 1 = 6 fJ(i, Следо
ватедьliо, ;' = ,~В(~, с\, Тс\.К Кс\.К В М.1:iожес.;тве 11_(.)c\.BИ.JI ВЫВОДс\. Р' 

et.:'lЪ 11_(.)ёl,ВИJЮ lJ • (J', то е -и, (~(J' (~ = , '. Итс1,к, ОКОН'--iёl,ТедЬ.1:iО 
llOдy 'icl,eM А f---c;, е r ur , '. 

Из докс1,3с1,н.1:iо1·0 с.;дедует, 'iTO длл любой цено'-lки. х Е: L = 
= L(G), т.е. Т'сtкой ценочки х, 'iTO S гй х, вынолнлетс.;л S f--й, х'. 
Е(;J1и х = л, то то1'дс1, из л Е: L с.;дедует, 'iTO л Е: L(G'). Еt.:ли х -f л, 
то1·дсt для. tlекотоµо1·0 k > О х = x(l) ... x (k) и. х' = Sx(l) . . . Sx(k:), 

с1, 'l'cl,K ксtк ддл каждо1'О j = 1, k выноднлетt.:л Sx(j) -с;, Yj, кс1,

кова бы liИ. быдсt це110'-lкс1, Yj Е:: Lx(j), то х' -й, Yl ... Yk:· Но 
нос.;деднля. це110'-lкс1, ес.;ть нµои.зводьнм це110'-lкс1, с.;у 11еµ11ози.ци.и. 

S(L L L ) (не с.;читс1,л нуt.:той ценочки ю~нос.;недt.:твенtlо , а1 , • • • , Un . , r 

выводимой И3 ёl,Кl:ИОМЫ S), Тёl,К Кс\.К OHU. llOдy'-leнc1, из 11_(.)ОИ.ЗВОJlЬ-
liОЙ tlенус.;той цено'-lки. х лзыкс1, L нутем зс1,ме.1:iы в tleЙ кс1,ждо1'0 
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t.:и.мtюда х (j) 11µuи.з1:юдыtuЙ: Цt;HU'iKUЙ: н:зыка L .J.;(j) · Пut.:кuдь

ку И.3 S гс; А t.:.1шдует S r c;r л, дюбан. Цt;llU'iKa t.:унt;_[.)11U3И.ЦИ.И. 

S (L . L L ) 11(.)f)(JЖДаt;тt.:л: L'Наммати.кuй G' 
' U, 1 ' ... ' и,,. t' t' . 

Дuкажt;м Tt;IIt;pь, ч:тu t;t.:JIИ Цt;Ш.>'iка ·ш в о..11фави.тt; V' ( тt;р-
ми.нё\.lrьнuм ё\.lrфави.те L'_[.)аммати.ки. G') вывuди.тt.:л и.3 акt.:и.о

мы S в L'раммати.ке G', тu она 11ри.наддежи.т t.:y 11ер11ози.ци.и. 

S ( L, Lи,1 , • •• , Lи,,.). Ддл: это1 'О t.:Hёt'io.Jiёt докажем, '!ТО ддл: дюбых 
нt;тt;рми.нё\.lrа А с N и. Цt;Ш>'iКИ. 1 с ( V U N )* и.з А-&, , ' t.:Jit;Дyt;т 

А гс; 1 · 
0 llН:ТЬ BUt.:llUJIЬ3 у емt.:л и.нду кци.ей: llU дди.не вывuд а, HU на 

этот µа,3 вывода ценоч.ки. 1' и.3 нетеµми.но..11а А в 1'µаммати.ке 
G' . Сду'iаЙ: вывода нуде.вой: дди.ны, как и. выше, три.ви.о..11ен . 

llyt.:ть ддл н~которогu rn > О выподнлетt.:л А гV, 1 '. Тогда 
t.:ущеt.:твует Tc\.Ko.JI ценоч.ка µ,, '!ТО А гZJi-l f-1, гс;, 1'. Каждый 
t.:и.м.вод це110'-lки. -v' еt.:ть ди.бо одна и.з акt.:и.ом S . i = 1 п ди.бо 1 Ui , 1 7 

нетеr)ми.нё\.11 и.з N Так как КС-1'r)аммати.ки. G и. G i = 1 п . в 
t' • t' щ., ' ' 

t.:илу µ~зудьтатов, полученных в 8.2, можно t.:'Iитать заданными 
в np-uf>r:;dr:;'Н,Н,UU фирмr:;, то нµавые '-lаt.:ти. нµа.ви.д вывода каждой 

и.з µаt.:t.:матри.ваемых l'раммати.к не t.:одержат акt.:и.омы. Кроме 

того, нетеµми.нё\.lrьные ё\.11фавиты N и. N щ вt.:ех эти.х 1 '_[.)ёtммати.к 

11011арно не нереt.:екаютt.:л. 

Отt.:юда t.:дедует, '!ТО це11о'iкёt 1' не может быть неноt.:ред
t.:твенно выведена и.з цено'iки. µ, 11ри.менени.ем какОL'О-ди.бо нра
в.и.да и.з Мtlожества Риi , т.е. како1 'О-ди.бо 11µа.ви.да вывода L '_[.)ёtМ

мати.ки. G щ, а выводи.тел: и.з µ, 11µи.меtlеtlи.ем tlекотоµо1 'О 11µа.ви.да 

видсt l:J • (J' , построенного, ксtк укс1,3с1но в определении грс1м
мс1ти.ки. G', 110 11µави.ду В • (J t.:и.стемы нµави.д гµаммсtти.ки. G. 
ТоL'Дёt мы можем tlёt11и.сать; , ' = 1~(J'1; (ддл: tlекоторых це110'-lек 
11 и 1'!. в ёiJiфавиге VUN), µ, =1~в1; = (11В1'!, )', Это 3Нёt'iИГ, 
'!ТОµ,=(' нµи. ( = 11Н1'!., т.е. А -~,-l ('. Со1'дасно 11µедноJюже
tlИ.Ю И.!:iдукци.и., отсюда t.:.1шдует, '!ТО А Гс; с а, так как f = 11Н1'!, 
и. в мtlожеt.:тве 11ра.ви.д вывода L'раммати.ки. G t.:одержи.тt.:л: 11рави.

JЮ в ➔ (J' то ( гс; 11fJ1'/, = 1 и ОКО!:! 'iсt'l'едьно А Гс; 1 . в 'ii.:Lt.:THOt.:TИ., 
ОТt.:ЮДёt L:дедует, '!ТО ДJIЛ: 11_[.)ОИ.3ВОJIЬНОЙ ЦellO'iKИ. :с с V\ тсtкои, 
'!ТО S Гс;, х', и.меет место S Гс; х, т.е . х с L. 
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1\шерь докажем, 'iTO 11рои3воды-1ал цено'iка сх, выводимая: 

в 1·рс1.,ммс1.,тике G' И3 а.ю.:иuмы S, имеет вид cxicxi . . . СХт ('Гn ~ 1), 
~·де ддл ка.ждu1·u j = 1, 'Гn ценu'iка. CXj дибu 11у(.;та., дибu ддя. 1шкu

тu0uгu t.:имвuда. Ь · с V вывuдитсл И3 а.кt.:иuмы Sь - г0с1.,ммс1.,тики. 
J:-' J . J J:-' 

Gь - , т.е. Sь- f-c; CXj , дибu я.вдлетt.:л некоторой: цено'iкой: иетер-
з J /;,j 

MИlic\.JIOB И3 N. ДеЙ:(.;ТВИТедьио, t.:a.Ma. а.Кt.:и.ома S у ДОВJШ'l'!:Юрлет 

этому требованию. Да.J1ее, ну t.:ть дока3ываемое t.:нраведдиво ддл 

дюбuй: цено'iки, выводимой: в G' 3а. любое 'iИCJIO шс1.,1 ·uв, не 11ре

вышс1.,ющее l - 1 ддл иекоторо1 ·о l > 1. 
llред110Jюжим, 'iTO S г~, сх. То1·да., ка.к это мы уже деда.J1и 

V 

В a..lic\.JIOl 'И 'iНЫХ t.:итуа.цилх, ра.,(.;(.;МlУГрим 1IUСJ1едиии Ша.1' ЭTUl 'U 

вывода., т.е. ддл некоторой: ценu'iки , будем иметь 

Со1 ·да.(.;НО 11ред11оложению индукции, це110L1кс1., , 11ред(.;тс1.,вимс1., в 

виде 

! = 111'2. • • • 1т, 

l'де / j = л, j = 1, rn, ИJlИ Sьj f-G1;, . r j ДJ1Я. .lieкuтopOl'U Ьj с V , ИJlИ 
J 

1 Е: N'i<. Так как к ценu'iке I нриме.liлетсл ю~которuе нравиJЮ 

1·рамматики G' (на ноt.:деднем ша1·е вывода це110L1ки сх и3 ак

t.:иомы S), то в I входит 110 крайней мере uдии иетермииа.J1 
грамматики G'. Еt.:ди это еt.:ть некоторый: t.:имвод А Е: N, то 
O.li может входить тодькu в uд.liY и3 таких 11одце11u'iек , j, ко
торм t.:Оt;тоит И3 иетерми.н:а.Jюв алфавита N . llot.:дe 3амеиы А 

110(.;рtщt.:твом ю:~котuро1·0 нравида вида А -+(:]', (;Uu1·вет(.;твующе

го 11равю1у А--+ fJ грамматики G, ноду 'iИТ(;Л цеп:оч:ка, в которую 
мо1·ут входить тодько иетермииа.J1ы миоже(;тва N и ак(;иомы Sь 

1·раммсtтик Gь длл ксtких-дибо Ь с V. 

Сдедоватеды-10, еСJ1и цено'iка сх на. 110СJ1еднем шаt'е ее вывода. 

И3 а.К(;иомы нuду'iеиа. нримеиеиием иекотuро1·0 нравида А --+(:]', 

то она также может быть нредt,;тавдена (;Оединеиием цено'iек 

тако1 ·о же вида, 'iTO и цено'iки , j. 
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Если же Sьi r c;t> _ ,j для. liекоторо1 'О Ьj Е: V и lia, у KcLЗa,liliOM 
J 

шсt,1'е нµимеliя:ет(.;я: 111.>сt,вюю из мliожествсt, Рьi, то Olio, ввиду то-
l'О '-iTO все мliоже(.;твсt, N и Nь (для. ра,3ди'-iliых Ь Е: V) 11011ct,p1io 

lie нересексt,ютсл, мuжег бьпъ 11римеliенu тuдькu к тсt,кuй нuдце

пuч:ке ij, КUГUра,Л ВЫВUДИТСЛ И3 а,КСИUМЫ Sf)i, И ТUГ.Ца, В ЦеПUЧ:Ке 
а нолу '-iим 11одце110'-iку, онлть-тсt,ки вьнюдиму ю из Sьi, т .е. и 

в этом cдy'-ict,e* цено'-iксt, а обра,3уется: соеди.litшием 11одце110L1ек 

то1'0 же видсt, Ll'l'O и це110L1ки. ,j . 
llуеть тенерь цено'-iксt, ·w Е: V'* тсt,ковсt,, '-iTO S гс;, ·w. Ес

ли. 'Ш = А И. S -и, А. 1 ТО ЭТО 03lia,'-ia,eT ШJ.JlИ'-iИ.e 11pa,BИ.Jla, ВЫВОДа, 

S • Л в МliОЖе(.;тве Р' и. 1 GJ1eдoвct,тe.,1ьlio, в Мliожестве Р, т.е. 

Л Е: L и Л Е: S (L,Luu···,Lun). Тсt,ким uбра,3uм в этом cдy'-ict,e 
11устсt,л це110'-iксt,, норождсt,ема,я. l'рсt,ммсt,тикой G', действитедьliо 
11ри1iёLДдежит yкa,ЗcLliliOЙ (.;унернозиции. Иlict,'-ie в силу дoкcL3ct,li

liOl'O выше свойствёL любой ценО'-iКИ, ВЫl:ЮДИМОЙ в l'рёtММёLТИКе 
G' и.з сt,кси.омы1 цено'-iксt, ·ш 1 ш~ содержщс1..я: 110 уGJювию вхо

ждеliиЙ 1iетермию:1.1юв из N, донусксt,ет 11ред(.;'l'а,ВJШ1iие в виде 
'Ш(W2 ... 'Шk, l'де для: КёLЖДОL'О j = 1, k имеет место выводимость 
Sьi rci, . 'Wj (возможliо для: liекоторых j, '-iTO 'Wj = Л; в '-iа.СТ1iОСти1 

J 
может оксLЗсt,'1'ься. 1 '-iTO и 'Ш = Л). Тсtким обрсLзом, 

г.це .цлл ксt,ждuгu j = 1, k цепuч:ксL 'Шj принсLдлежит лзыку 

Tct,K КёLК при эгuм S Гс; Ь1 Ь2 .. . ьk, Т .е. Ь1 Ь2 ... ьk Е: L, TU 

Е: S(L,Luu•· •, Lun). 
Итсt,к1 доксt,Зсt,в 1 '-iTO дюба,Л це11О'-iКа, -w в терми1iа,.11ь1iом а,.11фсt,

вите V' ерсLммсt,ти.ки. G', вы1:юди.ма,Л и.з сLксиuмы, есть эдемеliт 

"З о.меrи.м, Ч:Г() в при.веL\ен:1юм выше L\()Кi:t3о.теды;тве l:yщel:rвeliH() И.l:Il()дь-

3уетс.н. Т()Т фо.кт, Ч:Т() liетерми.юtJIЬН:ЬП:) мфо.ви:rы N , Nui 1 ••• ' N u" rюrшрн:() 
н:е гrepel:eюtюrl:.н.. ~l:ди бы ЭТ() быJю н:е го.к, Г() в н:ек()r()р()Й nод;цегrоч:ке 

-Yi I ВЬШ().L\ИМ()Й И:3 i:tКСИ()МЫ St,j .L\ JШ н:ек()Г()fЮl'() bi Е v·, мы M()l'JIИ бы 3i:tме
н:ить вхожд;ен:ие неrермин:мо. и:3 N t,i , гrримен:ив гrро.видо выBO.L\i:t "ч:ужой" 

1'ро.ммс1,тики G,.,,1, 1 Uk f;;. bi, и гrолу ч:иrь в C()l:ro.вe цегrо'-Iки сх гrод;цегrо'-Iку, не 

вы.1юL\и.мую ни. 113 ().L\li()Й: ,, .L\()'-1eplieЙ: ;, cJ..Kl:U()MЫ Si, , Ь Е V . 
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i..:y ш~µнuзи.ци.и. S ( L, Lu..1 , ••• , Lu..
1
J, мы тем ~..:а.мым зёLвеµши.ди. дuкёL

зёLтедь~..:твu теuµемы. • 
Следствие 8.3. Семей~..:твu КС-лзыкuв ЗёLмкн.утu uтн.ut;и.

тедьн.о онеµаци.й объеди.н.ен.и.я., t.:оедин.ен.и.я., и.теµаци.и и нuзити.в

н.ои и.теµаци.и.. 

• ДuкюёLтель~..:твu нuду'iает~..:я немедленнu и.з пµиведен.ных выше 
uпµедедени.й uпеµёLций uбъединенил, t;uединенил, и.теµёLции и 

нuзи.ти.вн.uй и.теµёLци.и. КёLК 'iёLt.:тн.ых ~..:ду 'iёLев i..:y неµнuзи.ци.и.. • 
ЗёLмети.м, 'iTU uбъеди.н.ен.и.е бet;кuн.e'iн.u1·u t;емей~..:твёL КС-я.зы

ков н.е лвллетt;л, вообще 1·овоµл, КС-лзыком. Т'ак, лзык 

н.е лВJ1я.ющи.и~..:л КС-языкuм (~..:м. 8.3) , мuжет 
быть нµедt;тёLвJ~ен. в ви.де uбъеди.н.ен.и.л t.:'ieтн.u-

V V 

1 ·u t;емеиt.:твё:\., каждыи эдемен.т кuтuµu1 ·u еt;ть 
я.зык { апьп(;,п} ДJHI фи.к~..:и.µuвёLН.Н.Ul'U Н.ёLTYVёLJlb-

V V 

Н.Ul'U п, т.е. н:зык, L:U(.;'l'UЯ.ЩИ.И и.з uдн.uи цеНU'iКИ., 
V 

ёL L:JШДUВёLТедьн.u, µе1'удЛVliЫИ И. KUliTeK(.;l'liU-

i..:вuбoдн.ый. Риr:. 8.34 

Замечание 8.12. Нывод цено'iки ш из t.:у11еµ11ози.ци.и 

S (L, Lu..1 , ... , Lun) ( et.:J1и Olia lie я.ВJ1я.етt;я. нуетой цено'iкой, н.е

но~..:µедt.:твенно выводимой из ак~..:и.омы S) в 1·µаммё:\.тике G' 1 

но~..:тµоенной в докюатедь~..:тве теоµемы 8.9, можно нµовеt;ти 110 

1,двухуµовliевой \• t.:хеме 1 нµиведен.н.ой НёL µи.t.:. 8.34. Сна'iсlдё:\. 110-
µождаем, и.t.:110J1ьз уя 

11 
неµекµашенн.ые :, нµавила 1 ·µаммё:\.ти.ки G, 

Т .е. нµави.ла ВИДёL А ---t r ' для. А Е N И [ Е ( V u N) 'i<) 17 ДВОЙliИКёL \• 

нµои.зводьной цено'iки. х Е L- 1 т.е. цено'iку S:.{:( l) ... S:.{:(k). Из нее 

затем, и~..:нодьзуя нµавида 
1
, дo'-leµliиx :. 1'µамматик, ноµождаем 

~..:аму цено'iку ·ш , из каждой ё:\.Кt.:иомы S.1.:(j) выводя liекотоµую 

цено'iку Yj так, 'iTO ·ш = Yl ... yr,;. 

Пример 8.20. i>ёLt;t;мотµи.м коlit.:тµукци.ю и.з докюате.11ь

~..:тва теоµемы 8.9 lia конкµетном нµи.меµе. 
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Нзык L 01чящелим как я.зык, норождаемый 1-рамматикой G 
r.;o t;JШдующим миожес.;твом нравил вывода: 

S • ablaSbl SS. 

Языки La и Lь определим так: 

La = {Uпlп; п ~ U}, 

Lь = { х; х Е: { а, Ь} и х = хн,} 

(т.е. Lь ес.;ть лзык 11ш1индромов в ш1фавите { а, Ь}). Занишем 

множес.;тва нvавил вывода 1-рамматик Ga и Gь, норождающих 
лзыки La и Lь с.;оответс.;твеиио: 

s • us11u1 1 л 

8 • aSa l Ы3ЬI aa l ЬЬI al ЬI л 

(грамматика Gь). 

llреобразул грамматики G , Ga и Gь к нриведеиной фоµме 
(убирал акс.;иому из правых 'iас.;тей правил вывода) и переимено

нынал нетерминш1ы так чтобы множес.;тна N N и N 11011арно 
' ' и ь 

ие 11еvес.;екш1ис.;ь, нос.;троим, как онис.;аио н доказатt:>..J1ьс.;тн~ тео-

ремы 8.9, миожес.;тно Р' нранил нынода 1-рамматики 

G' = ( { U, 1, а, Ь} , { S, Т, Sa, '1 ~ , S ь, '1 'ь} , S, Р') , 

норождающей с.;у11ер11озицию S(L,La,Lь): 

S • SaSьlSa'1'Sьl'1''1', 

Т • SaSь I SaTSь I ТТ, 
S а • UTa 11 О 11 Л, 
Та ➔ 0'1~1101, 
Sь • а'l'ьа I Ь'l'ьЬ I аи I ЬЬ I а I Ь I О I л, 

'l'ь • а'l'ьа I Ь'l'ьЬ I аи I ЬЬ I а, 1 Ь I U. 

(8.19) 
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l:->а.t;t;мотрим дерево вывода. цено'iки. OlOOllabab, изобрсtжеа
ное на. ри.t;. 8.35. Et;J1и. нри. ноvождени.и. этой цено'iки. и.t;нодьзо

всtть ,, двухуровневую " t;хему1 011и.t;а.нную в зсtме'iа.liии. 8. li, то 
llOдy'iИ.M Та.КОИ ВЫВОД: 

S г Su,'l'Sь г SuSuSьSь г OlSuSьSь г 

г 010:ГulSьSь г 010011SьSь г OlOOllaTьaSь г 

г OlOOllabu,Sь г OlOOllabab. 

Cact'iaJlct 11орожцсtетt;л ,, двойаик " це11о'iки. аЬаЬ Е L, а. за.тем act 
меt;то пеvвого t;имволсt ( зсtмененного ctKt;ИO- s 
мой Sи, " ДО'iеvней ·~ ГIJа.ММа.ТИ.КИ Gu) IIOДt;Tёt- ~ 
ВJlЛеТt;Л ЦellO'iKc:\. 01, Нс:\. меt;ТО BTOIJOl'O (;И.М- / t ~ 

:~:~ на. =~~1~о'i::.1~в0е~~;,о:~ мet;:~~1~~:~,~~i'o - А А 1' 
Зсtмети.м, 'iTO в общем t;J1y'icte 11оt;трое- о 1 sa Sь ь 

нюi вывода. в 1 ·рсtммсtти.ке G' ( еt;ди. не обл- /f\ ~ 

зсtтедьно нри.деvжи.всtтьоr "двухуровневой " / t \ f \ \ 
t;трсtте1·и.и.) " до'iернля." 1·vсtммсtти.ка. может О Т 1 а Т а 
Hёt'ii:LTЬ 

11 
IJа.ботсtть '" 1 Ка.К TOJlЬKO В выводе 110- (\а ) ь 

лвдлетt;л ее сtкt;и.омсt. Та.к, но и.зобvсtженному f \ 
на. IJИ.t;. 8.35 деvеву вывода. может быть 110-

О 1 ь 

V V 

t;тvоен t;J1едующи.и девыи вывод; 
Рис. 8.35 

S г Su'l'Sь г OlSuSьSь 1

- UlU:L~lSьSь г 

- UlUOllSьSь г OlOUlla:L~aSь г 

г UlUOllabu,Sь г UlUUllabab. 

Но еt;ди. мы нvенебvежем требова.ни.ем, 'iтобы нетерми.нш1ь

ные а.Лфсtвиты гра.ммсtтик G, Gu и: Gь п:опсtрно не пepet;eKo.JIИt;Ь, 
' I' rp ']' и. отождеt;тви.м, t;ка.жем, нетерми.на,,11ы .L u, .L ь и. 1 110Jюжи.в 

'1~ = :L~ = Т, то t;можем вывеt;ти. цено'iку , не нри.нсtддежсtщую 

t;унер11ози.ци.и S(L, Lи, Lь). На.нvи.меv , 
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Н L:сtмом д~1е, це110 '--iксt 01 может быть 11оду'--iенсt 11ри.менени.ем 
ди.бо 11рави.дс1 Sa • 01 1 ди.бо 11рс1ви.да '1~1., • 01; це110'--iка ЬЬ -
11ри.менени.ем 11рави.да '1~ --+ ьь И.JlИ. s{) --+ ьь, ценоч.ка U - 11ри.

м<-:шени.ем 11pctBИ.Jla, s{) --+ U И.дИ. '1 ~--+ и . Можно Jlel'KO убеди.тьl:Л 

В том, '-!ТО В этом l:JlY '--icte еди.нL:твеню:tя: це11О '--1Ксt, L:Оl:ТОЛЩс:\.Л И.3 

с:\.Кl:И.ОМ " ДО'--iерни.х '" l'рсtммати.к, т.е. (;И.МВОJЮВ Sa, s{) , И.3 кото
рой может быть выведенсt це110'--iксt Olbbu, рсtвна SaSfJSfJ. Но эпt 
цено'--iка не выводима и.з акL:и.омы S. ЕL:ди. же мы, сtнади.зи.руя 

це110'--iку Olbbu, L:т11.11и. бы раL:t;матри.вать в кач.еt;тве 11равой '--ict
t;ти. 11рави.да вывода не цено'--iку ЬЬ, а це110'--iку Ь, то 11оду'iи.ди. бы 

подцеп.о'iку Ьи, ие лвдлющуюL:л 11рс1вой '--iсtL:тью ии: одиого 11рс1ви

да вывода, и тогда имеди. бы SaSfJbu - цепо'iку, ие выводи.мую 

И.3 s. 
Мы вьш~1и. ,, шюхую " це110L1ку здеt;ь нотому, '-!ТО " 11ере11у

тс1в 1• нетенми.н11.11ы l'Ha,MMcLTИ.K llOЗBOJlИ.JlИ. ВКJlИ.НИ.ТЬ(.;Я. 1• ДO'--iel)-
~ ~ ' " " ~ 

ней 1• t'раммати.ке GfJ в работу t'раммати.ки. ,, верхнеt'О уровнл 1• • 

Аюыюги:ч:но можно поL:троить пример, когда разные " доч:ер

ни.е 1· 1·раммати.ки. ,, мешают 1• дру 1· дру1'у. 

Итак, требование, L:Ol'дat;нo которому нетермин11.11ьные 11.11-

фавиты 1 'рамматик G и. вL:ех G щ 11011арно не нереt;екаютt;л, 

.лВJ1летt;л t;y щеt;твенным. # 

ИL:L:дедуем те11ерь во11роL: о ш~реL:е'--iении. КС-я.зыков. Нведем 

обозна'--iение; el:J1и. д с1,н 11.11фс1,вит { Ь1 , ... , Ь1,;; } , то '--1ерез [Ь~ . .. bk] 
обОЗНа,'iИ.М лзык { ь~ ... bk; п ~ о} . 

Теорема 8.10. Kдctl:t; КС-лзыков не зсtмкнут отноL:и.тедьно 

11ереL:е'--iени.я.. 

• Языки и* ьпсп] и. [ипьп)с;*' Ка,К можно J!el'KO доказс1,ть, Я.ВJlЛ

ЮТl:Л КС-лзыкс1,ми, но их нереL:еч:ение еL:ТЬ лзык [ипьпс:п] , кото

рый - кс1,к это бьuю доказс1,но в 11ри.мере ~.11 - не КС-н.зык. • 
Следствие 8.4. До110J1нение КС-лзыкс1, в общем l:Jly'--iae не 

.лВJ1я.етt;я. К С-я.зыком. 

• ДеЙL:твитедьно, el:J1и. бы ддя. дюбо1'0 КС-н.зыкс1, L е1'0 до11од

нени.е L быдо бы КС-я:зыком, то ддя. 11ереt;е'iения: дюбых двух 
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КС-я.зыкuв L1 и. L2 мы и.меди. бы; L1 П L2 = L1 U L2 - К С-я.зык, 

'iTU нvu1'и.1:юvе'iи.т теuvеме 8.lU. • 
Oдlia.кu uка.зыва.етt.:л, '-!ТО кда.t.:с КС-лзыков за.мкliут относи.

тедьliо онеvс1,ци.и. су-.нсен:пого nересечепия языков - онеvс1,

ци.и. нevet.:e'ieliИ.Л t.: 1->еt'удЛl->НЫМИ. Л3ЫКё1,МИ.. 

Теорема 8.11. Ес.:л.и. L - КС-я.зык, с1, R - vе1'удлvliыЙ 

лзык1 то L n R - КС-лзык. 

• llyt.:ть G = (V, N, S, J>) 
я.зык L, с1, М = (Q, V, Ч1J, Р, 
щи.й лзык R (с.:м. 7.5). 

KC-t'I->cl,MMo..TИ.Kcl,, 11оvождс1,ющс1,я. 

б) - коне'-iliЫЙ с1,1:.п·омс1,т 1 донус.:кс1,ю-

D у дем L:'iИ.Тс.\.ТЬ, 'iTU l 'l->cl,MMo..TИ.Kc.\. G Дёl,Но., в нvш:seдeliHUЙ фuv-
ме, пvи'Iем с1,кс.:иомс1, не t.:одеvжитt.:л в пvс1,вых чс1,t.:тлх пvс1,вш1 

выводо.. ( t.:м. 8.2). Коне'-iный же с1.,втомс1.,т М лвдлетt.:л детеv

ми.liи.vо Bc.\.HliЫM. 

н Оt.:нове KOHL:TI->Y кци.и. 1 'I->о..ММёl,ТИ.КИ. ДJlЛ неvеt.:е'-iени.л L n R 
дежи.т t.:дедующаЛ нефоvма,.11ьнс1,л и.дел. Мы хоти.м ноt.:тvои.ть 

тс\.кую КС-t'I->с:\.Ммс:\.ти.ку G', котоvс:\.л ноvожда11с:\. бы вt.:е цено'-i
ки., oд!:ioвveмe!:i!:iO ноvождс1,емь~е 1 '1->с1,ммс1,ти.кой G и. дону t.:кс1,емые 

кo!:ie'-i!:iЫM с1,1.п·омс\.том М . Это ЗJ:ia,'-iИ.l', 'iTO дюбс1,я. це110'-!кс1, х, 

ноvожда.ема.Л ГI->о..ММс.\.ТИКОЙ G'' ДOJIЖJ:ic.\. у довдетвоvлтъ двум тvе
бово..J:iИЛМ; 1) S Гс; х и 2) в М доJ1же!:i !:iс:\.Йтиt.:ь еди.ш.;тве!:i!:iЫЙ 

нут·ь из J:ic\.'-icw'IЬJ:iOl 'O (.;0(.;ТОЛНИЛ В OДJ:iO И.3 3c:\.KJlIO'iИ.TeJIЬl:iЫX (.;(.)(.;ТО

лни.й, J:ia. котоvом 'iИ.Тс\.етt.:л цено'-iкс\. :г. Et.:J1и. цено'-iкс\. х нуt.:тс:\.л, 

то OJ:ic.\. НI->И.J:iо..Ддежит нevet.:e'-ieJ:iИ.IO L n R ТОl'До.. и TOJIЬKO 'l'Ol'Дo.., 

КОl'Дёl, В J> еt.:ть 11!->с:\.ВИ.JЮ S --+ л, о.. J:io..'-icw'lЬJ:iOe (.;0(.;'l'OЛJ:iИ.e o..BTO

Mc:\.'l'c:\. М я.вдлетt.:л и. зс1.,кдю'-!и.те.11ь!:iым. Ддл J:iенуt.:той цено'-!ки. 

х = :l-·( l)x(2) ... :l-·(k) из неvеt.:е'iенил L n R тоt'Дс:\. доджно.. t.:уще-
V 

(.;ТВОВа,ТЬ е.цинt.:твеllНаЛ ПOt.:JieДUBa,TeJIЬJ:iOL:Tb (.;0(.;Т'ОЛl:lИ.И ЧIJ, 81, ... , 

8к- 1, Чt ( Чt Е: Р) м!:iuжеt.:твс\. Q, в котоvой ЧIJ --+~•( l) 81, 

о у дем то1 'дс1, в ко..'iеt.:тве !:iетеvми.!:iа1юв 1 'vс1,ммс1.,ти.ки. G' vc1,t.:
t.:Mc:\.TI->И.Bo..1ъ вt.:евозможtlь~е yнovлдo'-J.etltlьie тvойки. ви.дс\. [qXr·], 
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1'.Це Ч, 'Г - (;0(.;ТОЛliИЛ KOlie'iliOl'O 1;1,,.1П'ОМ1;1,,Т1;1,, м, 1;1,, Х - (;ИМ

J:Юд из oбъeдиlieliliOl'O а,llфс:1.,витс:1., 1·1я1,,мм1;1,,'1·ики G (нохожий нрием 
мы 11римеliлди, (;Троя. КС-1'рамма1·ику, эквивi:LJШliTliYIO задаliо

му Мll-1;1,,1.п·ом1;1,,·1·у, (;М. 8.4) . Зс:1.,~..:·1·1;1,,вим 1·р1;1,,мм1;1,,'1·ику G' выводить 
И3 1;1,,Кt.:ИОМЫ Bt;e litШy(;TЫe ценО'--iКИ ВИДс:1., 

ддя. вt;ех Чt Е: F и вt;ех 11оt;Jшдов1;1,,тедьliО(;тей "l, Ь''l, , .•• , "k- l t.:оt;то

ЛliиЙ из Q 11ри уt;Jювии, 'iTO S rc; x(l):i:(2) ... x(k) . Heтepмиlii:L.11 

же [qar·] нри а Е V может быть1 110 011реде.1шliию 1 31;1,,мelieli тер

мин:ё:\.Jюм а т·огда и тодько тогда, когда в t;Иt;теме команд б 

KOlie'iliOl 'О 1J.,J:.П'OM1;1,,'l'c:I., М е(;ТЬ KOMc:l.,liДc:I., qa -+ r·, Т .е. И3 (;0(.;l'ОЛliИЛ 
u 

Ч 110 (;ИМВОду а MOЖliO 11ереити В (;(.)(;l'ШiliИe r·. 
llpи тс:1.,ком 011реде.11ении 1•р1;1,,мм1;1,,тики G' онс:1., нороди·г нe11y

t;'l'YIO термИНё:\.JlЬНУЮ цеш.>'--iКУ :г ТОl'Дс:1., И ТОJ!ЬКО TOl'Дc:I.,, КОl'Дс:1., :с 110-
рождаеТt;Л грамматикой G и 'il1Тает(;л licL некотором пути и:з licL

'ii:LJlЬliOl 'O (;(.)(;TO.liliИ.Н В OДliO И3 31;1,,KJlIO'iИTeJlЬliЫX, - имeliliO TOl 'Дс:1., 
(и ТОдЬКО ТОl'Дс:1.,) И3 ЦtШО'iКИ [qux(l).,-1 ][.,-1x(2).,-'l,] ... ["k-lx(k)q[] 
может быть выведена. t;а.ма. цено'--iка. х = x(l)x(2) . .. x(k). Обра.3-
но 1 'ОВОрл, 1 'ра.ММё:\.ТИКё:\. G' Кё:\.ЖДЫЙ (;ИMBOJl ненуt.:той ценО'--iКИ х' 
норождс:1.,емой 1'р1;1,,мм1;1,,тикой G, номещс:1.,ет между двумл ,,(;трс:1.,

жс:1.,ми ;, - (;0(;T0Лlil1ЛMl1 KOlie'iliOl 'O 1;1,,ВТОМ1;1,,Т1;1,, l1 (;ИMBOJl может 
1 

избс:1.,виТЬ(;Л от этих (;ТОс:1.,ЖеЙ ;, TOL 'Дс:I., и ТОJ!ЬКО ТОl 'Дё:\. КОl 'Дё:\. в ,, r . . 1 . 

кolie'iliOM 1;1,,втомате М et;'l'Ь нереход 110 нему из 11ерво1'О (;Оt;тол-
liИЯ. 1ю второе. 

Дс:1.,,цим те11ерь фopмi:L.llЬliOe 011реде.1шliие 1·р1;1,,мм1;1,,тики G'; 

G' = (V N' S' Р') 7 7 1 7 

1 ·де N' = { [ q Х r·]: q,,,. Е Q и Х Е V U N } U { S'}, S' r/:, V U N ( а.кt;и
омс:1., 1 ·раммс:1.,тики G'), а MliOЖe(;'l'.l:IO 11р1;1,,вид вы.1:юдс:1., Р' t;троит(;я. 

t;J1едующ.1,1м обра.3ом; 

1) нра.вюю вывода. S' • Л 11рl1liа.Ддеж.1,1т Р' то1'д1;1,, и тодько 
ТОl'Дс:1.,1 КОl'Дс:1., В MliOЖe(;TBe 11р1;1,,вид}? l'pёLMMc:l.,'l'ИKИ G е(;ТЬ 11р1;1,,виJЮ 
S • Л, 1;1,, ддя. кo.1:Ш'iliOl'O 1;1,,втом1;1,,'1•а М имеет меt;то qu Е F; 
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2) ддл дюбu1·u 11рс1.,видс1., А • , в Р (, -/= Л) в Р' ввuдитL:я. 
МНОЖ!;L:ГВО BL:!;X Про.,ВИЛ ВИДо., 

V V 

ДШJ. 11рОИ.3ВОJJ.ЫiОИ llOL:JШДUBo.,'1'{;.llьtiOL:TИ 81, 8'!,, . . . , 8fc+l С.:ОL:ТО.НliИ.И 
И.3 MliOЖ~C.:TBo., Q ( k ;?: 1 - ДJJ.И.lio., Ц~НО'-J.КИ. ' ); 

3) ддя. любо1·0 зс1.,кдю'-iи.Т!;дь1101·0 r..:ос.:тоя.11и.я. Чi Е: F кo11~LJ.1101·0 

о.,ВТОМо.,То., м· В Р' вводи.тr..:л 11ро.,ВИJЮ ВЫВОДо., S' • [чoSчJ"J, L'Д{; S 
о.,КС.:И.ОМо., L 'ро.,ММо.,ТИ.КИ. G; 

4) Нро.,ВИJЮ ВЬП:ЮДо., [чаг] • а для: а Е: V нрИ.liо.,ДJШЖИ.Т Р' ТОL'До., 
и. только ТОL'До.,, КОL'До., КОМо.,НДо., qa • 'Г нрИ.Но.,ДJI!;ЖИ.Т L:И.L:T!;M{; 

КОМёЫlД 6 KOli!;'IliOГO iJ.,BTOMiJ.,To., М; 

5) 11и.кс1.,ки.х дру1'и.х 11рс1.,ви.J1 выводс1.,, кром~ укюс1.,1111ых в 1111. 1-
4, МliОЖ!;L:тво Р' 11!; r..:од!;ржи.т. 

H!;11ur..:p!;ДL:TB!;HHU и.з 11uс.:трu!;11и.л грс1.,ммс1.,тики. G' ви.днu, чтu 
llYL:Ta..Н Ц!;llO'-J.Ko., А 110рUЖДо.,!;l'L:.Н L'ро.,ММо.,ТИКОЙ G' ТОL'До., И. ТОЛЬКО 
ТОL'До.,, КОL'Да. 11рс1.,вюю вьнюда. S • А L:ОД~рЖИ.Т(.:Я. В MliOЖ!;(.:TB{; Р, 

Т.!;. Л Е: L, и. KOli!;'-iliЫЙ с1.,втомс1.,т М дo11yL:Ko.,!;'l' нуL:тую Ц!;llOLJ.KY , 

Т.!;. Чu Е: Р'. Итс1.,к, S' г >I' Л ТОL'До., и. тодько ТОL'До.,, КОL'До., Л Е: L 'l .Н. 
Дшr lJ.{;llYC.: 'l'OЙ Ц!;llO'-iKИ. х = :c(l)x(2) ... х(тп) MOЖliO ДОКЮо.,ТЬ 

( 11одроб110~ ДОКЮа.Т~дЬL:ТВО мы онуr..:ка.~М 'i') 1 LJ.TO S Г-с; Х 7 Т .~. 

ХЕ: L, ТОL'Да. И. TOJlbKO ТОL'До.,1 КОl'До., 

ддл дюбых 81, ... , 8m- l Е: Q. 
Тогда. из Ц{;Поч:ки [чox(l)81][81x(2)8'l] ... [8rn-1x(тn)qi] Ц!;ПО'I

ка. х = х( l)x(2) ... х(тп) мож!;т быть выв!;Д!;liо., в t'ра.ммс1.,ти.к!; G' 
11ри.м~11~11и.~м 11рс1.,ви.дс1.,, 11pИ.B{;Д{;lJ.lJ.Ul'U ВЫШ{; в 11. 4, в том и. TOJlЬKO 
В ТОМ L:ду '-ia.~, KOl'Дcl., ДJ!Ji KOlJ.{;'-J.lJ.OL'O cl.,BTOMёtTёt М И.М!;!;Т M!;L:TO 

,,Это .ЦLЖсt.зсiт~лы.:тво б~3 ()(;()0()1 'О тру.цсt мож~т быть в()с;с;тсtн()вл~но с; 

lЮМ()ЩЬЮ М~].'()Д,сi и.нд,укци:и. 1ю Д,JIИ.Н~ ~Ы!ЮД,сi. 
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для. ш~котоµых t.:оt.:тою:iии si , ... , Sm- l , т .е . х 'iИТсtетt.:я. .tia. нути 
И3 Чu в Чf" , нµоходлщем 'ieµe3 t.:оt.:тол.tiил si , ... , Sm- l , 11 тем 

(.;а,МЫМ Х Е R7 т.е. Х Е L n R. 
И та.к, OKO.ti 'ia.TeдЬ.tiO х Е L ( G') ~ х Е L n R. • 
Пример 8.21. llоt.:тµоим l'l-)а.Мма.тику , ноµождсtющую нe

µet.:e'ie.tiиe я.3ыксt вt.:ех rщл'U'1-u}puмur::, в а,дфсtвите { а, Ь} t.: л3ыком 
а* ЬЬи* . 

1 'µсtммсtтику для. Я.3ЫКа. ШiJlИ.tiДl-)Oмoв 3а.Да.ем в виде 

S • u'.l 'u I ffl'b I иа I ЬЬ I и I Ь I л, 

'.1' • и'.1 'а I Ь'.1 'Ь I ии I ЬЬ I и, 1 Ь, 

1',Це S - а,К(.;ИОМа.. 1 'µсtф KO.tie'iliOl'O а.ВТОМа.Та., до11у t.:ксtюще1·0 

Л3ЫК и* ЬЬи"', нµиведеli .tia. µиt.:. 8.36. 

Ри~.;. 8.36 

Со1 'дa.t.:.tio нµсtвида.м ноt.:тµое.tiия. 1 ·µсtм
ма.тики G' , l13JIOЖe.ti.tiЫM в дока.3а.тедьt.:тве 

теоµемы 8.11 , имеем t.:ледующую l'l-)а.Мма.

тику ддл неµеt.:е'iенил 3а.Да.нных л3ыкuв; 

S' • [чl)SчiJ , 

(8.20) 

(ддл любых llOL:JH~ДOBa.TeдЬ.tiO (.;TeЙ (.;0(.; l'ОЯ..tiИЙ r·1 , 'Г~ , ·r·з , 'Г4 KU.tie 'i
.tiOl'O а.втомсtта.); 

(для. шuбых llOt.:Jleдoвa.TeJlЬ.tiUt.:TeЙ (.;0(.;ТUЯ.НИЙ r·1 , r·i 7 'Г3 KOJ:ie'i.tiOl 'O 
а.ВТОМа.Та.) i 

(для. любых ПUt;JitЩUBa.Teдьнut.:тeй (.;0 (.;ТUЛНИЙ 'Гl 1 'Г~ коне'iНUГU 

а.!:П'UМа.Та.) i 
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(ддн. дюбых llUL:Jl~ДUBa..'l'~JlЬtlUt.:'l'~Й t.:Ut.:'l'UН.tlИ.Й 1·1, ,,.'l,, 1·'J, 'Г4 KUtl~'i
tlUl'O a..BTOMa..'l'a..); 

(8.21) 

(дшr дюбых llU~ШДUBa..T~JlbtlUL:'l'eЙ t.:Ot.:TUЯtlИ.Й 1·1 7 1·'l, , 1·'J KUtle'itlUl'U 
Ш:П'UМа..Та..); 

(ддн. дюбых 110t.:дeД013a..Te.llbtlUt.:TeЙ t.:Ot.:TUЛtlИ.Й 1·1 7 'Г'l, KUtle'itlUl 'U 

a..13'l'UMa..'1'a..); 

[чuичu] • и7 (8.22) 

[чuЬч1] --+ Ь, (8.23) 

[ч1Ьч2] --+ ь, (8.24) 

[ч'l,ич'l,] • и. (8.25) 

Ра..~..:~..:мuтрим нри.м~р нuрuжд~tlИЛ ка..кuй-ни.бу дь ц~аuчки из 

uпр~д~л~ннuгu выше п~ре~..:еч:~нил двух лзыкuв. Вuзьмем ц~пuч:

ку иЬЬи. Ньшедем t.:tla..'io.Jla.. ,, Д13UЙни.ка.. " этой це11uчки1 13 котором 
ксtждый t.:ИM13OJl "окружен ;. (.;О t.:ТОЛtlИЛМИ. кoнe'itlOl 'O а,13ТОМа,Та,. 

Н нроце~..:~..:е 13Ы13OДсt. мы i..:тct.pct.eмi..:я. ,, 11OJюжи.ть ;. tlct.шy цено'iку tlct. 
tlекоторыи нуть И.3 tlct.'io.JlbtlOИ 13ерШИ.tlЫ a..l3TOMct.Tct. 13 3a..KJlIO'iИ.

T~JlbtlYIO; 

На. 13ТОром Шcil'e tlcillИ.(.;ct.tltlOl'O 13ЫШе ВЫ13OДсt. мы нри.меtlИJlИ. 

11ер13ое из 11рсtвю1 (8.20) ари. г1 = 'Г'l, = чu, Г'J = Г4 = Ч'l. 7 ct нсt. тре·1ъем 
шсt.1'е - второе арсt.13и.Jю (8.21) ари. ·г1 = Чu, 1·2 = Ч1, 'Г'J = Ч'l· 

1~11е1)ь мы 13И.ДИ.М 'iTO l3t.:e ~..:кобки. ;. (.;0(.;ТОЛtlИ.Й MOЖtlO от-
r ' " " 

рлхtlуть;•; 11Ut;JШДO13ct.тeдьtlo нри.меtlлл нрсt.13И.да.. (8.22) -(8.25), 11O-
ду 'iа..ем ц~нu'iку иЬЬи . 

.1:-'а..t.:t;мuтри.м Т(::Шерь 
1
, tlенрави.дьtlу ю ;, цеаu'iку иЬи tt и* ЬЬи *. 

Нывод ее "двойни.ксt 1• может быть тсtки.м; 
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llµи вы1:юде мы L;таµсt.11иL;ь 11омещать каждый входt10Й (.;ИМ

вод KOlie'iliOl '0 а!П'Омата между такими (.;0(.;ТОЛliИЛМИ, 'iТОбы Oli 

ВХОДИJl в метку дУl'И из 11еµ1:Юl'О во втоµое (.;0(.;Т0ЛliИе1 liO мы ви

дим, 'iTO t1етеµмиt1сt.11 [чl>ЬЧ~] lie может быть замеt1еt1 liИ одt1им 
теµминшюм, и вывод зашел в тупик. t->азбоµ дµугих ваµиан

тов вывода " д;~::юЙt1ика 1' цено'iки аЬа мы 011у(.;каем. Н данt1ом 

t;J1y 'iae оказывает(.;Н, 'iTO дюбой вывод закоli 'iИl'(.;}l ту 1н1ковой 

ценО'iКОЙ. # 

Заметим, '-!ТО в µaL;(.;MOl'f-)eliliOM нµимеµе KOli(.;Tf-)Y кцию тео

µемы lieJlЬЗЯ llf-)ИMeliЛTЬ К l'f-)сiММатике языка llёt.llИliДf-)OMOB, et;JlИ 

она задана в виде 

S--+ aSa l bSb l alblЛ, 

110L;кодьку в этом (.;ду '-iae не.11ьзя: обойтиL;ь без нµимеt1ения: нµа
вида S--+ Л 11µи. 11оµождеt1ии. цено'-iки '-iетt10Й ддиliы. 

Так как нµи 110(.;'l'f-)Oet1и.и. t'µамматики. G' нµави.да (.; 11у(.;той 

11µавой '-iаL;тью ( и.з множеL;тва нµави.д 1 'µаммати.ки. G) ни.как 
не 11µеобµазуют(.;л, 1'µамматика G' в таком t;J1y'-iae не ноµодит 
,, двойни.ка.;, ни. одной цено'-iки. '--iетной дди.ны лзыка 11сt.11и.ндµо

мов. 

Сдедоватедьно, ·1,µебовани.е, '-iТОбы 1'µамма·1,и.ка КС-лзыка L 
быда задаt1а в 11µи.ведеt1t10Й фоµме и ее eдиt1(.;'l'Bet1t1oe µазµешеli

ное Л-11µавидо S --+ А llf-)ИMeHЯ:JlO(.;Ь TOJlЬKO llf-)И. выводе 11у(.;ТОЙ 

цено'--iки., я:вдлет(.;я: (.;ущеL;твеt1t1ым 11µи. 110L;'l'f-)Oet1и.и. КС-1,µамма

тики. ддя. 11еµе(.;е'--iеt1и.я. я.зыка L (.; µе1 'удя.µt1ым я.зыком R. 
Доказаt1t1ое утвеµждеt1и.е о " коt1тек(.;тt10Й (.;Вободt10L;ти. ;, не

µе(.;е'iени.л КС-лзыка (.; дюбым µе1'удлµным лзыком в (.;Овокунно
(.;ТИ (.; деммой о µазµа(.;Та.liи.и. ддл КС-лзыков 11олезt10 11µи. доказа
тель(.;тщ~ утвеµждени.и о том, '--iTO какой-либо лзык не лвдлет(.;л 
контек(.;тно-(.;вобод11ым. 

Пример 8.22. Докажем, 'IГО лзык L = {'Ш'Ш; 'Ш Е: {а, Ь}*} -
так 11азываемый я.зык двой11ых t;JIOB в а.11фави.те { а, Ь} - 11е 

ЛJ~Jl.Я.e'l'(.;Л КОliТеК(.;ТliО-(.;ВОбодным. 



Д, . 8 .1. И мeT<>,lfaX (;ИНl'аКGИ'fеGК()Г() аНа/lИЭа К С-.НЭЫК()l:J о 7~ 

llри.мени.ть к решени.ю этой зада'-iи. (.;рс\,Зу демму о рс\,Зраl:та

liИ.И. до.водьliо трудliо. llo(.;тy аи.м так. Раt.:смотрим нере~..:е'-lени.е 

языка L (.; ре1'удярным языком u./' Ь*а*Ь*. Jlel'кo 11онлть1 'iTO это 

аере~..:е'-iени.е (.;0(.;ТОИ.Т и.з .в~..:ех цеао'-iек .ви.да и"1-ьпитьп (nt,7 п ~ О). 
llред11одагал1 'iTO язык L коliтекстно-свободliыЙ1 ноду 'iи.м .в t.:и.

ду теоремы 8.11 , '-iTO контекt.:тно-(.;вободным лвдяетt.:л и. язык 

{итьпитьп; rn,n ~ О} . Одн1:tко этот язык не е~..:ть КС-язык (~..:м. 

нри.мер 8.12). СJшдов1:tтедыtо, не явдяетt.:я КС-языком и. и~..:ход

ный язык L. 

Дополнение 8.1. О методах 
синтаксического анали3а КС-л3ыков 

Проб.л,е.ма сuНtmаксич..еского аНtа.л,иза ддн К С-языкоr::, ~..:о

t.:тоит в но~..:троеliии 1:tJП'Оритм1:t, который 110 дюбой КС-ё-рамма

т,:ике G - ( V, N 7 S, JJ) и. ·цеnu'Ч,ке х в ее ·rпермш-1,ал,t,ним алфаr::, ·и

rпе V ра~..:11озн1:tет, 11ри.н1:tд,Jшжи.т ди. х д,зыку L ( G), порожdаемому 
ё-раммат.:икой G. Н (.;JIY '-11:te 1ЮJIOЖИ.Tt',JIЬliOI 'О ответ1:t н1:t вонрос 

1:\.JН'ори.тм доджен строи.ть deper::,o r::,ыr::,oda х в 1·рамма1·и.ке G. 
Суще~..:твовани.е тако1'0 1:tJн·ори.тма (.;JШдует и.з факта рс\,Зре

ши.мо~..:ти. проблемы пр·инаdлежнисrп·и ДJIЛ КС-лзыков. Мы р1:t~..:

t.:мотри.м ш::~которые 1:\.JН 'ори.тмы t.:ИliTaK(.;И'iet.:кoгo a1i1:tJ1изa для 

011редеденных кд1:t~..:~..:ов КС-языков. 

llрототином t.:и.liт1:tкi..:и'iei..:кo1·0 1:tli1:tJ1из1:tтop1:t явдлет<.;л MП-ar::,

rnoмarn1 который <.;троит(.;Я 110 Д1:tliliOЙ КС-1·р1:tмм1:tтике ( см. 8.4) 7 

но 1·акой Мll-1:tвтомат1 как мы ви.деди., явдш:~т<.;я в общем (.;JIY 'iae 

lieдeтepмиliи.poвaliliЫM и может даже .ЦJIЯ dunycm:uмuй цепu·ч,к·и 

110<.;·1·рои.·1ъ вывud, который закан 'iи.ваетt.:я rnyn·u·r,;or::,oй кинф·иё-у

рацией. qтобы н1:t о<.;нове т1:tко1·0 распизнаваrпелд, 110<.;трои.ть 

1:\.JH ·о ритм t.:Иli'l'a.K(.;И'-iet.:кo1 ·о a.li1:\.JIИ.3a ( и тем ~..:амым нревратить 

раt.:11ознава1·едь в аНtа.л,изатор) 7 нужно рс\,Зработать 011реде

деliliЫЙ .мехаНtuз.м уnрав.л,епия выводом li1:t мliоже~..:тве кин

фщ::,ура·и/ий МП-авrпимаrпа. Этот мехаliизм доджен обесне'-iить 

эффекти.вный 11ои.<.;к dипускающей пислеdиваrпелt,нисrп·и кинфи-



674 8. KUHl'l!JKCl'HU-CHUHUДHЫl!J НЗЫКИ 

ё,ураu/ий ддл донус;тимых це11О'-Н~к. Н 'iа.L:тнос;ти1 может быть 110-
с;тавлена зада'iа рi;1..3работки а.111'оритма бестпупиково-г,о, или 

одпопроходпо-го, anaJtuзa . .оес;т•упиковый: сt.на.11из имеет ме

с;то1 ес;ди llOдy 'iение ту 11иковой: конфи1 'У рсLЦИИ В llf..IOЦeL:L:e 1:LIO::LJIИ-

3i;I.. 031:ii;l..'ia.eт нe11pa.BИJlb1:iOL:Tb ;. i;I..На.11И3Ируемой: ценО'iКИ Т е тот 
" 7 • • 

факт, 'iTO она не нринаддежит· лзыку 7 норождаемому 31:LДсLНной: 

l 'рёLММёLl'ИКОЙ:. .оес;ту 11иковый: ёLlia.l!И3, КёLК можно 110Ki;l..3ёL'l'Ь, не

возможен. в с;ду'iёtе 11роизводьн.01'0 КС-лзыкёL, но ддл н.екоторых 

(дос;тсt.тО'iНО широких) кдсt,с;с;ов КС-я:зыков он. может быть ресt.

дизован. Некоторые а.JП'Оритмы бес;туниковОI'О с;интакL:и'iеL:ко

I'О ёLIO:LJIИЗёL мы О'iень коротко рёtс;с;мотрим в этом донодн.ении. 

Сущес.;твуют две ос.;н.овн.ые с;тратеr·ии с.;ин.т•ёtкс.;и чес.;кого ан.ёL

диза; 1) 'Н,UСХОд,Я,ЩUU anaJtUЗ (нi;l..3ЫВёLемый: ТёLКЖе i;I..Н.а.11И30М 

,, свер'J:у впиз\ иди ёL1:iа.11изом " разверткой••) и 2) вос'J:од,Я,

Щ'ий anaJtuз (ёtн.а.11из " сn'изу ввер'J:\ 
1
, сверrпкой"). 

Н ни1.:ходя:щем ана.11изе дерево вывода цеао'iки с.;троит1.:я: от 

r.:up'Нtя к дпеrn1Jям1 т .е. дерево вывода " рекон1.:труируетс.;я: •• в 

нря:мом норлдке, и ar.;r;nuмa ё,paммarn'UK'U " рi;1..3вертываетс;л " в 

цено'iку. Н вос;ходя.щем а.1:iа.11изе дерево вывода. с;трои:тс;я: от 

лис.;тьев к корн.ю и ана.11изируемая: ценочка 1, с.;вертъ1вает1.:л '' в 

аю;иому. 

t>а1.:с;мотрим две с.;трате1'ии ана.11иза 110 О'iереди. 

Нисходящий анализ. LL(k)-грамматики. Мы виде

ди, 'iTO МН-автомат, который: 11ри докi;l..3сtте.11ьс;'1'ве теоремы 8.8 
мы с.;троwrи: но ДёLtlн.ой: КС-1'рамматике, ,, вос.;нроизводит " девый: 

вывод в грамматике. Ос.;новнал "задсt'iёL" данн.ого автомёLга как 

рас.;11ознавате.11л с;ос;тоит в том, 'iтобы на каждом шаё-~ ,, УI'сt

дать" О'iередн.ое 11римен.лемое npUf} 'Uдu f}blf}Udu и "нравидьн.о 

выбрать " с.;оответс.;твующую r.:uмa'Нtdy ари аос;троен.ии доаус.;кёL

ющей: 11ос.;дедоватеJ1ьн.ос.;ти кон.фигураций:. Механизм у 11равJш

н.ия. вьшодом, которым мы доджtlы с.;tlабди:ть клас.;с.;и 'iеL:кий: Мll

автома·1'1 должеti обес;не'iи:ть выбор комаtlды ( едиtlL:твенной: в 

с;ду 'icte бес;ту 11ико1:ю1 'О сt.н.а.11иза) 110 011реде.1н~н.н.ой: ин.формации 

о с;ос;толн.ии нроцес.;с;а 11оис.;ка дерева вывода (иди, 'i'l'O равн.о-
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i..:w1ыiu 1 Jief>иc-u f>Ыf>иda) f>XUd'Н,uй чепич,к·и. Обы '-itlU м~хаtlизм 
унµанд~tlИЯ. llЫllO.ЦOM µ~а.,11изуе·1'(.;Я. ll llИ.Ц~ t.:lШЦИа.,llЬНЫХ таблиц, 

которьш назынают уnрав.л,яющи.ми таб.л,ица.ми и кuтоµы~ 
V 

MUЖHU рёtt.:t.:матриватъ как ДUIIUЛHИTt;llbHU~ уt.:трuи~..:твu памяти 

н Мll-антомате. 

Сущеt.:тнует клаt.:t.: 1'µамматик, нсtзынаемых LL(k)-,!.ра.м.ма

тика.ми, н которых нрименлемал команда однозна'-iно онµеде

дJI~тt.:л; 

1) npu·чt"urrta'Н,'Н,UU ч,ас:rпью ·w нхо.цной цено'-iки; эту цено'-iку ·w 
tlазынают .л,ев ы.м контекстом; 

2) находлщим~..:я н дсtнный мом~нт н f>ерх'Н,ей J(, 'iieйкe мас-аз·и'Н,а 

'Н,етер.м,п'Н,а.!/,Ь'Н,ЫМ с:·имf>И.f/,ИМ А; 

3) 'Н,ач,а4u.м, (префпкс:им) ·и 'Н,еприч:иrпа'Н,'Н,Ий ·ч,ас:тп цено'-iки, 

~..:u~..:тuящим tl~ бuл~~ '-i~M из k бу кн ( k ~ 1); этот нр~фик~..: 

назынают аванцеnо'Чкой (ри~..:. 8.37). 
Эта информация, но которой беt.:туниконый ана.,11изатор ны

бира~т нужную команду на каждuм шаг~ µабuты i..: вхuцнuй 
V 

Ц~lIU'-iKUИ, O_[.)l 'atlИЗUllatla ll llИД~ у нpa-

ll.llJIIOЩeЙ таблицы ( конкµетные фор
мы таких таблиц будут раt.:~..:мотµе

ны ниже). Пµи. этом леный вывод це

lIО'-iки. х = ·w·u·u, еt.:ли. х Е: L (G), может 
быть нµtщi..:тall.l1eн ~..::дедующи.м обра

зом; И3 акt.:иомы llЫllUДИ.Tt.:Л. ценО'-iКа 

·w Acx, затем нетеµми.нал А заменяет
t.:я н t.:оотнет~..:тнии. t.: нµанwюм А ➔ 1 
И И.3 ценО'-iКИ. ,а llЫllOДИTt.:Я теµми

на.,11ьная цено'-iка ·u·u, 1'де 

Входная лента 

V 

w 

Головка 

Блок 
Q 

управления 

Ри~;. 8.37 

t t t 
l·ul ~ k и S r* шАсх r ш,сх r * 'W'U'U 

t 
( ~..:и:мвол r ознсt'-iает левую выводи:мо~..:ть). 

Магазин 

Они.t.:анное ныше нред~..:танлени:е лено1'O нынода ценочки. ш·u·и 

1I_[.)еднола1'ает, '-iTO мы 1IpOИЗllOJIЫiO ll этом llЫllOДe фикt.:ирона

JlИ tlекий ша1' 1 t.:оt.:тоящи.Й н замеtlе 1iетерми.1iа.,11а А ноt.:редt.:твом 
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нри.мею~ни.л нрави.JШ, вывода А ➔ 1 . Так как в девом выводе 

ш:1 каждом ша1'е 11µ0:и.зводи.т(.;л замен1:1 с:амuё-u Jl.eE>uё-u Е>хижdе

п·ил неп:~рминсtJrьного (.;Имвола, то (.;Лева от А в цепоч:ке ·ш Асх, 

llOдy 'iенной неред .(>ёt(.;(.;Ма.Т.(>И.Ва.емым illa,l'OM, ДОJlЖНЬl быть ТОJlЬ

ко терми.нсtJ1ьные (.;И.МВОJ1ы. Сдедов1:1тедьно, онреде;rенный выше 

девый контекст ш е(.;l'Ь не 'iTO и.ное, ка.к Jl.eE> ue кры.rю E>xuжden'Uл 
нетерми.нсtJ1а А в цено'iку шАсх. 

Моде;1и.рул этот девый вывод, т.е. 'i:И.TaJI. за11:и.(.;анную на 

входной денте цено'iку х = ·ш·и ·и, МН-автомат читает девый 

контек(.;т ·ш, а. затем (.; но мощью унраш1лющей т1:1бди.цы, ,, ви.дл '" 
в ма~'ази.не (.;и.мвод А, уч:и.тывал левый контек(.;т ·ш и. знал 

аванцено'iку ·и, ар и.ни.мает еди.н(.;твенно 11рс1.,ви.дьное решени.е, 

при.меliлл команду, (.;Оответ(.;твующую пр1:1ви.лу А ➔ 1 . Так 
V 

на. и.нтуи.ти.вном уровне можно онредеди.ть кдю'iевое (.;ВОИ(.;тво 

L L ( k )-1' раммат и.ки.. 

llереходи.м тенерь к 110(.;'l'роени.ю формсtJ1ьно1'О 011реде;1ени.л 

L L ( k )-1 · раммати.ки.. 

llу(.;ть дана КС-1'раммати.к1:1 G . Ддл цено'iки. сх в uбъеd'Uн.еп
нuм aJl.фaE> ·urne 1·раммати.ки. G и. 110Jюжи.те;1ьно1'0 натурсtJ1ьно1'0 

k 011реде;1:и.м множе(.;тво Fк: ( сх), (.;0(.;толщее из в(.;ех терминсtJ1ьных 

цtшо'iек, которые ди.бо вывод.н1'(.;Л из цено'iки. сх ( е(.;ди. их дди.
на. (.;T.(>Ol'O меньше k), ди.бо лвдя.Юl'(.;Л k-буквенными. нрефи.к(.;а.МИ 

терми.н1:1J1ьных цено'iек, выводимых из сх ( обрати.м внимание на 
то, 'i'1·0 везде ре'iь и.дет о Jrевом выводе). 

Таким образом, 

( ( 

Рк:(сх) = {'и; (сх ~* ·u)& (l иl < k) V ( :3х Е: V*)(cx ~* ·ux)& (l ·и l = k) }. 

Нетрудно видеть, 'iTO ддл вслкой терми.нсtJ1ьной цено'iки. х 

нодуч:и.м Рк:(х) = {х }, е(.;ди. lxl ~ k, и Рк: (х) = {x(l)x(2) ... x(k) } , 
е(.;ди. lxl > k. Множе(.;тва Fk (cx) (длл разных цено'iек сх) и.но1'да 

будем называть F,с-.мпожеств а.ми. 

Пример 8.23. За.дадим l'раммати.ку G (.; терми.н1:1J1ьным 1:1J1-
фави.1'ом { а , Ь, с:, d} и нетерми.нсtJ1ьным 1:1J1фави.том, (.;О(.; '1·олщи.м 
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И.3 ОДliОЙ а,К(.;И.ОМЫ s, t;дедующи.м MliOЖe(.;TJ:IOM 11рави.д вывода: 

S • uSЬSc; J иSЬ I ЬSс; 1 d. 

Ньг-1и.t;J1им м.1:iожеt;тво F'J ( u.,SЬS с). llервая: буква вt;ех терми

Ю:\.JIЬ.1:iых цено'iек, выводимых и.з зaдc:tliliOЙ, уже фи.кt;и.ровс:t.1:iа. -
это буква и. Нетерми.ю:LJI S может быть зaмelieli буквой d1 11ot;J1e 

'iel'O B03liИ.Klieт трехбуквеliliыЙ 11рефи.кt; иdЬ. Но t;и.мвод S мож
.1:iО замеliи.ть и. цено'iками. uSЬSc, иSЬ, ЬSс. 1:3 <..:и.ду это1'О 11ервые 

две буквы цено'iки., выводи.мой и.3 И.t;ХОДliОЙ, MOl'Y'l' быть ди.бо 

ии, ди.бо иЬ. llрододже.1:iи.е вывода, как .1:iетру Д.1:iО 110.1:iя:ть, может 

дать третью букву - дибо и, либо Ь, ди.бо d. Око.1:i'iс:tтель.1:iо 

поду'iаем F'J ( uSЬSc) = { иdЬ, иии, ииЬ, uud, иЬи, иЬЬ, иЬd}. 

Определение 8.11. КС-1,раммати.ку G = (V, N, S, Р) liс:t

зыва.ют LL(k )--гра.м,.м,аrп·икой (дш-1 нрои.зводь.1:iо фи.кt;и.рова.1:i

.1:iОl'О k ~ 1), еt;ди. дд.н дюбых 'Ш Е: V*, А Е: N, а Е: ( V U N )*, таких, 
'iTO t;ущеt;твуют девые выводъ1 

{ { ( 

S г * шАа г ш{:Jа г* шу 

и 
{ ( { 

S г * ·w Аа г ·w, a г * ш z, 

из l11 (у) = Fk ( z) t;J1едует {:J = , . 

Та.ки.м обра.3ом, из ЭТ'Оl'О 011редt>,,1шния: (.;Jlедует, 'iTO для: 

LL (k)-1'ра.ммати.ки девый ко.1:iтекt;т ·w .1:iетерми.ю:tJiа А в цено'iке 
·wAa и. н~ бод~е 'iем k <..:имвоJюв, t; которых на'iи.нает<..:л т~рми

.1:iа.JIЬ.1:iа.Я. цено'iка у, вьшодима.Я. из Аа, OДli03lia.'iliO 011редеJ1я.ют 

то нравюю, которое liYЖliO нри.ме.1:iи.ть к цено'iке шАа (заме.1:iя.я: 

в lieЙ выдеде.1:i.1:iое , т.е. нерво~, вхожде.1:iи.е .l:ieтepми..l:ic:tJic:t А), 'iТО

бы t;Дедать O'iepeдlioЙ ша1· в девом выводе цено'iки. шу (и. и.мe.l:iliO 

этой це110'iки.[) и.з акt;и.омы 1'раммати.ки. G. llpи t;Овнаде.1:iи.и. 

М.1:iоже<..:тв l11 (у) и l11 (z ) 1 как t;Jшдует из t;фopмyдиpoвc:tliliOl'O 

011редедеliи.я., у Ka.3c:tliliыe два вывода " t;ди.ваютt;я. 1• в оди.li, т.е. 

ТОl'Да. у= Z. 
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О11ред~1е1tи.е LL(k)-1·рсtммати.ки. Н.llдн.етt.:н. t.:ctмu нu t.:ебе труд

нuнрuверя.емым. Нужно ксtкое-то уt.:лови.е, нронерка которо

I 'О нозводи.ла бы дать отнет нсt нонрос;, лвллетсл ли. задсtttнсtл 

КС-1'рсtммати.юt LL(k )-1·рс1ммс1ти.кой. Дока,3ынс1етс;л, '-!ТО дс1ть 

uтlleт ttct этuт 1:.юнрuс; мuжttu, тuлькu фи.кt.:и.pullctll '-iИ.t.:JIO k. llu-
V 

t.:трои.ть же сtШ'Ори.тм, uтве'-iсtющи.и нс:\. llOнpot.:, лвллетt.:л ли. 4с1н-

нсtл КС-1·рсtммс1ти.ксt LL(k)-1'рёtммсtти.кой длл некоторо1'O k (не 

3ёiДёillci}l е1 'О 3ёil)ёiliee) 1 ttellO3MUЖliU. 

Сшщующёtл теорема (формули.руемал без доказательс.;·1,ва) 

дс1ет с;оответt.:тнующи.й критерий (необходимое и доt.:тсtто'-lное 

уt.:Jюви.е) нри. фикс;ировttннuм k. 

Теорема 8.12. КС-1'рttммати.кtt G лнллетt.:л LL(k)-1'pttммtt
ти.кuй (длл фи.ксирuваННUl'U k ~ 1) TUl'Дtt и TUJibKU TUГДtt, KUI'Дtt 
ДJIЛ дюбой цено'-lки 'W Е V* выноднлетt.:л t.:дедующее ус;Jювие: ддл 

{ 

любых А Е N, сх Е ( V U N )*, тёtки.х, 'iTO S г * шАсх, и. любых двух 

рё13дИ'-1НЪIХ нрсtвид А ➔ (J и А ➔ 1 1·раммttтики G имеет меt.:то 
Fk(fJcx) nt1;(,cx) = eJ. # 

УСJювие теоремы на,3ынают чttt.:тo LL(k)-ус.л,овие.м.. Е1·0 

СJшдует нрuнерлть, фи.кt.:и.рул нu U'iереди. Jшньш кuнтекt.:ты (т.е . 
_[.)ё13JIИ'-1НЫе ценО'iКИ. 'W) ДJ!Я: нt.:ех нете_[.)МИНёLJЮВ 1 '_[.)ёl.,ММёl.,ТИКИ.. 

i->ttt.:t.:MUT_[.)И.M 11_[.)И.Ме_[.), ll KUTU_[.)UM1 И.l:1IUJIЬ3YЛ теU_[.)ему 8.12, 
мы убедимt.:л в том, Lrтo зttданнсtл КС-1'рсtммttтиюt я:вдлетt.:л 

LL(k)-1'_[.)сtммёtти.кuй (длл фи.кt.:и._[.)ОВёtННUI'О k). 

Пример 8.24. l 'pttммttти.кtt G зttдtteтt.:я: t.:и.t.:темuй 11_[.)ttви.л 

s • иЬА l л, 

А --+Sии lЬ. 

(1) 1(2) 
(3) 1(4). 

Дuкё:tжем, 'iTU дс:\.ннttл I'_[.)ttммё:tтикtt лНJшетt.:л LL(2)-I'_[.)ttммttтикuй. 

'-iтuбы 11_[.)Ullери.ть yt.:JIOllи.e теuремы 8.12, дut.:тaтU'-ittU ддн: ка

ждur·о нетерминщ1а Н Е { S, А} нашей I'рамматики нрuделать 
СJ1едующее; 1) вы'-iи.СJ1и.ть нее такие цено'iки. ш Е {и,Ь}* и. сх Е 

Е {и, Ь, S, А}, что имеет меt.:то JШВсtл ньшодимоt.:ть 

{ 

S г * ·wHcx; (8.26) 
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2) фи.ю..:и.µuва.в "девый кutlтею..:т~• ш1 ДJHJ. ка.ждuй 11а.µы µа.зди.'i

tlЫХ 11ра.ви.д вывuда. Н • , и. Н • (3 вы'iю..:ди.ть мtluжеt.:тва. F2((:Jcx) 
и. Fi ( ,сх) ДдJJ. вt.:ех ·1'а.ки.х а: 1 'i'l'U 11µи. фи.кt.:и.µuвa.tltlUM ·w вы11uJн1н.
етL:л (8.26) 1 и. убе.ци.тьt.:л в тuм1 ч.тu и.х 11eµeL:e'ietlи.e 11yt.:тu. 

Et.:Jrи. вы11uдtlени.е 11. 2 ддл вL:ех вuзмuжных девых кuнтекL:тuв 
·w и. вt.:ех нетеµми.на.J101:> Н 11одтвеµди.т и.t.:ти..1:н1оt.:ть уt.:Jюви.л те

uµемы 8.12 1 тu тем t.:а.мым и. будет дока.За.tlО1 'iTO 11еµед tlа.ми. 
L, L, ( 2 )-1'!->а.ММа.ТИ.Ка., 

Сдедует за.мети.ть1 ч.то в общем t.:ду ч.а.е вы 'iИ.t.:дetlи.e 11а.р це110-
'iек ('w 1 сх), удовдетвоµлющи.х УL:Jюви.ю (8.26) (.цдл вt.:ех tleтeµми.
tla.JIOB В К С-1 'µа.мма.ти.ки.), тµебует 11µи.меtlеtlи.л L:1шци.a.JJ.Ьtl01 'О 

a,JH 'OI->И.'l'Ma,. Но ДJIЛ KOtlкµeтtlOЙ 1 'I->а.ММа.'l'И.КИ. tla.Шel'O 11µи.меµа. 

эти. на.µы цено'iеК ДOL:Ta.TO'iliO нµОL:ТО BЫ'iИ.t.:JlЛIOTL:Л и.з а,На,JlИЗа, 

выводов 1'µа.мма.ти.ки.. llo О'iеµеди. нµоа.tlа.J1и.зуем оба. tlетеµми.
на.J1а., т.е. S и А1 1'µа.ммсt.тики G. 

Нетерминал S . .13 этом L:дуч.сt.е имеем1 во-11еµвых1 тµиви.
а.JJ.ьtlую ВЫВОДИ.МОL:ТЬ s г-0 s За. liYJIЬ Ша.l'ОВ, т,е. в этом t.:JJ.Y'ia.e 
цеао'iки ш исх обе я.вдя.ю1тл ауетыми.; ·w = сх = Л. Нетеµмина.J1 S 
может быть за.ме.1:1.еtl t.:Ol 'JJ.ct.t.:tlO 11µа.ви.ду ( 1) t.: 11µа.вой ч.сt.t.:тью аЬА 
и.ди. L:Ol'дa.t.:tlO нµа.ви.ду (2) t.: нуt.:той 11µа.вой 'iа.L:тью. Выч.и.t.:ди.м 

TOl'ДcL множеt.:твсt. F2(aM) и t1 (Л). Нt.:но, 'iTO t1 (аЬА) = {аЬ}, а. 

F~ ( Л) = { Л} и. эти. мtloжet.:т1:>ct. tle 11ереt.:ека.ютt.:я., 

llµосt.на.J1изи.µуем те11еµь1 ка.ки.м обµа.Зом в за.да.нной 1'µа.м

ма.тике может бытъ выведена. из а.кt.:иомы S за. ч:иL:Jю ша.гов, 

бодьшее tlудл, це11оч.ка. ви.да. шSсх ДJ1л tlекотоµых тeµми.tla.JlЬtlOЙ 

цеп.оч:ки. ·w и. цеп.оч.ки. в объеди.неtltlОМ а.Jlфа.вите сх. 
Тсt.к ксt.к вхождение S может возникнуть тодько 11ot.:J1e аµи.

меtlеtlи.я. 11µсt.ви.дсt. (3), ct. 'iтобы нµи.мени.ть е1'О1 liYЖtlO t.:tlr:L'ia.Jlct. 
нµи.меtlи.ть нµа.вюю ( l) 1 то1 'iеµедул 11µименеtlие этих нµсt.ви.д 

п ~ l µа.З, ноду'iи.м вывод; 

S г аЬА г аЬS аа г аЬаЬАаа г 

г aЬu.,ЬSaau.,a г .. . г (аЬ)п S(aa)n. (8.27) 
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Этu Зtla'iИ.'l'i 'iTU 1::н.:е 1::юзмuжtlые нары (ш, u\ таки.е, 'iTU 
l 

S г "" шS сх ( с; у 'iетuм у же µatlee µас;с;мотренно1 'О L:J1y 'iал, ко~ 'да 
uбе ценu'iки. 11ус;ты), ес;ть ·w = (аЬ)п и. сх = (аа)'\ п ~ О. 

Ны 'iИ.l:J1лем мнuжес;тва .Р1 ( аЬА( aa)'i) и. Fi(Л( аа)п) ддл раз

ди. 'iны.х. п ~ О. llepвoe множес;тво, как tleтpy дно ви.деть, ддл 

вс;ех п будет равно { аЬ}, а втоµое нри. п = О будет с;ос;толть и.з 
одной 11ус;той цено'iки., а 11ри. п > О - и.з цено'iки. и,а, т.е. можно 

утвеµждать, 'iTO ддл вс;ех ·п ~ О неµес;е'iени.е 

Итак, ддл нетерми.нада S (сtкс;и.омы l'f)сtммсtти.ки. G) ус;дови.е 
теоремы 8.12 выноднено. 

Нетерминал А. i->ас;с;матри.всtл вывод (8.27), легко убе
ди.тьс;л в том, '!ТО вс;е 11сtры (ш I сх) , ддл которых и.меет мес;то 

{ 

девал вывuди.мuс;ть 8 L * шАсх, еt.ть ·w = (и,Ь)'\ сх = (aa)n- l ддл 
вс;ех ·п ~ 1. 

Нетерми.нсtJ1 А НВJн1етс;н. девuй 'iсtL:тью двух 11рави.д вывuда 

(3) и. ( 4) с; нрсtвыми. 'iс.t.L:тлми. Saa и. Ь с;оответс;твенно. Ны'iи.L:дл
ем с;uuтветt.:твующи.е }~-множеt.:тва; Pi (Saa(aa)n- l) = { аЬ, аа }, 
ct .Р1(Ь(аа)п-l) = {Ь}, еt.:ди. п = 1, и. Fi(Ь(aa)n-l) = {Ьа}, el:J1и. 
п > 1. Ксtк ви.дно, нри. вс;ех п 11ереt.:е'iени.е указсtнных множес;тв 

нуt.:то. Тем t.:сtмым доказсtно, 'iTO и. ддн. нетерми.нсtJ1сt А кµи.те

ри.Й теоµемы 8.12 выноднен и. зсtдсtннм 1'рсtммсtти.ксt лвдлетt.:я: 

L L ( 2 )-1' fJёLMMct' 1' и.кой. 

lloдy'ieнtlыЙ резудьтсtт ноказывсtет тсtкже, '!ТО этсt l'fJcLMMct

ти.кct лвдя:етс;л LL (2)-1'рсtммсtти.кой, не ЛВJlIOit.:ь LL( l)-1·рсtммсtти.
кой. ДеЙt.:ТВИ.ТеJlЬНО, ДJlЛ нетерми.На.JlёL s ноду 'iИ.М 

F1(аЬА(аа)п) = {а} 

нри. вс;ех п ~ О, а. F1 (Л(аа)п) = {а} нри. вс;ех п ~ 1. Сдедовсtтедьно, 

нри. вt.:ех п ~ 1 указсtнньш множеt.:твсt с;ов11сtду '1', 'iTO ознсt'iсtет 
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tleвы11oдtletlиe L L ( 1 )-у ~..:до вин.. Зс1.,метим1 'iTO ддн. tlетермиш:1.,.11с1., А 
LL( 1)-yt.:JIOBИe BЫllOJltlЛeTt.:Л. 

Резудьтс1.,ты o.,1icJ.,J1изc1., 11ред~..:тс1.,вJ1еtlы в тс1.,бд. 8.1. 

'Гиб,f/,·и·и/1, 8.1 

HeтepмиtlcJ.,JI 
Авс1.,1iце110 'iIO:t 

ии иЬ Ьи ьь и ь ,\ 

s 2 1 - - - - 2 
А 3 3 4 - - 4 -

Bliy 1-ри тс1.,бдицы у Ko.,3o.,tlы tlOмepc1., 11римеtlн.емых 11рс1.,вид. Про
черк ознс1.,qс1.,ет 1 ч:то дс1.,ннал: пс1.,рс1., (нетерми:юtл:1 с1.,вс1.нцепочкс1.,) не 

онредедлет никс1.,ко1'0 11рс1.,вида1 и возникновение такои нары в 

11poцei..:t.:e ансJ.,J1иза t.:и1'1iсJ.,J1изирует о <.:интак<.:и'iеt.:кой ошибке. 

Мы видим1 'iTO в Дo.,tltlOM ~..:ду 'io.,e tloмep 11римеtl.н:емо1 'О tlo., 
Ка.ЖДОМ Ша.l'е 11pa.BИJla. ВЫВОДёJ., 0Дtl03Ha.'itl0 011редедя.е1't.:Я. 'l'OJlЬKO 

двумл фа.ктора.ми; нетермина.Jюм в верхней Л'iеЙке Ma.l'cJ.,ЗИtia. 

и авс1.,нце11о'iкой. LL-(k )-1'рамматики, в которых вьп10J1нлетt.:л 
тс1.,кое уt.:Jювие1 нсJ.,Зывс1.,ют cu.tibl-(,ьtмu LL(k)-~рамма"~иками. 

Тс1.,бл:ицс1., подобного видс1., дл:л ~..:ильной LL (k)-грс1.,ммс1.,тики: и 

лвJ1летt.:л 11римером унравJ1лющей табдицы. Именно она обеt.:-

11е'iивс1.,ет В ДёJ.,ННОМ i.;дy'io.,e тот меха.НИ3М у 11ро.,ВJШНИЛ выводом, 

который 11озвоJ1лет Мll-а.втомату1 110<.:троенному 110 за.данной 
~..:идьной LL(k)-1'рс1.,ммс1.,·1,ике1 нс1., кс1.,ждом шс1.,1'е однознс1.,'iно вы

бирс1,ть 11равиJю выводс1, и ддл " 11рс1,видьной 1• цено'iки ~..:троить 

ее JШВЫИ вывод, а, ДJIЯ. ,, не11рс1,видьной 1• - t.:Иl'tla.JlИ3ИpOBa,Tb об 

ошибке. # 

Следующий пример поксJ.,Зьrвс1,ег, ч:то ~..:уще~..:гвуюг L, L, ( k )-грс1.,м
мс1,·1'ики1 не я:вдлющиеt.:л <.:идьными. 

Пример 8.25. Зададим 1'рс1.,мма.тику G 1 ~..:и~..:темой ара.вид 

S • иАии I ЬАЬи1 
А ➔ bl л. 

(1) 1(2) 

(3) 1(4) 
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Ддн. этой 1·rаммати.ки. JШl'KO нос..:тrои.ть вс..:е ее деrевья. вывода 

(rи.с..:. 8.38) и. нrовеrи.ть Lrl..r(k )-уt;Jюви.е. 

s s s s 

~ ~ ~ ~ 
а А а а а А а а ь А ь а ь А ь а 

j j j j 
ь л ь л 

Рис. 8.38 

l 
.1::3 данном L:дуч.ае S г- * 'WScx вдеч.ет ·ш = ,\1 сх =,\и. F2(uAuu) = 

= {иЬ, ии} , а F2(Mbu) = {ЬЬ} , т.е. t2(иАии) ПF2(ЬАЬи) = 0. 
{ 

Из s Г- * 'ШАсх t;JН:Щует7 '-!.ТО 'W = И, И.JlИ. 'W = Ь. Ес..:ди. 'W = U 7 то 

сх = ии и Р2(Ьии) = {Ьи}, а Р2(Лии) = {ии}, т.е. Р2(Ьии) ПР2(Ли) = 
= 0 . 

Ес..:ди. же 'W = Ь, то сх = Ьи и. t2 (bbu) = {ЬЬ}, t2 (ЛЬи) = {Ьи} 1 
и. в этом t;JIY ч:ае также F2 ( ЬЬи) n P'l, ( ЛЬи) = 0 . Таким обrазом, 
rаL:L:матrи.ваемал 1·rаммати.ка еL:ть 1..,1..r (2)-1·rаммати.ка. 

Сведем нодуч.енные rезудьтаты в табд. 8.2. 

'Габ,1(,'U'Ца 8.2 

Левый Нетеr MИliaJl Аванценоч:ка Пrименлмое 

контекL:т нrавшю 

,\ s иЬ (1) 
ии (1) 

,\ s ьь (2) 

и А Ьи (3) 
ии (4) 

ь А ьь (3) 
Ьи (4) 



Д, . 8. 1. И мeT<>,lfaX (;ИНl'аКGИ'fеGК()Г() аНа/lИЭа КС-.НЭЫК()l:J 683 

Из та.бд. 8.2 t.:JН~дует, 'iTU OДtla. и. та. же 110..ра. (А, Ьа) tle 
uнредедлет однuзtlа..'НЮ 11рименлемuгu нра..Ви.Jiа.. и. требует(.;Л и.н

форма..ци.л о де1:юм коtlтек(.;те. 

Из этой же та.бди.цы ви.дно, 'iTO да.нно..Л t'ра.мма..ти.ка.. не ЛВJIЛ
ет·(.;л LL(l)-1'ра.мма..ти.кой, 110(.;кольку, ю::1..11ример 1 однобуквенно..Л 
а..ва..нцено'iка.. Ь вме(.;те (.; нетерми.нс1.,Jюм А и. девым контею.:том Ь 

не 011редедя.ет одн:озн:а..'iн:о 11ри.мен:я.мо1·0 11рс1.,ви.да... # 

Та.ки:м обра.зом, для (.;И:Jiьных LL(k)-гра.мма.Т'И:К Мll-а.вто

ма..т, кuтuрый (.;ТрUИ.'l'(.;Л 11u КС-1·ра..мма..ти.ке, мuжет быть 11ре
обрё:\Зова.н: в (.;И.Н:Та..К(.;И.'iе(.;ки.й а..н:с1.,J1и.за..тор нутем доба..вJrен:и.л к 

нему у11ра.В.11лющей та..бди.цы и выходной денты (11ервона.'iс1.,J1ьно 

11у(.;той) 1 на. которой а.втома.т нишет номера. 11ра..ви.J1 в 11орлдке их 

нри.менени.л, а. та.к.же (.;И.l'Ho..JI uши.бки.. В резудьта.те а.но..J1и.зс1., для 
V V V V 

нра..ВИJIЬН:UИ ценU'iКИ, За..llИ(.;а,Н:Н:UИ На. вхuдн:uи JШН.Теl Н.а, выхuдн:uи 

ден:те 11оя.вит(.;Я. ее девый вывод ('1'О'iнее1 " нротокод 1• дево1'О вы
вода. в ви..це 11оt.:Jшдова..те;1ьно(.;ти. номеров нрименлмых 11ра..вид) 1 
а, ДJIЛ ненра.Ви.JlЬНОЙ ЦellO'iKИ На, выходной ден.те llОЛВИТ(.;Л (.;00б

щен.и.е об оши.бке (в ви.де ка..ко1'0-н.и.бу дь (.;1tеци.с1.,J1ьн.01'О (.;и.мвода..). 

llред(.;та..ви.м тенерь 11ротuкuды а..н.с1.,J1и.за.. н.екотuрых цеаu'iек 

в t'ра.мма..тике G нримера.. 8.24. 
lly(.;·1-ь х = аЬаЬЬаа; и.меем aut.:Jreдuвa..тeдьtlO(.;l'Ь кutiфи.1-ура..ци.Й 

( 'iетверта..л комаutlен.та.. кuн.фи.1'ура..ци.и. - (.;Одержи.мое выхuдtluЙ 

JШн.ты); 

i (q, аЬаЬЬаа1 S 1 Л) г (q, аЬаЬЬаа, аЬА, 1) г 

г~ (q, аЬЬаа, А 1 l) г (q, аЬЬаа, Saa, 13) г 

г (q1 аЬЬаа, аЬАаа, 131) г~ (ч, Ьаа, Ааа, 131) г 

г (q, Ьаа, Ьаа, 1314) г3 (q, Л , Л, 1314). 

Обра..ти.м вн.и.ма..н.и.е н.а.. тu, 'i'l'U н.а.. ка..ждuм ша..1'е вывuда.. н.а..ш 

а.ВТОМа.Т-а,Н:о.,JlИЗа.ТОр В (.;уЩе(.;твен:н:ом ОТJIИ.'iИИ от обы'iН.01 'О ра.(.;

llUЗН.а..Ва..Тедя., который мuжет де1'кu "за..бдуди.ть(.;я. ;· (u(.;uбен.н.u 

11ри. выбuре с1.,J1ьтерtiа..ти.вы ддл tleтepми.tlo.,Jla.. А), И.(.;11Uдьзует и.tl

форма..ци.ю у 11ра..вдлющей ·1·а..бди.цы. 
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llо(.;мотри.м, ка.к отрс\,бОтс\,ет 'l'с\,КОЙ c\,.1:ic\.llИ.31;:\,'l'OP (.;И..1:i'l'с\,К(.;И. ч.е

(.;ку ю оши.бку. Нерем ценоч.ку у= аЬЬЬ, и.меем 

(ч , аЬЬЬ, S, л) r (ч, аЬЬЬ, аЬА, 1) r i 

r i (ч, ьь, А, 1) r (ч, ьь, А, l"ERROR ··), 

Тс\,К Кс\,К 111;:\,рс\, ( А1 ЬЬ) .l:ie O11реде.t1лет .1:iИКс\,КОго 11рс\,ВИ.J1с\,. 

Ддл не (.;И.дЬ.1:iОЙ LL (k)-1'pc\,MMc\,T'И.Kи. уч.ет Jшвых конт·ек(.;тов в 

общем (.;ду '11;:\,е ве(.;ЬМс\, (.;JIOЖe.1:i , и. мы е1'О зде(.;ь .l:ie рс\,(.;(.;Мс\,Три.вс\,ем *. 
llри.ведем, .1:ic\,KO.l:ieц, 11ро(.;той 11ри.мер l'Рс\,ММс\,ТИ.ки. с.: терми.

.1:i1:U1ьным 1:Uiфс\,ви.том {а, Ь, О, 1}, .l:ie я.вдя.ющеЙ(.;Я. LL (k)-1-рс\,ММс\,

ти.кой ни ДJIЛ Кс\,КОГО k: 

S--+ AIB, 

А ➔ аАЬIО, 

В ➔ u,ВЬЬI 1. 

Ддл дюбого k ~ 1 имеем 

! { 
s r А r * akoьk 

' 

Оди..1:iс\,КОвый 11рефи.кс..: ak .l:ie Дс\,ет возмож.1:iО(.;'l'И. отожде(.;'l'ви.ть 
Щ:ШО'-IКИ (J = А и , = Н, т.е. нет возможнос..:ти: обес..:пе'iи.ть выбор 

с\.llЬТерНс\,ТИВЫ ДдЛ .1:iетерМИНс\.111;:\, s. 
Восходящий анали3. LR(k)-грамматики. Кдюч.евым 

110.1:iНТИ.ем 11ри. pc\,(.;l:MO 1·ре.1:iИ.И. вос..:ходя.ще1 'О (.;И.J:il'c\,KL:И. 'ieL:KOl 'O c\,.1:ic\,

JlИ3c\, лвдлетt;л нонлтие О(.;новы. 

Определение 8.12. llус..:ть G = (V, N, S, Р) - КС-1·рс\,М

Мс\,ТИ.Кс\,, ( - ценоч.кс\, в объедине.1:i.1:iОМ а.11фс\,ви.те 1 А • сх Е= Р. 

llpи сх С ( вхождени.е сх в ( ((J, сх, 1 ) Нс\,ЗЫВс\,ЮТ оспов ой, eL:Jrи 
це11О'1Кс\, (JA, ВЫВОДИ.Мс\, И.3 с\,К(.;И.ОМЫ S 11ри. У(.;JЮВИ.И., 'iTO це11О'1Кс\, 

( ВЫВОДИ.Мс\, И.3 с\,К(;И.ОМЬl S. 

,, См.; Ахи А . 1 У !l,t>MU'Нt Дж. 
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Тс:1,ким об!)i:1.ЗОМ 7 110 Оll!)f:Щедtшию, О(;новс:1, - это тс:1,кое вхо

ждение ll!)c\.BOЙ 'iё:1,С.:ТИ неКОТО!)Оl '0 ll!)cLBИJla, к С-l '!)ёLММёLТИКИ в 

Ю:ЖОТО!)УЮ выводимую из 1;1,КС.:ИОМЫ Ц(::ШО'iКУ, '!ТО пос.:л:~ Зё:1,М~НЬI 
V V 

этои ll!)cLBOИ 'iё:LС.:ТИ С.:ООТВ~Т(;ТВующим нет~!)МИНШЮМ llOдy 'ieHHi:LН. 

Цf:ШО'iКо, с.:новс:1, бу д~т выводимой из 1;1,кс.:иомы. Зс:1,м~тим, 'iTO дшi 
не выводимой из акс.:иомы цено'iки дюбое вхождение 11r1;1,вой 'io,-

V 

(;ТИ некОТО!)Оl 'О 11!)1:l,ВИШ:t В нее можно (;'iИТо,ТЬ ос.:новои. 

Замечание 8.13. Ни в коем (;J1y'i1;1,e Н(:;11ьзя. 11ут1;1,1ъ ноня.ти~ 
О(;новы в с.:мы(;де 011rед(:;11енил 8.12 (; нонлтием О(;новы вхождения. 
(с.:м. 7.1)! 

Пример. ?1;1,с.:L:мотrим 1·r1;1,мм1;1,тику 7 задс:1,вс:1,емую L:ис.:темой 

11!)1:l,BИJI: 

s • Ac: IHd, 

А ➔ аАЬ l аЬ, 

Н • аНЬЬ J аЬЬ. 

Возьмем цепоч:ку х = ааЬЬЬЬd. Мы видим здес.:ь вхождения 
двух нrс:1,вых 'io,L:T~Й 11r1;1,вид - аЬ и аЬЬ. Нхожд~ни~ неrвой 

цено'iки не я.вдя.етL:л оL:новой. Дейс.:твит(:;11ьно, зс:1,менлл иЬ не

теrминшюм А, 110J1у'iим цено'iку аАЬЬЬd. Ддя. этой це11о'iки 

с.:ущеL:твует еl\инс.:твенное 11r1;1,вюю А • иАЬ, нrавал 'iаL:ть ко

тоrого входит в нее. ,, Свеrтыва.Л " цено'iку аАЬ в нетеrминшr 

А, ноду'iим АЬЬd - L:Jюво, в котоrое Ji~ входит ни однс:1, П!)а.Ва.л 
'iо,L:ть к1;1,ко1·0-J1ибо 11r1;1,вид1;1, Дo,JiliOЙ L'!)с:1,ммс:1,тики. СJ~едовс:1,тедь-

V 

но, ни 11оду'iенн1;1,л цено'iкс:1,1 ни нrедшеL:твующм еи це11о'iк1;1, lie 
Я.ШНlЮТС.:Л ВЫВОДИМЫМИ ИЗ 1;1,Кl:ИОМЫ. 

Нозвrащаемс.:я. к цено'iке :с и, замен.я.я. нодцено'iку иЬЬ нетеr

миншюм В 1 11оду'iаем aBbbd, 1·де eдинL:'l'BeliliOe вхождение нrа

вой 'iа.L:ти нrавида - аНЬЬ. llrоизводл замеliу этого нrа.вила. 

нетеrминшюм Н 1 будем иметь цено'iку Hd, котоrс:1,л " L:веrты

ваетL:л ~- в акL:иому S. Итак, мы ll!)OB(:;llИ в обrатliом НО!)ЛJ.\Ке 

вывод цено'iки х из акс.:иомы: 

S г Hd г аНЬЬd г ааЬЬЬЬd. # 
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Зада'-Ш, 1:Ю(;ходлще1 'О аliш1и.за и. (;О(;тои.т в нои.(;ке 
1
, реду кци.и. •· 

V V 

И.(;ХОДliОИ тepMИ.liШlbliOИ ЦellO'iKИ. В аК(;И.ОМУ 1 l'де lia каждом ша1·е 
V 

11рОИ.3ВОДИТ(;Л 110И(;К 0(;tl0BЫ В Т'екущую цепО'iКУ (; 110(.:Jlедующеи 
V 

замеliоИ ее (;Оотве1т·1-вующи.м liетерми.liшюм, т.е. 11ри.меliJ1ет(;я. 

,, иliвер(;ил" liекоторо1'0 11равида ДёtliliOЙ КС-1'рамматики; 11ра

вал 'iаGть 11равила замеалетGл девой. Нетру ДliO 11оliл·1ъ, 'iTO е(.;.11и. 
мы замеш1ем lia каждом ша1·е такой " редукци.и •· Gамую левую 

V 

OGliOBY ' то BOGCTi:tlii:tBJlИBёteм с KOliЦi:t к lii:t'iШlY нравыи вывод 
V 

ИGХОДНОИ цeIIO'iKИ, а, e(.;JIИ Gамую нравую OGliOBY, то " реконGтру-
ируем ;· J1евый вывод. 

Как И В сду 'lае liИСХОДЛЩеl'О aliШlИ3a1 здесь ВО3liИКает 11ро

бдема туников и свя.заliliая. G lieЙ 11роблема унравдеliия. выводом. 

Мы рёtGGмотрим liекоторые 11р0Gтейшие методы 110Gтроеliия 

"бесту 11и.ковой ред у кци.и. ", а и.мeliliO такие методы 011редедеliи.л 
OGlioвы, нри. нри.меliении. которых нонадани.е в туник на неко

тором ша1 ·е редукции. вде'iет синтак(;И'iеGкую не11равильн0Gть 

ВХОДliОИ ЦellO'iKИ.. 

Оди.li из методов соGтои.т в GО11оставJШliи.и. каждому 11рави.ду 

КС-грамматики. некоторого биliaplioгo отношеliи.л на мliоже

стве ( V U N )* . Нхождение нравой 'iaG·1·и некоторо1·0 нрави.-
V 

ла лВJrлетсл OGtloвoи тогда и. только тогда, когда его кры-

льл принадлежат co110GтaВJ1eliliOмy данному нравилу бинарному 

отliошению. llроблему единственноGти. онределя.емой таким 

образом осliовы, paвlio как и. 11роблему характери.сти.ки. ю1а(;(;а 

КС-1-рамматик, донуGкающи.х такую "нараметри.зацию" би.liар

liыми отношеliи.лми., мы здеGь не раGGматриваем*. 

О1·рани.'iИ.М(;Л нрО(;'l'ЫМ нри.мером. 

f->ассмотри.м l'раммати.ку , норождающую мliоже(;тво liену

стых нш1и.liдромов в зaдaliliOM ш1фави.те V; 

Каждому 11раtsи.ду С0110(;'1'ави.м OДliO И. то же OTliOШeliи.e 

"См.; l '1iy'Шr,;и rз Н .М ., Цейrn✓~·и-н, 1 '.l!J., Юще-н,r,;u l!J .Jl . 
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та.к, 'iTO этому OTliOШeliliIO 11p.1:1tia.ДJ1eжttт TOJlЬKO llctpы (.; OД.l:itia,-
v V 

КОВОИ ДJlliliOИ KOMllOlieliT, 

Тогда.. ut.:ущ~t.:гвима.. б~t.:гупикuвая: р~дукция любого па,.11ин

дромсt.. Нсt.11р.1:1мер: 

аЬЬссЬЬа -, аЬЬSЬЬа -, аЬSЬа -, aS а -, S. 

tl Дa..liliOM t.:JlY 'ia..e lia.. Ка..ЖДОМ Ша..1 'е lll-).1:ilia..ДJШЖliOL:TЬ кµыдьев 
V 

вхождения пµа..вои 'ia..t.:г.1:1 пµа..вила.. введеllllому огношени.ю од-
V 

H03Ha..'iHO онредедлет Оt.:нову I и. llOJiy 'iен.1:1е ту llИКОВОИ ЦellO'iKИ. 
oзtttt'ia..eт ее ненрсt.видьноt.:ть. За..мети.м, 'iTO без введеttно1·0 

та..ким обµа..Зом унрсtвден.1:1л выводом (т.е. выбоµом O'-leµeдtto1·0 

11pa..B.l:1J1tt) даже lll-)И. ,, t.:вертыва..liИ.И.,. lll-)a..BИ.JlЬliOЙ ценО'iКИ. MOЖliO 

llOlla..t.:TЬ в ту ни.к; 

аЬЬссЬЬи-, иSссЬЬа ---1 uSSЬbu ---1 aSSSu. 

Heвepttoe онµедедеttи.е ot.:ttoвы lia.. неµвом шсt.1·е µеµ,У кции нµи.
ведо к туни.ковой (т.е. не l:одержащей ttи. одно1·0 вхождеttи.л 

нра..вой 'iёLt.:TИ. Ka..KOl'O-Jl.l:iбO нра..ВИ.да..) це11О'-1Ю:~ , хотл BXOДtia...a це-
V 

110'-lKa, }lBJlН:eTt.:Н: нра..ВИ.JlЬliОИ, 

Неt.:колько бодее подµобно µttt.:t.:могµим кшtt.:t.: КС-лзыков, до-

11уlжttющ.1:1х беt.:туни.ковый воt.:ходлщ.1:1й а..на..J1и.з .1:1 норождаемых 
та..к на..Зыва..емыми .L,R (k)-1'µа..мма..тика..ми, 

Неформа,.11ьttо LR(k) --грам.маrп·ика1 k ~ U, - это КС-1·рам

ма..ти.ка.., в котоµои ot.:ttoвa.. oдttoзtta..'iliO 011µeдeJ1}leтt.:.a 110 девому 
V 

кµыду ВХUЖД~liИ.Л lll-)cLBUИ 'ia..t.:TИ. li~KUTUl-)Ul'U lll-)a..BИ.Jla ВЫВUДёL 

(,, де.вuму кuнтекt.:ту ") и 110 не бUJше 'iем k-буквеttнuму нре

фи.кt.:у 11рн.вu1 ·о кµылн. (,, 11µн.вu1 ·u кuнтекt.:тсL -~) . Стрu1 ·о нон.атие 
LR(k)-1•рсt,ммсLти.ки. ввод.1:1тt.:л ве(.;ьма (.;JIOжtto, .1:1 мы е1·0 онуt.:ксLем. 

Ока..ЗывсL~тt.:л, 'iTU кдсLt.:(.; }13Ыкuв, нuµuжда~мых LR(k)-1•pct,м

McLГИ.KcLMИ, может бытъ uхн.µактеризu.всLtt .в геµминсLх детерм·и

н:ирив анных МП-авrпимаrпив (ДМП-автимаrпив), 

Пµежде 'iем uнре,цедлть ДМll-сt,в•гuмсLты, введем в ра..(.;(.;МU

трен.1:1е модифи.ксLцию Мll-сLвтомн.тн.1 на..Зывн.ему ю расширеп

пы.м МП-авто.мато.м, кuтuµал кн.к µа,3 uриенти.µовн.на на.. 

нреД(.;ТёLВJШliИ.е воt.:ходлще1 'О t.:И.НТа..К(.;И. 'iet.:KOl 'О cLtia..JlИ.31:l,, 
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l '01ю1-т коротко, отди 'iие раL:ширенно1 'О МН-автомата от 
обы'iнО1 'О L:OL:TOИ'l' в том 'iTO в ма1 'азине можно заменлть 

' V 

не T()JlЬKO верхнии (;ИMBOJl, но и ненуL:тую ценО'iКУ (;ИМВОJЮВ, 
V V 

раL:Ш)Jюженную в верхliих Л'iеиках мо..газиliо.. 1 так, ч:то нервыи ее 
V V 

l:ИMB()Jl еL:ТЬ верхнии l:ИMBOJl ма1 'a3Иlia, второи L:ИMBOJl - (;ИМВОд, 

ро..L:llОJЮженныи нод верхним, и т.д. 

ФopMo.,JlЬliO ро..L:ширенный МН-о..втомо..т онредедлетL;л L:овер

шенно так же, ко..к обы'iный (L:м. онредеж~ние 8.7), но функ
цил нереходов зо..дает'L;Л L;ИL:темой комо..н:д вида qacx • 1·(3, где 
а Е: V U { л}; сх и (3 - мо..газинные цепо"!ки, при"Iем сх не п:уL:то... 

Нри зш1иL:и L;иL:темы комаli.Ц paL:шиpeнliOl'O МН-автомата 

УL:JЮВИМ(.;Л заниL:ывать ма1 'о.,3ИННЫе ценО'iКИ от " дна \~ ма1 'а3Ина 

к е1 'О " верху". 

Можно доказать, 'iTO раL;ширенliьШ МП-автоматы до11уL;к<L
ют в TU'iliU(.;'l'И тот же кда(.;(.; Л3ЫКОВ1 'iTO и uбы'iНЬШ1 т .е. MUЖliU 

доказать, 'iTO 110 дюбому раL:ширенному МН-автомату можliо 

110L;тµоить эквиво.,J1еliтliыЙ ему МН-автомат в L;МЫL;де онределе

ния 8.7*. Дшше будем l'Оворить " МН-автомо..т\ имел в виду 

раL;ширенный МН-автомат. 

Определение 8.13. МН-автомат liазывают детер.мипи
роваппь,,.м, (ДМП-авто.мато.м), еL;ди из дюбой е1'0 конфи1'у

ро..ции lie110L;peдL;твeliliO выводитL:я. lie бодее чем одна конфи-
1'уро..цин. 

Нетру ДliO доказо..ть (;Jleдy ющее у тверждеliие. 

Теорема 8.13. МН-автомат лВJrлетL;л ДМН-о..втоматом 

то1-да И T()JlЬKO ТОl'да, КОl'да ДJ!Я. дюбuй у 11оря.до'1енной нары 

(q1 сх) Е: Q х 1'+ вeplio oдlio из двух; 

1) ддл дюбо1 'О а Е: V L;уЩеL;твует не бодее одной команды 

L; девой 'iаL;тью qacx, нри'iем еL:ди длл некоторого а Е: V такал 
V 

комаliда L;уЩеL;гвует, то не L:уЩеL;твует команды L: девои ч:аL:тью 
qлсх и lie L:ущеL:твует ни OДliUЙ команды L; девой 'iаL:тью qa'cx' , 
l'Де а' с { а, л} И с/ ЛВдЛеТL;Л KU'Н,'11/JM 'Цf::71,(}'Ч.,'К'U сх; 

"См.; Ахи А . 1 У 1/;t>MU'Нt Дж. 
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2) ~..:уще~..:твует tle бuдее uдtluЙ кuма.tlДЫ i..: девuй 'iа.t.:тью qла1 
11ри.'iем et.:J1и та.ка.л кuма.tlДа. ~..:уще~..:твует 1 то lie ~..:уще~..:твует tlИ 
UДtlUЙ кuма.tlДЫ i..: девuй 'iа.t.:тью qaa', 1-.це а Е: V U { л} и. а' -

u u 

KOtleЦ цепО'-iКИ О',1 И tle ~..:уще~..:твует liИ. UДtlUИ КОМёLНДЫ (.; JШВОИ 

'iа.t.:тью qaa 1 а Е: V. # 

Свлзь между ДМll-а.втuма.та.ми и LR(k)-1'ра.мма.тика.ми. yi..:-
u u 

та.liа.вди.ва.ет~..:л ~.;деду ющеи теоремои. 

Теорема 8.14. Язык дuну~..:ка.ет~..:я. ДМll-шп·ома.тuм то1·да. и. 

тuдькu тuгда., кuгда. uн пuрuжда.~т~..:л н~кuтuрой LН(k)-1'ра.мма.

ти.кои. 

Определение 8.14. Язык tlа.зыва.ют детер.мипировап
пы.м КС-,11,зыко.м1 щ;ли u11 дuпу~..:ка.~т~..:л tl~кuтuрым ДМll-а.втu
ма.том. 

За.мети.м1 'iTU 11u~..:кодьку ддя. 11рои.з1:юдьtlо1 ·о Мll-а.втuма.та. 

(в UTJlИ.'iИ.e от KOlie'itlЬlX ёLВТОМёLТUв), воuбще l'ОВОрл, lie может 
быть 11oi..:тpuetl экви.всLJ1~tlТtlЫЙ ~му ДМll-а.втuма.·1· , то кда.t.:t.: 

д~т~рминирuва.lillЫХ КС-лзыкuв i..:тpuгu ~..:uд~ржит~..:л в кла.~..:~..:~ 

в~..:~х КС-лзыков. 

Дшr д~терми.tlи.рuва.tltlЫХ КС-нзыкuв мuж~т быть 11реддuж~

liа. ~..:тра.тееил во~..:ходлще1·0 a.licLJ1и.зa., tlа.зыва.ема.л crnpame~ueй 

,, перепое - свертка;'. Суть ~~ ~..:о~..:тои.т в ~..:дедующ~м; вхuд

liа.л Ц~llO'iKёL llOt.:И.MBOJlЬliO ll~P~llИ.t.:ЬlBёL~Tt.:Л в Ma.l'ёLЗИ.li дu т~х аор, 

llUKёL В Ма.1 'ёLЗИ.tl~ tl~ ~..:фuрми.ру~тt.:я. Ut.:tlUBёL ( OДtlU3tlёL'itlU uнреде

длема.л apO'iИTa.liliOЙ '-iа.t.:тью цtШО'iки. и lie бодее 'iем k буква.ми 
Ш:ШpU'iИ.Ta.liliUЙ 'ia.t.:TИ. ДJlЯ. li~KOTOpOl 'O фи.кi..:и.puвa.liliOl 'U k ~ о). 

СфuрмирUВёLlПiёLЛ в МёLГёLЗИН~ Ut.:HUBёL ЗёLМ~НЛ~Гt.:Л ~..:uuгвет

~..:гв ующим нетерминсLJюм. Е~..:ди 11ot.:J1e этой за.м~ны в верхних 
u 

Л'-i~ИКёLХ МёLГёLЗИ.liёL UlIЛTЬ llOJlY '-iИ.JlёLt.:Ь Ut.:HUBёL ГО UHёL BliUBЬ t.:B~B-
' п ~ 

тыва.ет~..:л " в нeтepми.licLJl, и. та.к до тех 11ор, аока. tle ока.жет~..:л1 
'iTO дибо Вt.:Л ВХОДliёLЛ це11О'iКёL 11pO'iИTa.liёL1 а, В Ma.l'ёLЗИ.tle кроме 

u u 

tla.'ia.JlЬtlOl 'О t.:И.MBOJlёL в верхtlеИ я. 'iеике Ot.:Ta.Jla.t.:Ь а.Кt.:И.ОМёL 1 'ра.м-
МёLТИ.КИ, дибо ЦellO'iKa, еще lie 11рО'iИТа.На,) а, В нерху Ма,1 'ёLЗИliа, 

Ot.:tlOBЫ lieт, дибu) liёLKOlieЦ, ЦellO'iKёL 11pO'iИTёLtla., ёL 13 нерху Ма,1 'а,
ЗИ.tlа. liИ. а.Кt.:И.ОМЫ1 НИ. Ot.:tl013Ы tleT. 
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В ш:~µ1::юм t.:дy'ia..e мы и.меем " до11уt.:к;• це11о'iки. (уt.:11ешtlыЙ 

µез у дЬТа..Т l:ИtlTa..K(;И 'iet;KOl 'О a..tla..J1И3a..) 1 .1:Ю 1:П'Оl)ОМ tlеобх.одимо 

в.озобtlов.ить 11µоцесх " ш~µetlOt;a.. '\ т.е. 11µодолжить 11еµе11иt;ыв.а..

tlие В.Х.ОДtlОИ це11О'iКИ. 13 Ma..l'a..3Иtl, а, 13 тµетьем KOtl(;Ta..TИl)OBa..TЬ 

,, tleд о ну Lж ;, ( t;Иtlта..кt;и 'iet;кy ю ошибку) . 

Co1·дa..t;tlO теоµеме 8.14, нодобtlыЙ а..Jп·оµитм может быть зс1.,-
11ро1·рс:1,мми.ров.аtl в. t;иt.:теме комаtlд tlекоторо1 ·о ДМП-ав.томата 

('1'0'itlee, ДМll-ав.томс1.,'1•а t.: в.ых.одtlоЙ деtlтой, tla- которой зс1.,11и.t.:ы

в.аютt.:н tloмepc1., 11римеtlнемых. 11ра1::ш . .11 1 ·рамма..ти.ки и/ иди t.:и1 'tla..Jl 

ошибки.). 

Стро1·ая. теория. LR(k)-1·рамматик в.еt.:ьма t;JIOЖtla и. tlикак tle 

может быть д,а..же фpctl'Metlтctµtlo изложеtlа.. в µu.мкu.х. tlа..t;толще1'O 

у'iебtlика... 

Мы рсtt;t;мотµи.м в за..кдюLtеtlие одиtl нримеµ. 

Пример 8.26. llри.ведем ДМll-u.втомu.т длл a..tla..J1изu. лзыкu. 
11рu.видЬtlЫХ. (;KOбO'itlЫX. (;'l'рукгур, норожда..емых. l'ра..ммсt.тикой 

S • () 1 (S) 1 SS. TO'itlee, мы µа..t.:t;мотµим лзык 11ра..в.идьtlых. 

t;кoбO'itlЫX. t;тµуктур t; 
1
, концевым ма..ркеµом ;, *; зu.ниt.:ыв.ая. 

tla.. дetll'Y 11µа..в.и.дьtlую t;кoбo'itlyю t.:тру ктуµу 7 J3 коtlце t.:Ta..J3И.M 

(;И.МВ.Од * · 
Сиt.:тема.. кома..tlД а..tlа..J1изирующе1·O ДМll-а..в.тома..тu. имеет t;Jte-

v 

ду ющии ви.д; 

чuи□ • ч1 □и, (1) 
' ' чuии • ч1и и, (2) 

ч1ЛО • ч1S, ( :3) 
ч1Л(S) --+ ч1S, (4) 
ч1ЛSS --+ ч1S, (5) 

ч1Л,--+ чu,i (б) 

ч1Л□и • чu□и, (7) 

ч1и□S • ч1 □Sи1 (8) 

ч1 * • s • ч~□ . (9) 

н этой l:И(;Теме KOMU.tlД чu и ч~ - GOOT.l:$eTGT.l:$etltlO tlU.'ia..JlЬtlOe 

3a..KJ1IO 'iИТедЬtlОе l:O(.;TOЛtlIOI; U Е: { С ) } ; и' Е: {(, ) , S}; 0 - tlU.-
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'ia.llЬtlЫЙ t.:И.MJ::IOJl Ma.l'a.3И.tla. (ш:J.3ЫВа.емый И.tlUl'Дa. ,, ма.ркерuм Дtla. 

Ма.Га.3Иl:Ш 1'); ' - нрuи.звuдЬНа.Л цепuчка., ДЛИtlа, кuтuрuй ра.ВНа. 3 
и. кuтuра.Я. tle pa.Btla. ( S) и. tle uкa.tl 'iИ.Ва.етt.:я. ценu'iкuй () и.ди. S S. 

Jle1·кu убеди.тьt.:л в тuм, 'iTU зa.ни.t.:a.tltla.Я: t.:и.t.:тема. кuма.tlД 

дейt.:тви.тедьtlu u11реде11лет ДМll-а.втuма.т ( t.:м. теuрему 8.13). 
Кuма..tlДЫ ( 1) и. (2) uбеt.:не'iи.в.а.ют нepetlut.: в. Ma..l'a.3И.tl в.xuдtluЙ 

ценuч.ки., KUMa..tlДЫ (3)-(5) - KUMa..tlДЫ t.:в.ертки., KUMa..tlДЫ (о)-(8) 
uбеt.:неч.и.в.а..ют нерехuд и.з фа.3ы t.:в.ертки. в. фа.3у нepetlut.:a.., еt.:ди. 

J:3. M<:l.,l'a.3И.tle tleT Ot.:tlOJ:3.Ы, а, KOMa..tlДa.. (9) нерев.оди.т a,J:3.TOMa..T J:3. 3a..
KJlIO'iИ.Tel1ЬtlOe С, до11уека..ющее 1· ) (.;0(.;ТОЛtlИ.е J:3. t.:дуч.а..е нра...1:3-И.JlЬtlОЙ 

V 

в.ходtlои ценоч.ки.. 

llpoa..tla.1rи.зи.pyeм tla.. да..нном ДМll-а..втома..т·е ценоч.ку 

котора..л я.в.дя.етt.:я. нра.в.и.дьtlоЙ t.:кuбоч.tlоЙ t.:труктурuй. 

Имеем 11оt.:.11едов.а..те11ьtlоt.:ть коtlфи.1·ура..ци.й"'; 

(чl) ,(0)0*, □; г (ч~,0)0*, 0 0 г 

г (чl),0)0*, □0 г (ч~,))0*, □(0 г (чl),))0*, □ (0 г 

г (ч~,)0*, □(() 1 г (ч1,Н)*, □ (S; г (чl),)0*, □ (S; г 

L (ч1, О*, D(S); Г (ч1, О*, • 8; Г (ч1, )*, • so L 

f- (ql),)*, • so L (чi,*,DS() ; г (чi,*, □SS; г 

г ( Чl) *' • S; f- ( Ч~ ' ,,\' • I. # 

Ра..t.:t.:моггре1:1ие перехода. от LR(k)-гpa.MMa.TИK к ДМП-а.вто

Ма.Та..М и. на.uбuрuт в.ыхuди.т за. ра.мки на.ше1·u издuженил. На.. 

прut.:тейшем примере мы прuцемu1It.:трирuва.11и тuлькu ра..бuту 

детерми.ни.ров.а..нно1 ·u в.оt.:ходлще1·0 а..на.11и.за.тора... 

"З4~~;ь мы и1;1Il>Jib3l>BUJrи у1·Jювы~ l:Кl>бки О ,ЦJDL l>бl>3Hi::1..'i~н:и». кl>н:фю·урi::1..
ций, 'iГl>бы н:~ путс:1,гь i; кру1 ·лыми ~;кl>бкi:tми ( ), ».вл».ющими~;к г~рмин:i::1..Jrс:1,ми 

l 'l,)i::1..MMi::1..1.'И.Кl:1. 
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Дополнение 8.2. Семантика 
формальных лзыков 

Kш:1t.:t.:11 'iet.жclJ'J. теор11л форма.11ыtых я.3ыков1 ка.к у же отме'!а.
JЮL:ь1 3a.ti11Ma.Jla.l:Ь 11t.:KJIIO'i11TeJIЬtiO G'U'/-ftUШ'KC:'U(;(Jм, ,Я,Зbl'r,;(Jf> 1 113У'iа.Л 

методы 11орождеи11н. 11 pa.t.:1103tta.Ba.tt11н. миожеt.:тв r;.r1,иf>. Ceмaн

rn'Ur,;a форма.11ьиых н.3ыков7 t.:ра.вtt11т~1ьио моJЮДа.Н. ветвь теор1111, 
3a.ti11Ma.eтt.:л t.:11оt.:оба.м11 t.:OllOt.:Ta.BJieti11Л titЖOeI 'О t.:MЫL:Jla. ;. t.:JIOBa.M 

" 
( ЦellO 'iKa.M) Я3ЫКа.. 

Необход11моt.:'1ъ в 11оt.:троеи1111 тo'ittOI'O мс1,темс1,т11 'iеt.:ко1'0 110-
илт11я 

1
, L:MЫL:Jia." диктуетt.:л ра.3в11т11ем 11иформа.ц11оииых техио

JЮI '11И, 11режде BL:eI 'О тexttOJIOI '1111 11роект11рова.ti11Л КОМ1111JIЛТО

ров. 

J:>a.t.:t.:MO'l'peииыe выше л3ыковые модел11 онределеииым обра.-
V 

30М L:BН.3a.tiЫ t.: ЭТа.1lа.М11 это и тexttOJIOI '1111. 

Текt.:т входиой 11ро1 '1-)а.ммы, ка.к 11звеt.:тио, a.ttct.J111311µyeтt.:л в 

иеt.:колько нроходов. На. нервом нроходе 11ро113водитt.:л JШкt.:и'iе-
V V 

t.:к11и a.tta.11113, а. 11меиио нµовеµя.етt.:я. 11µа.в11льиоt.:ть 11µоt.:теиш11х 

эдемеитов текt.:та., ttа.Зыва.емых декt.:емс1,м11. llµ11меµс1,м11 JШкt.:ем 

мо1'ут t.:Jrужить идеитификсt.торы 11 кottt.:тa.ttты, µа,3решеииьrе 

t.:11ti'l'a.Kt.:11L:OM BXOДtiOI'O Я.3ЫКа. lll-)OL'pa.мм11poвa.ti11Л . tl 11роцеrхе 
JШKt.:11 'ieL:KOL'O a.tic\.111130.. tte нроверяетt.:я. L:11tiTa.KL:11 'ieL:Ka.Л нра.В11J1Ь-

V 

иоt.:ть вt.:еи 11ро1'ра.ммы в целом1 а. нровеµлетt.:л только t.:11tt-
тct.кt.:11 'iet.:кcШ 1Ipa.B11JIЬtiOL:TЬ декt.:ем (в 'ia.t.:TtiOL:'1'11, 1Ipa.B11JlЬtiOL:TЬ 

На.ПИL:а.НИЛ иденти:фика.тоµов и: KOHL:Ta.HT). Та.к Ка.К JШКL:емы 

oбы'ittO ЛВJiлютt.:л эдемеитсt.ми иекоторо1 'О ре;::,у4,Я,рни;::,и ,Я,Зыr,;а1 то 
бо..3овой моделью длл лекt.:.и. чеt.:кого a.Ha.JIИ3ct.тopa. лвдлетt.:л модедь 

r,;инечни;::,и аыпи.мата. 

Et.:JI11 текt.:т нрогра.ММЫ yt.:пeшtlO 1Ip0Шt',JI ЭТа.11 JШKt.:И'ieL:KOl'O 

a.tia.JIИ3a., то ТО! 'Да. нроверлетt.:л е1 'О l 'JIOбa.JlbtiaJI t.:ИtiTa.Kt.:И 'iеt.:ка.л 

11рс1,в11дьиоt.:ть. llp11 этом ксt.жда.я. JШкt.:ема. ра.t.:t.:ма.тр11всt.етt.:л ка.к 

буква.. Здеt.:ь 11р11меилютt.:л методы t.:иttтct.кt.:иL1et.:кo1'0 a.tta.11и3c1,1 в 
'ia.t.:тtto t.:ти ра.t.:t.:мотреииые выше (t.:м. Д.8.1). 1:3 11ред11оложеиии1 
'!ТО t.:11ttтa.кt.:11t.: Я3ЫКа. 11ро1'ра.мм11рова.tt11я 01111t.:a.tt К С-;::,раммат·и-
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кий, 0(.;li01IOЙ для. 110(.;'l'J.>OeliИЯ (.;И.li'l'a,K(.;И. '-lе(.;КИ.Х a..IO:tJlИ.Зa..TOJ.>Oll, Ка.К 

мы уже нидели.1 ныбира..етL;л модель MП-aвrrwмarna. 
llo за..нершеliи.и L;И.liTa..K(.;И'-lelЖOL'O а..ю.:t..11и.за.. (.;ТJ.>ОИТ(.;Л dереви 

вывиdи нходной нро~·ра..ммы. llo(.;Jre этОL'О нереходят к эта.

ну L'еliера..ци.и. 06'.ьeкl'liOL'O кода., т.е. llliyтpeнlieL'O Ma..ШИ.liliOL'O 

11peд(.;'l'a..llJleliИ.Я. llXOДliOL'O теКL;Та,. Это ЗНа..'-lИ.Т, '-!ТО llЬlllOJIHЯ.eTL;Я. 

неренод (.; lieKOTOJJOL'O лзыка.. llJJOL'J.>a..MMИJ.>Olla..liИЯ. lia.. лзык Ma..ШИli

liЫX кодон. Но '-lтобы нынолнить неренод текL;та.. lia.. дРУL'ОЙ 
я.зык, liеобходи.мо ка..ки.м-то обра.3ом ноliя.ть eL'O "L;МЫ(.;.11 ". Сле-

v 

дона..тельно, а..юu1из уже (.;ИНТа..К(.;И. '-lе(.;ки нронереннои нроL ·ра..ммы 

(.; ТО'-!КИ зрени.л ее ,, (.;MЫ(.;Jla, 1' ( (.;еМа..liТИ'-lе(.;КИЙ a..IO.:tJLИЗ) liеобходи

мо нредше(.;тнует (.;а.мой L'еliера..ци.и. объектliОL'О кода.. И нрежде 

H(.;eL'O liеобходи.мо уто'-lliи.ть ма..тема..ти '-lеL:ки. '-!ТО !'а.кое (.;МЫL:д 1• 
1 " 

( ка.к ра..ньше мы ма..тема..ти. '-lе(.;КИ онµеделлли L:инта..К(.;ИL: н терми-
liа..х L 'J)а..ММа..ТИ.К И a..llTOMa..T0.13) . 

Н этом донолliеliи.и. мы ра..L:L:мотри.м liекоторые методы фор

ма.11ьliОL 'О ( ма..тема..ти. '-!e(.;KOL 'О) 011ределеliи.J1 r..:ема..liтики. для. К С

хзыкив. Тем L:а..мым мы Н(.;ЮДУ н да.11ьнейшем 11µед11олщ·с1,ем1 '-!ТО 

я.зык, L:ема..liти.ка.. которо~ 'О 011ред1::~J1я.етL:я., может быть За..Да..li tlе

которой КС-гра..мма..тикой. 

Сра.3у же tlеобходимо L:ДеJiа..ть уточ:нение. Ка.к мы уже за.ме

ти.ли ра..нее1 ИL:L:ледуя лНJ1ение 'Н,еUd'Н,UЗ'Н,U 'Ч,'Н,ИС:m'U н КС-лзыка..х, 

11 L:MЫ(.;Jl ;, (.;JШДует L:OllOL:Ta..llJIЛTЬ tle (.;а.МИМ (.;JIOHa..M лзыка.., а, де-
v 

ревьлм их вывода.; менлл дерево вывода. да..ни:ои цеnоч:ки, мы 

меня.ем и ее 
11 
L:МЫ(.;.11 \ нони.ма..ем ее 110-дру 1 'ому ( L:м. 8 .1). Да.11ее1 

можно (.;0110(.;Та,.1::ШЛТЬ (.;МЫ(.;.11" не TOJIЬKO (.;JI0Ha..M ЛЗЫКа, ТО'-lнее 
,1 7 1 

дepellbliM llЫllOДa.. этих (.;JIOH из а..К(.;И.ОМЫ l 'J.>а..ММа..ТИ.КИ, liO И Та.К 
на.3ына..емым фра.3а..м лзыка.. - терми.на.11ьным цено'-!ка..м, выно

димым из J.>a.3HЬIX и:етерМИtlа./ЮВ ГJ.>а..ММа..ТИКИ. 

Нанримеµ, фра.3а.. ,, ... а так как мне бума~ 'И lie хнатюю 1• 
не ЛНJ1я.етL:я. за.кон '-!енliым нреддожеtlием µу L:L:KOL 'О я.зыка., но 

имеет О'-!евиди:о ка.кой-то (.;МЬI(.;.11 ". Точ:и:о так же опепатоп , . , ,, r r 

11риL:наинани.л1 11 нынутый" из какой-то 11µ01'раммы на каком
то я.зыке llJ.>Ol'J.>a..MMИJ.>Olla..HИ.Л, не Я.llJIЛeT(.;Л " HJ.>Ol'J.>a..MMOЙ\ не 

может J)a..(.;L:Ma..TJJИ.lla..TЬL:Я. Ка.К элемеliт Дa..HliOl'O лзыка.., но мы 
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в t;Оt;толliи.и. t;Оноt;тави.ть ему тот иди ИliОЙ t;MЫ(.;Jl ''. Тем 
" t;амым возliи.кае·1, и.дел онредеди.ть " t;MЫt;JI 1• '-lерез 0·1,ображени.е 

мliожеt;тва "t;Иliтакt;и.'-lе t;ки.х объектов" - деревьев выводов 

фрсt,З лзыка в некоторое 
17 
нредметное множеt;т.1:ю ", множеt;тво 

t;eмalil'И '-lе t;ки.х объектов ". 
" Здеt;ь мы 01·ра!iИ'-lИМt;Я. крайне эдементарным введением в 

формсt,J1ьное они.t;ани.е t;емаliти.ки. КС-я:зыков и они.шем неко

торый нроt;тейши.Й ,
7 
кирни'-lик 1• формсt,J1ьной t;емантики. я:зыков 

11ро1 'рамми.роваliи.я.. 

Начнем t; формсt,J1ьно1·0 011реде.11ения фразы КС-языка. 

Определение 8.15. lly t;ть G = (V, N, S, Р) - КС-1'рам

ма·1'и.ка. Терми.ю:1.11ь1iую цено'-lку х 1iсt,Зываю·1' фразой Jt,ЗЫ'Ка 

L ( G)' et;JIИ А г* х ДJIЯ. нeKO'l'OpOl'O нeтepMИlia,Jla, А Е: N. 

lly t;ть 'Г(х) - дерево выводсt фрсt,Зы х t,; корневым нетер
ми.liсt,JЮм А. Нозьмем в 'Г(х) некоторое ноддерево t; кор!iевым 
нетерми.нсt,JЮМ Н. Ныводимую из это1'О вхождения: Н терми.

нсt,J1ьную цено'-lку нсtзывсtют под фразой фразы х. E(.;JIИ верши

нсt деревсt 'Т'(х), t;Оответt;твующсtJI дсtнному вхождению Н, имеет 

1 'дуб ИliY 1 (иди, '-lTO paвlio t;ИJlЬliO, у р о 1$eliь , lia ед и.liи.цу меliьши.Й 

уровня корня А), то дctнш:LJI нодфрсt,За нсt,Зывсtетt;JI nодфразой 

nерво~о уровн.,Jt, фрсt,Зы х. 

J.->аt;t;мотри.м в ка'-lеt;тве нри.мера (.;JШДующую l'раммати.ку 

ари.фме1·и. '-lеt;ки.х вь1ражеliи.Й; 

Expr· • Aturn 1 ( .t.:хрг + Expr·) l (Ехр·г * Ехр·г), 

AtИ'rn --+ а11 -. -1 И,п, 

llptщнoдct1'aeтt;JI, что вмеt;то вхождения нeтepмИlict,Jict Aturn мо
жет быть нодt,;·1,авдеli дюбой t;И.М1$Од 1iекоторо1·0 сt.1J.фа1$и.·1·а V = 
= { а1, ... , ап} (сtтом в сtрифмети. '-lеt;ком выражении может быть 
дибо не ременным, дибо конt;тсtнтой) . 

Нари.t;уем дерево вывода выражеliи.л 

1'де а, Ь, с; , d, е, у - некоторые атомы из V (ри.t;. 8.39). 
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Это выражение в ка'--lе<.;тве 

110,цфрсLЗ 11ерво1'O уровнл и.меет 

це11O'-iки. а и. 

tlтupaл фрсLЗа и.меет 110,цфрсLЗы 

11ервого уровнл Ь и 

и. т.д. Заметим, L1то фрсLЗа а, 

выводи.мал и.з (.;ёLMOl'O JШBOl'O 

узда Expr· l'дуби.ны 1 и.меет 

в ка'-iе<.;тве 110,цфрсLЗы 11epвu1'U 

урuвш-1 ту же ценu'--lку а, т.е. 

110,цфраза 11ерво1'O уровня. мо-
V 

жет <.;OBllёLДёLTb (.; (.;ёLМОИ И.<.;ХОД-

liUЙ фрёtЗUЙ. 

Мнuже<.;тво в<.;ех фрсLЗ лзы

Кёt L обознёt'--1.и.м '--1ерез .Р Н ( L) , 

Expr 

j 
(Expr + Expr) 

/ j 
Atom (Expr * Expr) 

/ / j 
а Atom (Expr + Expr) 

/ / j 
Ь Atom ( Expr * Expr) 

/ / j 
с Atom (Expr + Expr) 

/ j j 
d Atom Atom 

j j 
е g 

ёt множе<.;т1:ю в<.;ех деревьев вы1:юдс1., фрсLЗ L - '--1ерез '1'.Р Н (L ). 
Ддя. однознёt'-iНОl 'О лзыкёt L эти. множе<.;тва экви.ваJ1ентны. 

Определение 8.16. Се.м,апrпи·ч,еская фупк·ция языка L 
е<.;ть отображение 

SEM(L): '.l'PH (L) • lU(L) 

множе<.;тва в<.;ех деревьев вывода фрсLЗ L в некоторое множе<.;тво 

lU(L) 1 называемое уни.вер<.;умом (11р1::щметной uбдс1.,<.;1ъю, <.;емаli

ти. '-tе<.;кой обда<.;тью 1 обдёt<.;тью и.1iтер11ретс1.,ци.и.) я.зыкёt L. 

Замечание 8.14. Ради. общно<.;ти <.;JH:ЩOBёLJIO бы O11редеJ1ить 

<.;еманти.'-iе<.;кую функцию как '-tёL<.;ти.'-iное отображение, но мы lie 
будем это1'O деда·1ъ1 вводя. для. 11 

бе<.;<.;мы<.;денных " фрсLЗ <.;11еци.аJ1ь

ный 17 неонредеJШНliЫЙ ;' эдемеliт в уни.вер<.;ум С, нудь ;, нредмет
ной обда<.;'l'И. _ 1iео11редеJШliный <.;мы<.;J1 ;,) Замети.м также '-iTO 

' 17 ' ? 
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длл однозна'--lнО1 'О лзыка с.:еманти'--lес.жая: функцил может быть 

онределена как отображение из множес.:тва фраз лзыка. # 

Снос.:обы онµедеJшнил с.;еман'l'И'-!ес.:кой функции мо1·ут быть 

разди '-!ными. Нас.: будет интерес.:овать важный '-!ас.:тный с.:ду '-!аЙ , 

ко1 'Да. зна'-!ение с.:еманти '-!е с.;кой функции на некоторой фразе 

(под фµазой здес.:ь и да.1п;е п.онимаетс.:л дерево ее вывода, п.µич.ем 
V V 

разные деревьн дшr однои и. тои же цено'-!ки. рас.:с.:матри.ваютс.:н 

как разные фразы) онредедш~тсн однозна'-!но '-!ерез зна'-!ение 

этой функции. на нодфразах. 1шрво1·0 урошiн. DOJШe форма.11ьно; 

нредс.:тавим фµазу :.с с.:интакс.:и'--lес.:ки как " с.:оединени.е " с.:воих. 

нодфраз 11ерво1·0 уровнл; 

Х = r.p(yi , • • •, y"J = 'U1Y1 • • • 'UmYm'Um+l, (8.28) 

где ·и1, ... , 'Um+l - некоторые терми.llал:ьные ЦtШО'!КИ:. На

нримеµ, ддн 011ределенно1 ·о выше нзыка арифмети '-!ес.:ки.х. выµа

жений фраза, дерево вывода которой изображено на µис.:. 8.39 
рас.:кладываетс.:л с.;дедующим образом; 

1·де ·и1 ес.:ть це110'--lка С 'Ui - це110'-!ка +, а ·и3 - це110'-!ка ) . 
Таким образом1 любая: фраза 11редс.:тавллетс.:л1 вообще l'Ово

рл, не как нрос.:тое с.:оеди.н.ен.ие с.:вои.х. нодфраз 11ерво1·0 уровн.л, 

а как с.:оединение с.: ,, нрос.:JюЙками" в виде онределенных. тер

мина.11ьных. цено'-lек. Онерацию r.p в (8.28) , задающую такие 
нрос.:дойки, называют '--lас.:то копкатепарпой операцией. Эта 

V 

онераци.л 011редеJ1я.етс.:л 1 ·µаммати.кои лзыка. 
То1·да 11реднода1'аетс.;л, '-!ТО е с.:ли фраза х нредс.;тавлен.а в ви

де (8.28), то онредедено отображнени.е ф: \U(L)m • \U(L) (т.е . 

н.екотоµая: онеµаци.л н.а нредметн.ой обдас.:ти), такое, '-!ТО 

SEM(L) (x) = Ф( SEM(L) (yi) , ... , SEM(L)(y"i)). (8.29) 

Это 01·ран.и. '-!ен.и.е, н.акладываемое н.а с.;еман.ти '-lес.;кую фун.к

цию, назовем nрипциnо.м, zо.м,о.м,орфпой иптерnретации. 
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llри.мем теаерь некоторые со1'д1:Lшени.л об обознс:1..'--lени.лх. Се

мс:1..нти.'-lескую функци.ю я.зыкс:1.. L будем обознс:1..'--lс:1..ть · llL.,, оаус-
V 

ка.л инцекL:, ука.зыва.ющии на. лзык, eQIИ это не вецег к шщора.-

з у мени.ю. То1'да. ра.венL:т1:ю (~.29) можно 11ере11и.L:а.ть в ви.де 

llодобные оаредедения L:ема.нти.ки. фра.3ы '-lерез сема.нтику ее 

аодфра.3 аерво1 'О у ровня. На.3ЫВёLЮТ (;{;МёLНТИ. '--l{;СКИ.МИ. llpa,BИ.Jla.MИ. 

лзыка.. Сема.нти.'--lески.е ара.ви.да. соответствуют L:и.нта.кси'--lески.м 

арс:1,видс:1,м - 11ра,1~и.дс:1,м иL:ходной КС-1'рс:1,ммс:1,тики.. Тс:1,к 1 для. 

нриведенной выше l'ра.мма.ти.ки а.рифмети'--lеL:ких выра.жений, 

аода,1 'aJ-J. U = IR, можно зш1и.L:с:1,'1ъ сшщу ющи.е L:ема.нти. '--lески.е ара.

ви.да.: 

[ Ехрг ll = [ Ехрт· ll + [ Е:срт· ll 
(д.JlЛ си.нтс:1,кси.'--lеско1'О ара.ви.дс:1, Ехрг • (Ехр'Г + Expr) ), т .е. 

здесь конкс:1..тенс:1..рной 011ерс:1..ци.и tp, тс:1..кой, '--lTO tр('и/и) = ('U + ·v) 
д,дя. дюбых двух фра.3 ·и и. ·v, соаоL:та.вдлетL:л обы'--lное а.ри.фме
ти. '--lеское (.;JЮжени.е; 

Ехр'г ll = [Expr·ll * [ Exp'гll 

(длл си.нтс:1..кL:и'--lеско1'О ара.вида. Ехрт· • (Ехр·г * E:cpr)) онера.ци.л 
на. у ни.версу ме - с:1,ри.фмети. '--le t.:кoe у множени.е; 

[ Ехр'Г ll = [ Aturn ll 

(длл L:интс:1,кси'--lеского прс:1,вида. Ехр·г • Аtтп); 

[ Atuтn ll = [ щ ll 

(ддя. L:и.нтс:1,кt.:и. '--lеско1 'О арс:1,ви.да. Atuтn • ai 1 i = 1, п ) . 
Стро1'О l'Оворл, в нервых двух 11ра.видс:1,х мы доджны ра.3-

ди. '--iа,ТЬ три. ра.3НЫХ вхождени..я. ОДНОl 'О и. TOl 'О же нетерми.Ш:tJlёL 
Ехр·г, 'l'c:I..K кс:1..к они. соответствуют ра.3ным деревьям. 
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с 
V 

емаliти. '-lеt.жал фу liкци.л языка ари.фмети. '-lеt.жи.х выражеliи.И 

будет u11ред~1ена, е(.;.11и. мы зададим зю:t'-leliи.e этuй фу liкции lia 
атомах: это еt;теt;твенно сtt;t;оци.и.руетt;л t; хорошо Зliсtкомои нро

цеду J..>ОЙ выL1и.t;;шни.л зна'-lени.л сtJ..>и.фмети. L1et.жo1 '0 выvажени.л нри. 

llOДt;TaliOBKe вмеt;ТО входлщи.х В liel 'O 11epeмeliliЫX KOliKpeтliЫX 

'-lи.t;;ювых зна'-lений (нри. этом lie и.t;КJIIO'-laeтt;л 1 '-!ТО i:LTOM может 

быть конt;·1'i:Lнтой - обозна'-lени.ем конкvетно1'О '-!Иt;J1a; в ·1,аком 

(.;Jiy'-lae t;амо t.:и.нтакt,;и.'-lеt;кое нрi:Lвюю задает t;pc1,3y зна'-lеliи.е t;е

маliти. '-lеt;кой фу liкци.и. lia дaliliOM атuме). 

Так1 ддл нриведенно1'0 выше выраженил, нода1'ал [ а ll = 1, 
[ Ь ll = 2, [ с,: ll = 3, dll = 4, [ е ll = 5, [ у ll = о) LlOJIY'-lИ.M зна'-lеliи.е 
B(.;el'O ВЫJ..>аЖеliИ.Л, paвliOe 95. 

Таки.м uбрсtЗuм, в этuм кuliкpeтliuм (.;JIY '-lae t;емаliти.ка фрс1,3ы 
еt,;ТЬ '-lИ.(.;.IIOBOe ЗНi:L'-lени.е нpeДt;Ti:LBJieHHOl'O Дi:LННОЙ фразой ариф

мети. '-let;к01'0 выvажеliи.л. Мы pat;t;MO'l'peди. в Ki:L'-let;твe уliи.верt,;у

ма мliожеt,;тво вещеt,;твеliliЫХ '-!И.t;ед и. нuду '-lи.ди. oдliY t;емаliти.ку. 

З1:tд1:tв у liи.вept;y м как-liи.бу дь и.lia'-!e ( li1:t11pи.мep1 как MliUЖet,;твu 
комш1екt;ных '-!И.t;t',д иди. множеt,;тво функци.й некоторо1 'О Kдi:Lt,;

t;a), ноду '-!И.М t;Овt;ем дру 1 'У ю t,;емаliти.ку. Ддл OДliOl 'O и. TOl 'O же 

t;интакt,;и.t;а1 t,;дедuватедьнu, мuгут быть uпvед~rены рсtЗдИ'iНЬШ 
t;емаатики (t;емшп·ичеt,;кие функции) . 

.Рс1,3обранный выше на нри.меvе языка ари.фмети. чеt;ки.х вы

J..>сLжеliи.И LIОДХОД К OLIJ..>eдeJШliИ.IO t;емаliТИ.КИ. liазывают И.liOl'дa 

эксrпеnс'иана.л,ьны.м nадхада.м. Суть егu t;Ut;тuит в тuм, 

'-!Т() }lBliU u11peдeш1eTt,;}l YliИ.Bept,;yм как MliUЖet,;l'B() ,~ вliеНЗЫК()

вых" объектов (экt;тенt;ионщюв) и. каждой лзыкuвой фvс1,3е t,;О-

11Оt;'1'авJ~яетсл liекотоvый экt;тelit.;И.Olii:LJl. Ддл pctЗoбpaliliOl'O выше 

11vи.мер1:t ЭKt.;Telit.;И.UliaJ! - этu вeщecтвeliliUe '-!И(.;.IЮ. Слuвu " вliе

лзыкuвых" взлто в кавычки 11uтuму1 чтu уни.верt,;ум t.;cLM мuжет 

быть некоторым языком ( выt,;·1,у нающим то~ 'да 110 отliошению к 

и.t;ходliому языку как мета.я.зык). Не и.скдю'-!еliо даже1 '-!ТО ме

талзык совпадает с t.;i:Lми.м опредедлемым лзыком - п.римеvом 

MOl'YT сдужить всевозможные ТОдКОВЬШ (.;JIOBi:LpИ. 

Сущеt,;твует и. дJ..>У1'ОЙ нодход к онредедению семсtнти.ки, lict-
V V V 

зываемыи иптенсиана.л,ьпым1 ОДliОИ и.з рс1,31iови.дliоt,;теи кото-
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рого лвллетt.:л аксиомаmи'ч,,еский мeffioд опреде.л,епия се

мантики языка. 

Акt.:и.омс:Lти. 'iеt.:ки.Й метод нреднодсLl'сLет pc:Lt.:t.:MO'l'peliи.e и.t.:ход-

НОl'О объектliОl'О ;~ лзыксL t.:eмcLliTИ.KcL котоrю1'О он0еделлетt.:л 
' " ' 1"'" 1"'" ' 

кс:Lк форма.л,1>ной теории (и.ди. форма.л,1>ной С'uстемы) . Не 

ДсLВсLЛ t.:трогого оп:редедеllил форма.11ы10Й теории в его общllо

t.:ти., ноя.t.:liи.м е1·0 t.:уть и. рё:Lt.:t.:мотри.м нри.мер. 

Форма.11ьш1л теори.я. зсLдсLетt.:я. кс:Lк некоторый лзык, цено'i

ки. которо1'0 нсLЗывсLютt.:л в этом L:дy'ic:Le утверждениями (и.ди. 

пред.л,ожениями). Н этом я.зыке 011ред1;J1я.етt.:я. нод'.ья.зык тс:Lк 
V 

liсLЗывсLемых доксLЗуемых утверждеliии: ЗсLДсLетt.:л liекоторое licL-
V 

'ia.JlЬtlOe мtlожеrт.1:ю утверждеtlи.И, которые t;'iИ.'l'cLIOтrя. ш1ри.ори. 

доксLЗсLНJ:IЫМИ ( MJ:Ioжet.:T'BO аксиом rneop·u·u), и ЗсLДсLетt.:л J:Iеко
торое множеrтво прави.л, вывода, нри.меня.я. которые к неко

торым утверждениям (в 'iс:Lt.:тноt.:ти., уже доксLЗсLнным), можliо 

ноду'IсLТЪ новые утверждени.л. Еt.:ли. мы нри.менлем нрс:Lвшю 

выводсL к доксLЗсLнному утверждени.ю, то ноду'iс:Lем новое дo

KcLЗcLliliOe утверждеliи.е. Утверждеliи.е, которое тс:Lки.м обрсLЗом 

может быть выведено и.з с:Lкt.:и.ом, нсLЗывсLют теоремой ДcLliliOЙ 

теори.и.. Утверждени.е t;'iИ.TcLeтrл и.меющи.м t.:мыrд, еrди. OliO еt.:ть 
ди.бо сLкrи.омсL, ди.бо теоремсL ДcLliliOЙ теор и.и.. В отди. 'iи.е от экt.:

тelit.:И.Olia.JlbliOl'O НОДХОДёL нри. и.нтеН(.;И.Оliа.llЬНОМ нодходе ёLНри.ори. 

lie онредедя.етrя. liИ.КсLкои у liи.вept.:y м, и. нри. тс:Lком нодходе к 

опr)ед-едеllи.ю t.:емс:Lнти.ки и.меть t.:МЫL:д'" OЗJ:IcL'icLeт быть теоr)е-
1"'" . " " 1"'" 

мой И.J!И. а,Кl,:И.ОМОЙ ДёLНliОЙ теор и.и.;~. 

Нерtlемсл к pcLrt.:мoтpetltlOмy выше языку с:Lри.фмети. 'iеrки.х 

вырс:Lжеliи.Й. ЗсLдсLди.м е1'О в ви.де форма.11ьtlоЙ теори.и. L:Jieдyющe

l'O ВИ.ДсL: 

1) сLкt.:и.омсL - дюбой с:Lтом а1, ... , ап; 
2) нрсLвидсL выводсL: 

е1, е2 • (е 1 + е2), (1) 

е1,е2 ⇒ (е1*е2), (2) 

т.е. еt.:ди е1 и е2 доксLЗсLliы, то доксLЗсLно утверждеliие (е1 + е2) и 
утверждеtlи.е (е1 * е2), 
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llоt;трои.м, 1:нtнри.мер, док1:tз1:tтедь.t;т1ю 31:t11и.t;1:t.1:i.l:iOl'O выше вы

раже.1:iю1; 

(е+у) 

(d*(e+y)) 
(с+ (d* (е+у))) 
(Ь* (с + (d* (е+у)))) 
(и+ (Ь* (с+ (d* (е+у))))) 

- аксиомы; 

- нравюю вывода (1); 
- (2); 

- (1); 

- (2); 

- (1). 

Нетру Д.1:iО ви.д~ть., 'iTO мы онр~д~ди.ди. тот ж~ я.зык дру
l'ИМ l:НОt;обом. М11ожеt;т1ю дока3уемых У 'l'вержде11ий t;Ов111:tд1:tет 

3Деt;ь. t; MliOЖet;TBOM Bt;ex утвержде.1:iиЙ, и, ТёLКИМ обра30М, t;e

MёLliГИKёL В да11ном t;ду 'iёLe (.;OBШ::Ula (.; (.;ИНГёLК(.;И(.;ОМ; утверждени~ 
имеет (.;MЫ(.;Jl ТОl'ДёL и TOJlЬ.KO ТОl'ДёL, КОl'ДёL может быть ДОКа.31:t-

110, т.е. ТОl'ДёL И TOJlЬ.KO ТОl'ДёL, КОl'ДёL Я.ВJlЮ:~ТСЛ 1:tри.фмеТИ'i~(.;КИМ 
V V 

выр1:tж~.1:iи~м, 11орожд1:t~мым 11ривед~1111ои выше 1'р1:tмм1:tтикои. 

Замечание 8.15. Н этой t;влзи 11одез110 31:tмети.ть. 'iTO и 
' 

11р1:tвид1:t вы1юд1:t форм1:LJ1ы1ой теории l:дедует тр1:tктов1:tть. к1:tк 

нрОt;ТО ,,нрёLВИJl.ёL 31:tM~liЫ;. (в llOJl.liOЙ ёLli.1:LJIOl'ИИ (.; 11орожд1:tющи

ми 1'р1:tмм1:tти.к1:tми.), l:Ol'дёLt;.l:iO которым ра3реш1:tетt;л от онреде

ленных ц~по'iек (в девой 'iасти правила) п~реходить. к новым 

це11о'iк1:tм ( в 11р1:tвой е1 'О '11:tt;'l.'и). 

То1 'ДёL 110 нрёLВИ.JlёLМ ВЫВОДёL МОЖ.1:iО llOдy 'iёLТЬ. И3 це110'1ек, .l:ie 

обЛ3ёLТе.lIЫ10 Т'~Ор~м иди ё:\.,К(.;ИОМ, КёLКИ~-то други~ Ц~lIO'-iKИ, т.~. 

t;троить. выводы, 11е лВJ1лющиеt;л дока3сtте.11и'1'всtми. Это онлть.

таки a.1:i1:LJIOl'И. 'i.l:iO l'раммати.кам, в которых 11ри.ме11е.1:iие нроду к

ци.й, вообще 1 'оворл, 11~ облзсt110 быть. выводом и.з сtкt;иомы. 
Т1:tк1:tл ши.рок1:tл и. 'iи.t;то t;и.11т1:tкt;и. 'iеt;км тр1:tктовк1:t 11р1:tвид 

ВЫJ:ЮДёL 1103ВОдЛет В т~ории форм1:LJ1ь.11ых (.;И.(.;Т~М И В (.;BЯ.31:tliliOЙ 

t; li~IO т~ори.и. ДOKёt3ёtT~JlUTB t;троить. выводы И.3 " 1'И.110Т~3 ;. -

цено'iек, которые 11ред11од1:t1'1:tЮтt;л дока31:t1111ыми.. Е(.;.11и 31:tтем 
V 

уд1:tетt;л деиt;твитедь.110 дока.31:tть. и.х, то 11острое1111ое 11epвo.1:i1:t-

'i1:LJ1ь.110 
11 
ОТ110(.;ИТедь.11ое ;, ДOKёL3ёLTe.ll.UTBO нреврёLТИ.Т(;Я: В 11 1:tбt;O

Jl.IOTtlOe ;, (т .е . .1:iёL'iИliёLIOЩeet;Л (.; ёLК(.;ИОм). # 



Д .8.2. С~МаН1'ИЮ:i фUpMaJlbHЪlX 11.ЗЫК()I:J 7Ul 

llоL:троив ,;1,кL:иом,;1,ти '--leL:кy ю L:ем,;1,1:iтику лзык,;1,1 мы можем l:io, 
этой ба,3е uнредедить L:еМёLl:iтику у же экL:тe1:iL:ИU1:ia.-11ь1:iu 1 110Jю

жив1 '!ТО ЭKL:Tel:il:ИOl:ia.-/1 утверждеl:iИЛ eL:Tb Ml:iOЖe(;TBO BL:ex el'O 

докс:1,3,;1,т!:'дьL:тв ( e(;JIИ утверждение l:ie имеет дока,3,;1,теJ1ьL:тв,;1, 1 то 
el'O ЭKL:Tel:il:ИOl:ia.-/1 (;'--lИ'l'o,eTL:Л не oнpeдeJlel:il:iЫM - фopMa.-ilbl:iO мы 

вкдю'lёLем тuгдс1., в предметную uбдёLL:ТЬ L:п:ецимыiыЙ 
1
, неuпреде

деl:iный эдемент" L: тем к,;1,к у же отме'iа.JЮL:ь 'iтобы можl:iо быдо 1 1 

вводимую L:ем,;1,нти'--lеL:кую функцию L:'--lи·1·,;1,ть отобр,;1,жеl:iием). 

В 3,;1,KJIIO'--leниe ро,L:L:МUтрим ЭKL:TeHL:ИOl:ia.-/lЫiUe онредедение 
V V 

L:ем,;1,нтики 11роL:теише1'О лзык,;1, 11ро1'р,;1,ммиров,;1,ни.л 1 которыи 

будем нс1.,зывс1.,ть MILAN (MiпiLANguc1.,ge) . Сиl:iтёLксиt.: }13ЫКёL 

онредедим ноt.:редt.:твом форм Нэкуt.:,;1, - Н,;1,у р,;1,: 

( 11р01 'ро,ММёt) ; ; = ( llОL:JlедовсtтедЬНОL:Ть_о11ерсtторов) 
( llOL:JШДOBi;l,'l'!;JlbHOC'lЪ_OHepc1.,тopoв) ; ; = ( 011ерс1.,тор) 1 

( оп.ерсtтор) ( llO(;JleДOBctTeJIЬHOL:Tb_Ollep,;1,тopoв) 

(u11epc1.,тup) :;= (11риt.:вс1.,ивс1.,1:iие) 1 (уt.:Jювный_нерехuд) 1 (цикд) 

(11риL:в,;1,ив,;1,ние) ;:= (неременное) := (терм) 

(у(;Jювный _ _нереход) ::= if (у(;Jювие) then 
( ноL:дед ов,;1,тедьноL:ть_о11ер,;1,·1·0ров) 

el ::;е ( 110L:JrедовсtтеJrьноL:ть_о11ер,;1,т·оров) 
i f (уL:Jювие) tht:.n ( 110L:J~едов,;1,теJ1ьноL:ть_о11ер,;1,торов) 

(цикд) ::= шhile (уr_.:дuвие) du 
( 110L:J1едовё:\.тедьноt.:·1ъ_онерсtторов) t:.nd 

(неременное) ::= х1 J .. -1 Хп 

(терм) ::= ( функци.она.-11ьныЙ_L:и.мвод) 

( (110(;.IIeДUBi;!,TeJIЬHUL:Tb_Tepмuв)) 

(неременное) 1 (конL:тсtнтсt) 

(11оt.:JrедовсtтельноL:·1ъ_термов) ::= (терм) 1 

(терм) ( 11осдедuвс1.,·1'едьнuсть_термuв) 

(функциона.-11ьныЙ_L:имвод) ::= /1 1-. -1 fm 
(кuнt.:TёLHTct) ;:= с.:1 1 ... 1 c;k 

(у L:JI013Иe) ; ; = ( 11редиксtтный_сим13од) 
( ( 110L:JШДО13сtтедьноL:ть_термuв)) 

(нреди.ксtтныЙ_L:и.мвод) ::= Р11-. •P!f 
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Задан1:ш.л таким обµо.Зом КС-1,µамматика 011µеде.т1лет так 

но.Зываемый абс;тµактный с;интакс.;ис; MILANa; мы и1'ноµиµуем 
некогот)ьш с.;инга.ю.:ичес.;кие д~:;го.Jrи. га.ки~:; ка.к с;Jюва. beyin end 

1" ' ' ' ' 
обµсt.МJНlЮЩИ(:; llOr..:..tleдoвct.TeJlbHO(.;Tb онеµсt.тоµов, а, тсt.кже то, 'iTO 

u u 

онера.тоµы J)o.ЗДeJHlIO'l'(.;H ТО'iКОИ L: 3а.11НТОИ, 'iTO между 'l'(:;J)Ma.MИ 

В llOl:-Jl(:;ДOBa.'l'(;~JlbHOt;TИ теµмов (;'l'а.ВИТ(;Я, 3a.llHTёlJi И Т .11. Мы 

тсt.кже не уто'iнлем с.;тµуктуµу неµеменных (идентификатоµов), 

конс;·1'а.нт, функционш1ьных и нµедика.тных r.;им1:юJюв, t;'iита.л, 

'iTO эти H(:;T(:;J)MИHa.JlЫ 1, 11µ061:;1 'а.ЮТ" каждый (;ВОЙ сt.J1фавит. 

qтобы фоµмшrьно ониr.;ать экс.;тенt.:ионш1ьную r.;емантику 

введенНОl'О ноr.;µедr.;твом На.НИ(;а.ННЫХ выше L:ИНТа.КL:И 'i(:;(;КИХ llJ)a.

BИд Я.3ЫКа., нужно онµедедить унивеµr.;ум. В 3а.ВИt;ИМОL:ТИ ОТ TU-
u 

го, Ка.КОИ универr.;ум J)a.L:L:Ma.ГJ)И.Bct.err.;л, в J)a.MKa.X ЭKL:ГeHL:ИOHa.Jlb-

HUl 'U нодхuда. J)о.ЗдИ'iа.ют 1) дenoтna'll;'UOnnyю се.маптпику, 2) 
onepaцuonaJ1,r:,nyю се.маптику и 3) трапсфор.мациоппую 
се.маптику ( се.маптику с.мешаппых вычuсJ1,еnий). Здеt.:ь 

мы ра.t.:L:мотри.м только денотационную r.;емантику. 

1:3 денотсt.ционной с.;емантике л3ыка, нодобно1'0 MlLANy, 
универr.;ум 011реде.т1летt.:л ю:tк множеt.:твu нреuбро.Зuватеш:~Й t.:о

с.;тоя.ни.й на.мя.ти.. К ноt.:тµоению это1 'о множеt.:тва и неµеходи.м. 

Определение 8.17. Состо.я,пие na.м.я,'ffiи - это нрои3-

водьное итибраже'Н:ие множеt.:тва. неременных I я.3ыка. 11µ01'рам
мировани.л в множеt.:тво 1J дсt.нных ( 3наL11:;ни.й). 

1:3 t.:и.ду r.;формудированно1 'О онредедени.я. мы отождес;твдя.ем 

па.млгь с; множес;гвом пер~:;менных ( иденгифика.торов, ,, лч~:;ек 1•, 

имеu) Дa.J:iJ:iOl'O Я.3ЫКа llf->Ol'f->a.MMИJ)OBa.HИЯ. (коuкретно - Я.3ЫКа. 
MILAN), а r.;оr.;'1'олние на.млти u- еt.:ть отобµажение вида. 

u u 

с.;онос;та.вдлющее каждои неременнои 3На'iени.е, нринаддежащее 

некоторому множеt.:гву 3на•-шний (данных) D. Поr.;JШДЮ:~е можно 

рсt.с;с;матривать как объедиuеuие uекотоµоr'О семейсm,f3а мни

жестnf3, r.;дужс1..щих нuc·un1,e,J1,.Jf,M 'U м'!--iИё,ИСИрmний UJ/,ё,е,бры данных 
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л3ыка. Их можно отождес.;твить с.; тинами данных, ис.;110J1ь3уе

мыми в рас.;с.;ма'l'риваемом л3ыке; '-!ис.;дами, мас.;с.;ивами1 с.;трока

ми, с.;туктурами и т.11. Н множес.;тво U вкдю'-lен также пеаnре
де.л,еппый э.л,емепт ([J) ( пеаnреде.л,еппае зпа·чепие) . 

Множес.;тво вс.;ех с.;ос.;тонний намя.ти обо3на'-lим ~-

Определение 8.18. Преабразава"~е.л,r, састаяпий па
мяти - это 11рои3водьное отобµажение множес.;тва ~ с.;ос.;тол

ний 11амлти в с.;ебл. 

Мш.>жес.;·1,во вс.;ех 11µеобµо.ЗоватеJ1ей с.;ос.;·1'олний 11амлти обо-

3На'-lим (~ • ~). 
На множес.;тве ~ 011редедлетс.;л с.;тµуктура. u·н,dyкrm.1,rз-н,u-;;u упu

р.яduч,ен/Н,Uё-U М/Н,UЖесrrнза (с.;м. 1.8) . 
Об.л,астr, аnреде.л,еппасти састаяпия памяти ст -

это множес.;тво, обо3на'-lаемое U (ст), вс.;ех неµеменных х, таких, 

'-!ТО ст(х) -::f. U>. 
ТОL'Да. llOJIOЖИM ДJН[ ДВУХ 11рОИ3ВОдЬНЫХ (.;0(.;'l'ОЯ.НИЙ СТ Ир 

ст~ р ~ (U(ст) С U (p))&((Vx Е: U(ст))(ст(х) = р(х))). 

0'-lевидно, '-!ТО отношеliие ~ ес.;ть uтпnи'шен.:ие пир.ядка. Да.Jше, 

множес.;тво ~ имеет 110 отношению ~ na·uмent>шuй :Jлеме1-ип1 
а именно такое с.;ос.;толние ([J), '-!ТО (Vx Е: I)(([J)(x) = ([])). Е1'О 

liо.Зыва.ют всюду пеаnреде.л,еппым састаяпием памяти; 

я.с.;но, '-!ТО U (V>) = 0. Кроме то1'0, ддл дюбой неубывающей 
V 

110(.;JШДОВаТ~lЬНО(.;ТИ (.;0(.;ТОЛНИИ 11амлти 

(.;0(.;ТОЛliИе СТ!) 7 Та.кое, '-!ТО 

ес.;ть тпu·ч,nа.я верхn.я.я -;;раnь этой писледuватпел1:>nuстпu, пµи'iем 

U (cтu) = U U(стп) . 
n?;;l 
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Таким обr)а3ом МliОЖе(.;тво (.;0 (.;'l'ЛliИЙ: намлти ~ (.;liaбжeliliOe 
l' ' ) 

OTliOШeliиeм норлдка (;, ЛВJ!Ле'l' (.;Л ИliДУКТИВliЫМ унорлдО'ШliliЫМ 

MliOЖe(.;TBOM. 

С у'-lетом результатов, нoдy'-leliliЫX в 4.5 ((.;м. теорему 4.11) , 
ОТ(.;ЮДа (.;Jlед,ует , '-!ТО И MliOЖe(.;'l'BO 11реобра3ователей: (.;0(.;'l'ОЛliИЙ: 

(~ • }.;) е(.;ТЬ ИliДYKTИBliOe yнop.ндo'-leliliOe MliOЖe(.;l'BO . н этом 

МliОЖе(.;тве oтlioшeliиe норлдка (; 011р~делле·1'(.;Л у (.;Jювием 

liаимеliьшим элемеliтом я:вдя:ется. стирающий преобразова

те.11,r, о' такой:, '-!ТО о ( а) = V> для. В(.;Я.КОl 'О (J Е: ~' а TO'iliOЙ: 

верхю:~Й: t'paliью liеубывающей: 110(.;J1едоватедьliО(.;'l'И нреобра3о

вателей: (.;0 (.;ТОЯ:liИЙ: f 1 (; /'!. (; ... fп (; ... я:ВJ1я:е·1тя: нреобра3ова

тель f o, онределлемый: (.;деду ющим образом: 

(VrJ Е: ~ )(Vx Е: T)(fo (rJ)(x) = fп (rJ)(x) ~ х Е: D (fп (rJ) )), 

нри.'iем 

lJ (fo (rJ) ) = U lJ (fп (rJ) ). 
n ;?: l 

8олее то1'0 , ока3ывает(.;Л1 '-!ТО кuмпuзиu/ил нреобра3ователей: 

(.;0(.;'l'Олliи.Й: (как mпuбражений) непрерывна в (.;МЫ(.;JШ (.;Oxpalieliи.л 

TO'iliЫX верхliи.х 1 'palieЙ: ((.;м. 1.8), TO'iliee, для: любой: liеубываю

щей: 11О(.;J1едоватедьliО(.; 'l'И. 11реобра3оватеJ1ей: (.;0 (.;ТОЯ.liи.Й: 

И. нpOИ.ЗBOJlbliOl'O нреобра3оватедл (.;0(.;ТОЛНИ.Й: g 

у С) sup fп = sup(g Q f,i), 

sup fп С) g = sup(fп Q у) . 

Докажем первое из этих равеН(.;ГВ . Длл прои.звольного rJ Е: Е 
и.меем 

у u sup /,i(rJ) = sup /,i(g (rJ) ). 
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TUl'Дct ддн. 1::н.:н:кu1'U х Е: D (g:> f'п(cr)) 

g:>supf'п(cт) (x) = supf'п(g(cт))(x) = f'п (g(ст))(х) = g u f'п(ст) (х) , 

Т .е. llUlЖUдькy I Ка.К MUЖliU llUKёiЗctTЬ, КUМ11U3ИЦИЯ. М,U'Н,U'({t(J'l--1,'Н,U, В 

(.;МЬН;де uнредеJШliИЯ., Дa.liliUl'U в 1.8, 'l'U 

D(g;;supf'п (cт)) = U D (g;;j',J(cr) 
n~l 

и 

g :> Sllp f'п = sup(g;; f'п). 

Имел в виду В(.;е pct(.;(.;MUтpeliliЫe выше (.;BUЙ(.;TBct MliUЖet;TBct 

(~--+ ~) 1 uнредедим дeliuтctциuliliYIO t;емсtliтику н.зыксt MlLAN. 

CeмctliTИ'-Ie(.;Kctл фуliкция. е(.;·1ъ uтобрсtжеliие ·] MliUжet;твct 

фра.3 В MliUЖe(.;TBU ( ~ --+ ~) нpeuбpct3UBa.TeJieЙ (.;()(.;ТUЯ:liИЙ IПtМЛТИ. 

1. Семсtнтиксt uнepctтupct нри(.;всtивсtнил: 

{ 

ст(у), 
[ х:=t](ст)(у) 

t (J"" 
1 

у i= х; 
у = х, 

где qерез tr:т uбuзнct<feнu 3Нсt<fение герма. t в (.;U(.;Гuлнии ст, рсtвнuе 

О, e(.;JIИ хuгл бы ддл uднuгu 11epeмeнliuгu1 вхuдлщегu в герм, егu 
3lict'ieliиe не oнpeдe;reliO, И равное 3lict'ieliИIO терма нри llOДt;Tct

нuвкe lia. ме(.;ТU ксtждu1'U e1'U нepeмeliliUl'U х e1'U 3liа.'iенил ст(х) . 

Суть 3a.HИ(.;a.liliU1 'U выше (.;eMctliTИ 'ie(.;KUl ·u 11рсtвида. U'ieliь нрu
(.;Гсt: uпepctгupy прИ(.;Вс\.И.Ва.НИЛ Х := t (.;UПU(.;Гс\.ВJIЛеттл пpeuбpct-

3UBctTeJ1Ь t;Ut;TUЯ:liИЙ1 МеliЯ:ЮЩИЙ (.;Ut;TUЯ:liИe ТёLКИМ uбpёi3UM1 'i'l'U 
Bt;e 11epeмelilibШ1 кроме Х 1 (.;UXpctliЛIOT (.;ВUИ 3lict'ieliил, а, liUBUe 

V 

3lict'ieliиe 1repeмeliliUl'U х еt;·1ъ 3lict'ieliиe нравuи 'ictt;'l'И uнepaтu-

pct нриt;всtИВёLliИЛ (терма t) в (.;()(.;ТUЛНИИ cr. 
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2. С емсtliти.ксt онерсtторсt yc;JIOBliOl'O нерехо.цсt; 

Это нрсtвюю licЫ1и.c;a.liO в 11редн0Jюжеliи.и.1 'iTO Зlict'ieliи..л вс;ех 

термов в с;ос;тоя.liи.и. rJ онредедеliы. tl нµоти.вliом с;ду 'icte онерсt

тuру y(;JIO.ВliUl'U неµехuда. t.:u11ut.:та..вдлетt.:л t.:ти.рсtющи.й 11µеuбµа.

зuвсtте;1ь О. lluдuбtlue же с.;01·дсtшеliи.е нµи.liи.ма.етс;я. и. да.дее в 

ctlictJIOl 'И.'iliЫX с;и.тусtци.я.х. 

Сема.liти.ка. yt.:JIOBliUl'U нереходсt без еls-е-сtJ1ьтер1iа.ти.вы за.11и.

с;ыва.е1тя. cLlic.\.JIOl 'И. 'iliU, liU lll)И. у t.:JЮВИ.И. JIOЖliUt.:TИ. 11µеди.ка.тсL р В 

с;оt.:толliи.и. rJ беретt.:л тождеt.:твеliliЫЙ нµеобµсtЗовсtтедь соt.:тол

liи.Й [1). 

3. Семсtliти.ксt ци.кдсt; 

[ шhile p(ti, ... , t,i) du S end] (rJ) = 

= { S] 0 [шhilep(t1 1 ••• ,tп)du8end](rJ), 
ID (rJ), 

p(ti и-, ... ,tпu-) = 1; 

Р( ti и-, • • • , tn и-) = U • 

Та.ким uбрсtЗuм, t.:ема.нтика. цикла. uпределлется ка.к решение 

ypctвlieliи.л. Этu онредедеliи.е корректliо1 тсtк ка.к нрсtваЛ 'ictt.:ть 

ура.вliения еt.:ть lieпpepывlioe отобра.жение множества. ( ~ --+ ~) 
в t.:ебл ( 'iTO с;дедует и.з .цoкctЗctliliOЙ выше liенрерывliоt.:ти. комно

зи.ци.и. 11µеобµсLЗОВёt'l'еJ1ей (;Оt.:ТОЯ.liИ.Й И. О'iеВИ.ДliОЙ lieнµepЫBliU(;TИ. 

тoж.цet.:твeliliUl'O отобра.жеliи.л). 

4. Сема.liти.ка. 11оследова.те;1ьliоt.:ти. онера.торов; 

O11ptщe;1elilictл та.ки.м обрсtЗом формш1ьliсLЛ с;емсtliти.ксt лзы

ка. MILAN t.:Та.liови.тt.:я. бсtЗоЙ для. сема.liти. 'iet.:кo1·0 a.lictJ1и.зa. 11µ0-

1·µа.мм, т.е. для (;Tl)Ol'Ol'O мсtтема.·1·и. 'iet.:KOl'O ДОКсLЗа.тедЬ(;ТВсL ут

.верждеliи.Й о 11ро1·ра.мма.х.. Этот cL1ictJ1и.з, нро.води.мый тex.li0JIO

l'И.'ie c;ки. 110Сде t.:И.li'l'ёtKt.:И.'ie(;KOl 'O ctlic.\.JIИ.3a, lll)Ol 'l)cLMMЫ И. ll0дy 'ie

liИ.Л ее деµевсt выводсt, oc;tloвctli lict µезудьтсtте, и.звеt.:тliом нод 
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.1:iё:tЗВс\,.1:iИем нрИ.1:iЦИllс\, И.1:iДУ кции 110 .1:iеНОДВИЖ.1:iОЙ: ТО'-iке*. llриве

дем формулировку ЭТОl '0 11рИНЦИllс\, без ДОКа,Зс\,ТедЬL:ТВс\,. 

Принцип индукции по неподвижной точке. llyt.:ть Р 

еt.:ть .1:iекоторое утверждение о 11ро1'рс\,ММс\,Х 1 :F - ненрерывное 

отобрс\,же.1:iие м.1:iожеt.:твс\, (~ - + ~) в t.:ебя.1 f' - .1:iс\,ИМе.1:iьШс\,Я. 

Н,t:nudf:З'UЖ'f-ШЯ rriu·ч,кa И'fnибражеН,'UЯ :F иди, 'iTO то же t.:c\,MOe, 

'Н,U'UMf:'Н,l) 'Шf:f: pt:'Шf:'Н,'Uf: YPUf:З'Н,f:'/--ft'UЯ х = :F(X) . 
Тогдс\,, еt.:ди P(j·([))) иt.:тинно и ДJlЛ Кс\,ЖДОI'О i из иt.:тин.1:iоt.:ти 

P(j·(i)) t.:дедует иt.:тИ.1:i.1:iОt.:ть P(j·(i+l)), то иt.:l'И.l:i.l:iO P (j'). (lloд j'(i) 

llOHИMc\,eTt.:Л i-e нрибдижение .1:iс\,ИМе.1:iьшей неНОДВИЖ.1:iОЙ ТО'iКИ: 
j"([)) = 0

1 
j"(i) = F(j·(i- l)) (t.:м. 1.8).) 

Проиддюt.:трируем нриме.1:iе.1:iие этоt'О 11ри.1:iЦИI1с\, .1:ic\, 11римере 

с\,НШlИЗс\, нроt.:тейшей: 11ро1'рс\,ммы Нс\, я:зыке MILAN. 
_1->с\,t;(.;МОТрим 11p0l 'Pc\,MMY BЫ'iИt.:Jie.l:iИЛ фс\,КТОрИШiс\,: 

Ьeyi·n 

х:= п; 

у:= U; 
z := 1; 
шhile (у -1 х) du 
у:= у+ 1; 
z := z * у; 

end 
end 

Здеt.:ь 11peд110J1c\,t'c\,eтt.:Jr, '-iTO вt.:е неременные нринимс\,ЮТ це

дьш З.1:iс\,'-iе.1:iил. D у кв у п t.:Jшдует tШ.1:iИМс\,'l'Ь .l:ie Кс\,К нереме.1:i.1:iУ ю 

11р0l 'Рс\,ММЫ, с\, Кс\,К yt.:JIOB.l:iOe обОЗ.1:iс\,'-iе.1:iие нроизводЬ.1:iОl 'О .1:ic\,'l'Y

r )c\,JlbHOl 'O '-iИt.:Jlc\, Зс\,(.;ЬL/Iс\,емого ;~ в Я'iеЙку .~ х Мы ВЫ.1:iУЖ ,reJ:iЫ r , п п · ~ 

нрибеt'с\,'l'Ь к (.;TOJlЬ неэt.:тети'iному ( (_; нрОl'Рс\,ММИ(.;Тt.:КОЙ ТО'iКИ 

зре.1:iия.) вводу Иt.:XOДJ:iOl'O З.1:iс\,'-J.е.1:iИЯ. , 'l'c\,K Ю1К .1:iс\,Ш 11роt.:Те.1:iЬКИЙ 

язык .l:ie имеет t.:редt.:тв вводс\,/выводс\,. 

Докс\,жем t.:Jrедующее утвержде.1:iие Р об этой 11рогрс\,мме: 

et.:JlИ llOt.:Jle BЫllOJI.l:ie.l:iИЛ нрОl 'Рс\,ММЫ t.:Ot.:TOЛ.l:iИe llс\,МЛТИ И" Тс\,КОВО, 

'-iTO и- (х) -:1 V> и u-(z) -1 V>, то u-(z) = u-(x)t 

" См. ; Дvuvxvy 11 . 
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Замети.м, '!ТО мы 1:ie 011µеде,,1лди. в л3ыке онеµатоµов ввода и. 
вывода и. 1 с.;.rшдовате,,1ь1:iо 1 1:ia'ia,JlЬl:ioe с.;ос.;толl:iи.е намлти. 3адаетс.;л 

анри.оµи. (1:iекотоµым "оµакуJюм;·) 1 а вонµос.; 1 как это с.;ос.;тол-

1:iи.е с.;фоµми.µоваl:iо, ос.;таетс.;л 3а нµедедами. формё1,J1и.3аци.и.. Н 

1:iашем нри.меµе µе'iь и.дет о 3ада1:iи.и. 1:ia'ia,JlЬl:iOl 'O 31:ia'iel:iюi. неµе-
V 

ме1:i1:iОИ п. 

llµoa.1:icl,JlИ.Зи.µyeм те11еµь1 '!ТО 031:ia.'ia.eт в Дa.1:il:iOM c.;.r1y 'ia.e и.1:i-
V 

дукци.л 110 1:iellOДBИ.Жl:iOИ TO'iKe. 

Нс.;но1 что пеµед выноднением цикда с.;ос.;толни.е памяти. O"l) 
таково, '!ТО вс.;е1·да O"l)(z) = O"l)(y)[. Нам 1:iYЖl:iO дока,3ать, '!ТО 

еr..:ди. BЫllOJ11:ie1:iи.e ЦИ.КJlа, 3a.Ka.1:i 'iИ.Ва.етr..:я 110(.;JШ K01:ie'i1:i01'0 'iИ.C..:Jla, 

и.теµаци.й, то в µе3удьти.µующем r..:ос.;тоя.1:iи.и. ст будем и.меть 

ст(z) = ст(х)! = ст(у)[. 

Нам будет у дuбнu uнµtщеди.ть uнеµаци.ю р-ди3ъюнкци.и. 11µе

uбµа,3uватедеЙ r..:ur..:тoнtlи.Й намнти., 1 ·де р( t1, ... , tп) - 1:ieкuтuµue 

ус.;Jюви.е л3ыка MILAN. 

Определение 8.19. На,3овем р-дизъю,,.,,кцией нµеобµа,30-
ватедеЙ r..:остолl:iиЙ намлти. / и. у 11µеобµа,3овате,,1ь1 06031:iа.'iа.е

мый Р (/ V у) и. онµедедлемый с.;дедующим обµа,3ом: 

(Vv ~ ~) v(f V y)(v) = 

t», 3На.'Iение пµедиката р 

/(v), 
y(v), 

в с.;оr..:толl:iи.и. v 1:ie онредеJШ1:iо; 

Pv = 1; 

( 'Ieµe3 Pv обо3на'Iено 3На'Iение уt.:.1ювия1 иди пµедиката1 р в 
r..:uсгuлнии v: Pv = р( t11 ... , t~) ) . 

Н r..:оответс.;тви.и. с.; тем, как мы 011µеде,,1и.ди. выше, llµеобра.30-

ватель r..:ос.;толl:iиЙ / 1 r..:оответr..:твующий ци.клу1 е<.;ть 1:iа.имеl:iьшал 
1:iенодвижю:m то'iка. урав1:iе1:iил f = F(f), l'Де функция. F может 
быть нµедr..:ташшl:iа. в виде 

F (у)( V) = ''Р ( I 1) V [ s] ~ у) ( V) 

(ддл ус.;дови.л р и. те,,1а S ци.кда шhile). 
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Со1 'дctt.:lio а..111 'оритму вы '-!.Иt.:деliия. liсtимеliьшей liе11одвижliоЙ 

ТО'iКИ (t.:м. l.8) 1 j' = !jUp{f'(i); i ~ U}, l'Де j"(O) = 0 - t.:ТИf)ёtЮЩИЙ 
11реобрсtзовсtте.,1ь . 

.Вы'iиt.:J1лл нервое нрибдижение нсtименьшей ненодвижной 

ТО'iКИ1 llOдy'icteм 

1 'Де S - 'Л:',,JЮ ЦИКJlёt. 

0'-!.евидно, '-!.ТО ДШl llf)OИ3BOJ1Ьli01'0 (;0(.;ТОЯ.НИЛ V 1 ([J) нepctвeli

t.:TBO j'(l) (v) 1 V> имеет меt.:то ТОl'Дёt и TOJlЬKO ТОl'Дёt1 КОl'Дёt Pv 
011редеде1:iо .1:1 pctвlio U. То1'дсt j'(1)(v) = v. 

Тсtким обрсtЗом, 11ервое 11рибд.1:1жеli.1:1е t.:оответL;'l'вует liYJШBO-
V 

му 'iиt.:J1y 11овторении тедсt циклсt. 

Ддя. второ1 'о 11рибд.1:1же1:i.1:1я. имеем 

TO'iliO ТёtК же деl'КО видеть, '-!.ТО j"('2) (v) i (()) TOl')..1/:t .1:1 TOJlЬ
KO ТОl'Дёt1 КОl'Дёt Pv 011редедеliО И pctBliO u (j'('2) (v) = v) Ид.1:1 КОl'Дёt 
Pv = l, liO P_Sll(v) = U (j'('2)(v) = [ Sll (v)). Тсtк.1:1м обµсtЗом, втоµое 
11рибд.1:1жен.1:1е t.:оответL;·1·вует не бодее '-!.ем однокµсtтному 'iИt.:J1y 

llOBTOIJeliиЙ Te.Jlёt ЦИКJlёt. Методом МсtтемсtТИ'iеt.:кой Иliдукции 

неt.:Jюжно доксtЗсtть, '-!.ТО i-e 11µибд.1:1жение liсtименьшей не11одв.1:1ж
ной то'iки длл t.:емс1.нтики цикдсt L;Оответt.:твует не более 'iем 

( i - l)-кµctтlioмy 11овтоµе1:iию тедсt цикдсt1 еL;д.1:1 j' (i) (v) 1 V> ддя. 
llfJOИ3BOJlЬHOl 'O L:ОL:ТОЛНИЛ V 1 (()). 

Сдедовсtтедьliо, ИliДУ кция. 110 1:iе11одв.1:1ж1:iоЙ то'-!.ке t.:вод.1:1тt.:л в 
дсtнном t.:J1yL1cte к индукции 110 'iИt.:JlY новторении циклсt, и нсtм 

ДJ!Я. ДёtliliOl'O KOliKIJeTliOl'O 11µ.1:1меµсt liYЖliO ДОКёt3ёt'l'Ь1 '-!.ТО BЫllOJl-
V 

нение те.,1сt циклсt t.:охµсtнлет t.:оотношение знсt'iении 11еµеменных 

у и z; длл дюбо1'0 v 1 тсtко1'01 LJ.TO v(z) = v(y)[, [ Sll (v)(z) = 

= [ Sll (v) (y)[ , 1'де S - тело циклсt в 11µ01'рсtмме вы'iиt.:леliил 

фсtКТО l) .l:1a.Jlc\.. 
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Н L:c:\.MOM де.ш~, 

[S] (v)(z) = [ z ;= z *У] ([у;= у+ 1] (v))(z) = 

= v(y)[ * (v(y) + 1) = (v(y) + 1)[ = S] (v)(y)[ 1 

'iTO и. требова-1юL:ь доксtЗсtть. 

Теш:~рь OL:TcteTL:Я. Зсtмети.ть, 'iTO llОL:КОдьку у(.;JЮВШ:~ ВЫХОДс:\. 

и.з ци.кдсt и.меет ви.д у I х 7 то1 зсtдсtв 11epeмetitiOЙ ·п tlекоторой 

зн:ct'iellи.e из N, 110L:де вы11од1iени.л llctшeй 11рогрсtммы доL:ти.1'.н:ем 
требуемо~ 'О рез ультсtтсt. 

Мы pa.L:L:MO'l'pe..,1и нрос;тейший t;ду 'ictЙ дeнoтctциOtitiOl 'O онре

ДеJШllИЛ ддл лзыкс:1,1 lle L:одержсtще1'О дсtже бдоков и нроцедур. 

llpи 110я.J:3дении llOL:JieДllИX ВОЗllИКс:\.ЮТ JIOKclJ!ЬllЫe 011реде..,1ени.я. 

11epeмetitiЫX и. tlеобхо.ци.мо моди.фи.ци.ровсtть 11оtlлти.е GOL:тoлtlю1 

11с:1,млти.. Это может быть реа-11и.зова.tiО L: 11омощью 11оtiя.ти.я. с;ре

ды, кuтuрсtя. фuрма-11ы10 011реде..,1я.етс;я. ксtк дексtртuво 11рuи.зведе-

1iи.е 1 х Luc; мн:uжеL:твсt переменных нсt мнuжес;твu 
1
, ctдpeL:uв 1", ct 

GOG'l'UЛtiИ.e llс:\.МЛТИ. 11ри. этом llUtiИ.Mcteтc;л Кс:\.К отобрсtжеtiи.е ВИ.Дс:\. 

cr: I х Luc; • D. 
Денотсiционное онредеJшние, ксiк уже у11омина-1юL:ь, не явдл

етс;л едиliL:твенным в рсtмксtх ЭKL:TeliL:ИUHclJIЬliUl'O llOДXUДci. Кро

ме не1'0 liсtибодее унотребитедьными явдлютL:л 011ерс:1,циона-11ь

ное и трсiliL:формсiционное онредеденил. llpи 011ерсiци.оllа-11ьном 

011редедени.и. В Ka,'ieL:'l'Be ЭKGTeHGИ.OticlJla, 11ро1'ра,ММЫ pa,G(;Mёl.,l'pи.-
V V 

всtетс;я. множеL:тво 110L:J~едовсtтедьнос;теи L:ОL:тоя.ни.и 11с:1,мя.ти, 1 ·е-

нерируемых 11ри выноднении 11ро1 'рс1.,ммы. ТрсiнL:формсiцион

ное uпрtщедение с;опос;тс1.,вJ1лет прuгрс1.,мме преuбрсtЗuвс1.,те..,1ь видс1., 

17 
(;0(;'1'0Я.НИе llc:\.M}l'l'И --+ llctpa. ( 11ро1 'PctMMa,, (;0(;ТОЛНИе llc:\.MHTИ ) ;". А 

именliО eL:JIИ 11pOl'pciMMci Hci'iИ.Ha,eT рсiбОТс\.ТЬ Нс\.Д некоторым И(;

ходным с;ос;толнием нсiмяти cr1 то вL:е онерсiторы, которые мо1'ут 

быть вы11однены, вы11однлютL:я.1 ci вс;е онерсiторы, которые не 

мо1'ут быть вы110J1неllы (из-зсt неонреде..,1еннос;ти знсt'--lеllиЙ не

ременных) 1,L:кдс1.,.цъ1всiютс;я. ;, в новую 11ро1'рсtмму (нсtЗывсtемую 

OGTa,TO'iHOЙ); Тс:\.КИМ обрсtЗОМ возникс1.,ет llctpct ( OL:Tc:\.TO'iHa,fl. 11po

l'pctммct, 'iсtL:Ти'iный резудьтсtт = новое GОL:тояние cr'). llодобное 
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вы '--1И.(;J1el:iи.e, J:iс:\.3ыва.емое (;меша.1:il:iым, 11озвоJ1лет онредедлть pa.3-
JlИ.'--11:iыe 11реобра,3ова.J:iю1. (тра.1:i(;форма.ци.и.) 11ро1 'ра.мм. 

Сема.1:iти.ка. я.зыков 11ро1'ра.мми.рова.1:iи.я. в J:io..(;'l'OЯ.щee время. 

я.ш1л~Т(;Я. бу pl:io ра,3ви.ва.ющ~Й(;Л обдо..(;ТЬЮ т~ори.и. формш1ь1:iых 

я.зыков, и.с.;нодьзу~мой нри. рс:\.3ра.ботк~ и. р~ш1и.за.ци.и. лзыков 

нрОl'ра.мми.рово..J:iЮI и. нpOt'po..MMJ:iЫX нродуктов (в '--10,{;'l'J:iO(;TИ., 

нри. рс:\.3ра.ботке J:io..Д~ЖJ:iOl ' O 11po1 'po..MMJ:iOl ' O обе(.;11~'-iеl:iи.л). 

Дополнение 8.3. Графовое 
представление МП-автоматов 

Ка.к и. КИ'Н,еЧ'Н,Ые авrпимаrпы, MII-aвrnuмarnы 'l'а.кже дону(;ка.

ют 1 'ра.фовое нред(;то..вдеl:iи.е , которое1 кol:ie'--1J:i0 1 лш1ле·1'(;Л бодее 

c.;JIOЖJ:iЫM, '-ieM l'ро..фовое нредс.;то..ВJШJ:iИ.е KOJ:ie'--11:iЫX о..ВТОМо..ТОВ. 

Т'а.к , Мll-а.втома.ту 

М = (Q, V, 1\ Чu, Р, Zu, б) 

с.;0110 (.;'l'а.вдя:~т(;л ориепт·ироваппый .м,у.л,ьти-граф (в отJ1и. '--1Ш:~ 

от обы'--11:iОL'О up·u e'J-(,'fn·upuвaннuё,,(J ё,рафа в мудьти.1'рс\.фе донус.;кс\.

етс.;л J:iе (;КОдько dуё- ддл ОДJ:iОЙ и. той же ynup,}(,duч,e'Н,'Н,UU nары 

вер'Ш'UН, т.е. J:ie (;KOJlЬKO дУl', J:io..'-io..JIO И. KOJ:ieЦ которых (.;0Вllс\.Дс\.

ют), MJ:iOЖe(;'l'BO верШИ.J:i которОL 'О ес.; ·1ъ MJ:iOЖel:TBO c:uc:rnu,Я,'Н,'UU 

с\.ВТОМо..Тс\., с\. Кс\.ЖДс\.Я: ду i'c\. которОL 'О и.м~~т метку В ви.д~ ynup,}(,

duчe'J-(,'Н,(JU rприйк-и ( Z, и, l'), 1 ·де Z - маёа:з ·инный с:·имвил,, а -

fJXUd'Н,UU с:-имв ил, и.ди. nyc:rna,Я, 'Urf~nuчкa, l' - маёа:З'U'Ji,НU,Я, 'U/~nич

ка. llo онредеJШJ:iи.ю, ду l'o.. е, ведущс\.л и.з верши.1:iы ((;Оl:ТОЛJ:iи.л) 

q в верши.1:iу (l:остоя.1:iи.е) ,,. и.меет метку (Z, а , , ), е(;J1И. и. тодько 

еl:ди. в с: ·ис:rпеме киманd б J:iс\.ходи.тс.;л кима'Н,dа qaZ • г,. 

Замечание 8.16. .оодее формш1ь1:iо ори.еl:iти.рова.J:iJ:iЫЙ 

му дьти.1 'Рс\.Ф может быть онредеJШJ:i Кс\.К у 11opя.дo'--leJ:iJ:ic\.Я: тройка. 

G = ( V, Е, ер), 1 ·де V - MJ:iOЖe(;'l'BO верши.1:i, Е - MJ:iOЖe(;'l'BO 

дуг, с\. ер - иrпибраже'Н, ·ие множеl:ГВс\. Е в множеl:гво V х V, 
J:iс:\.3ЫВс\.емое фупкцией ипцидептпости. Тс\.ки.м обра,3ом, 

еl:ди. ддя: ра,3ди.'-i1:iых ду1· е1, ... , е;. в(;е ЗJ:ia.'-teJ:iи.я. ер(е1 ), ... , 
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'Р( ek) I->ctJ::HiЫ7 тu J::I03J:iИ.Kcteт 17 MJ:iUЖet.:твetlJ:ia,}i \>) И.JlИ. 17 KI->a.TJ:iё:Ui 1·) 

дYL'ct, т.е. мtlоже~..:твu дУL\ отобvсtжсtемых в одиу и. ту же 

у llOVЛДO'ieliliYIO lla.I->Y B~I->ШИ.J:i ('и, 'И). l 'vctфи.'i~L:KИ. это MOЖJ:iO 
и.зобvа.3и.ть тс:1.,к, Kcl.,K llOKa.3cl.,liO licl., vи.i..:. 8.40. l:3 том L:JIY'icl.,~, 
ко1'дс1., фуtiкци.л и.tiци.д~tlTtlOL:ти. ~t;ть 'U'Н,ЪеК'Ц'UЛ, мудьти.1'vс1.,ф 

11v~врс1.,щс1.,~'l'(.;Л В обЫ'itlЫЙ opи.~tlTИ.f.)OBcl.,J:itiЫЙ l'I->cl.,Ф. 

l:3 мудьти.1'рс1.,ф~, 11р~Дt;ТсtВJ1нющ~м Мll-сtвтомс:1.,1' , MtlOЖ~L:твu 

ду l' ДJIЯ. 3c1.,Дcl.,liliUЙ у llOf.)ЛДU'i~liliUЙ 11с1.,ры (.;0(.;ТUЯ.liИ.Й ( Ч, r·) licl.,XO

ДИ.TL:Л во fЗзu·имнu udнuзнич,нuм cuurnfЗemc:rnfЗ'U'U 

t; MliOЖ~L:TBOM B L:~X KOMc:1.,liД gaZ -+ ГУ ДJlЛ ра.3-
и е> v , 

ди'iных а Е: V U {Л}, Z Е: I\ , Е: Г*. 

Moжtlo быдо бы зс:1.,дс:1.,вс:1.,ть Мll-с:1.,втомс:1.,т и. 

ОбЫ'itlЫМ OI->И~J:i'l'И.I->OBcl.,J:itlЫM l 'I->ctфoм, J:iO ТОl 'Дё:1., 
Ри(;. t).40 

нvи.шдоL:ь бы 11O-и.tluмy ввuди.ть метки. ду l'. T~xtlи. 'i~L:ки. у дuбtl~~ 
V 

Ксl.,ЖДОИ KOMcl.,J:iД~ (.;O11O(..;'l'с\,ВJlЯ.ТЬ OTД~JlЬJ:iYIO ду1·у И. L:трои.ть Тё:1.,КИ.М 

uбрёtЗuм opи.~tlти.voвc:1.,tltlЫЙ мудьти.1'рсtф. # 

Нв~д~м нонлти.~ .магази'Нt'Нtой .метки пути в муJiьти1·vс1.,

ф~ Мll-с:1.,втомсtтсt. Ддл ЭТОl'О зсtм~тим, L1то нонлти.~ пути в 

.му.11.,ьтиграфе (.;Jl~l'Kct OTJlИ. 'iёt~Т (..;Я. UT TctKUBUl'U в обы 'itlOM opи.
~J:iTИ.f.)OBi-l,liliUM l'рёtф~. lloд нутем в мудьТИ.l'рёtф~ llOJ:iИ.MёteTL:Л 

11VUИ.3BOJ1Ыii-l,Л llUQШДOBi-1,T~lbliOL:Tb дуг е1, е'2, ... , еп, ... , гд~ 
п ;?: 1, Ti-l,Kё:Ui.1 'iTU дюбсtн llёtI->ct L:UL:eДJ:iИ.X ду1· ei, ei+l этuй llUL:Jl~ДO
Bi-l,T~JlbliO(.;TИ. (.;M~Жliёt, т.~. L:ущеt;тву~1- B~I->ШИ.lii-l, Чi+l, В котuрую 

дуга. ei зс:1.,ходит и. из которой ду1'с1., e i+l выходит. ЧиL:JЮ ду1' в 

нути. (длл KOli~'iliOl'O нути.) lia.3OB~M el'O J\ЛИ.liОЙ. llути В мудьти.

l'рёtф~ будем 3ёt11И.L:Ывёtть кёtк цено'iки. в ш1фёtви.те Е; тёtк, 3ёt11И.L:Ь 

е1 еч~е3 Oб03tlёt'iёteт 11уть, ЛВJlЛЮЩИЙL:Л llOt;дeДOBёtTeдЬJ:iOL:TЬIO ДУ1' 

То1'Дёt Mёtl'a.3ИlitlM меткёt ду1'и (т.е. нути ДJlИ.tlЫ 1) t; меткой 
(Z, а, ,) ~t;·1ъ цено'iкёt 1 ; Mёtl'a.3ИtltlёtЯ. меткёt нути е-1, е'2, ... , еп 
ДJIИ.J:iЫ n нри. у (..;JЮВИ.И., '!ТО Mi-l,l 'i-l,3И.J:itli-l,Л меткёt ну ти. е-1 7 е'2 1 ••• , 

еп-1, L:дужёtще1·O liёt'iШIOM и.L:XOДJ:iOl'O нути. , онредеденёt и. pёtвtlёt 
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,, а дуга еп име(:П' метку (У, Ь, lt\ равна сх(У -1,). Наш.>мtlим, 
'i.TO дш1 11ро.1:1з1юдьtlых а,11фав.1:1та W , е1 ·о буквы а .1:1 цено 'i.K.1:1 х в 
а.11фав.1:1те W выражеtlие а-1х 03tla.Lraeт цено'i.ку у, такую, ч:то 
ау= х, и не онредедено, ес;ди нервал буква це11о'i.к.1:1 х OTJIИ'i.нa 

от а ( с;м. зада'i.у 7.23). Таким образом, мa1'aз.1:1tltlaл метка 11ут.1:1 
в мудьт.1:11·рафе, 11ред~..:тавJн1ющем МН-автомат, может быть tle 
онредедена. 

Нведем онерацию У -cцenдen·uJi .магаз·иппых .ме"~ок двух 

~..:межtlых ду1· е1 и ei i.; метками (Z, а, 1 ) и (У, Ь, а) с;оответ
~..:твеtltlО, 11ода1·ан: , ®у а = аУ-11 (ри~..:. 8.41). 

Средние ком11онен1ъ1 меток ду I' МН-автомата будем назы

вать их входпы.ми .ме"~ка.м·и. Нход

tlа.л метка 11ут.1:1 в мудьт.1:11·рафе обра-

зуетс;л i..:тatlдapтtio из входtlых меток 

дуг, как в конеч:ном автомате, 
Риt;. 8.41 

~->ас;с;мотрим в кач:ес;тве нримера МН-автомат ддл лзыка 

L1 = {апьп: n > О}. Е1·0 с;и~..:тема KOMa.tlД имеет с;дедующий вид: 

чuaZ • чuaZ, 

чuш1, • чuаа, 

чuЬи, • ч1 Л, 

ч1Ьа • ч1Л, 

ч1ЛZ • ч~Л, 

llo этой с;и~..:теме комаtlд с;троим мудьт.1:11.·раф (рис;, 8.42 ). 

(L 

aZ 
а ь Л, z 'А 

аа ез а Л, е5 

а ь 

Риt;. 8.42 

Нс;но, 'i.TO ду1·а с; меткой (Z, а, aZ) tle может быть с;цеш1еtlа 
~..:ама (; с;обой, так как выраЖ(:ШИе aZ ®L: aZ = aZ(z- 1aZ) tle 
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011рtщедено. Но .13ерхняя 11етдя. .13 .1:ia..'--l1JJ1ьнoй .13ершине может 

L;Це11и·1ъL;л L; нижней, а.. 110L;ш:щнлл L;це11дя.е·1'L;Я. L;a..Ma.. L; L;Uбuй. 

Нштµимер, 

aZ ®и, аи= aa(a-1aZ) = aaZ, 

aaZ Хи аи = aa(a- 1aaZ) = aaaZ. 

Неформ1JJ1ьно дюбой 11уть е1 e~- l L;OUT.13eTL;T.13yeт 11ере11иL;ы.13с1,нию 
L; денты .13 Ма..l'ё:l,ЗИН п L;ИM.13UJI0.13 а. Тu1'да.. 11уть е1 е~- 1е~е~-1 е~ 
имеет BXOДJ:IYIO метку апьп И Мо..Гё:l,ЗИНJ:IУЮ метку Л. 

Та..к, длл цено'--lки аааЬЬЬ будем иметь 11ос;дщ1,ова..тЕ:~дьно<..:ть 
V 

с;цендении; 

((((((aZ ®и, аи) ®и, аи) ®и, л) ®и, л) ®и, л) ®~ л) = 
= ((((aaaZ ®и, л) ®и- л) ®и, л) ® ~ л) = Z ® ~ л = л. 

ЕQ1и в цено'--lке бодьше с;им.13ОJЮ.13 а, '--lем Ь1 то мы, вы '--lИQ1лл ма..

l'ё:1,ЗИН.1:iую метку с;оот.13етс;т.13ующе1'U 11ути, 11ридем к выра..жеl:iию 

uk ® ~ л, котоµое ие опредедено. Ес;ди же в цеп.о<rке больше с;им
вuJюв Ь, чем а, то мы l:ie 1101.шдем в за..кдю'--lитедьную веµшину, 
та.к ка..к .13 на..шем мудьти1'ра..фе 1:iет ду1'и с; меткой, нерва..л ком-

11онентс1, которой ра..вна.. Z , а.. 1п'Ol)c1.J1 - Ь. 

Обрс1,тим внимс1,ние на.. то, 'iT'O ес;ди мы за..будем о Ма..Гё:1,ЗИН-
1:iЬIХ метко..Х и будем рс1,с;с;мс1..тривс1..ть нс1..ш мудьти.гра..ф ка.к гµс1..ф 

обЫ'--1.1:iОl'О KOl:ie'--11:iOl'O о..ВТОМё:1..То.., то llOдy'--lИM peё-yJl,Jtpnur::. f>bipa

жen'Ut:. а't-ь+ . 1'а..ки.м обµё:1,ЗОМ, .13Ы '--lИ.(.;JШ.1:iИе Мё:1..l'о..ЗИ.1:i.1:iЫХ меток 

вдодь 11утей мудьти1·рс1,фс1, фю1ьтрует множество входных це-

11uчек, дu11ус;кс1,емых Мll-с1,вт·uмс1..тuм, т.е. в peё,yJl,Jtpnuм Jt:зыкr::. 

.13ыдедлетс;л 110.дмножест1ю более с;Jюжной с;труктуры - неко

торый К С-Jt:зык. 

Jlюбо..Л ду1 'о.. 7 ис;ходлща..л из Ha..'i1JJlЬl:iOЙ вершины и имеющо..Л 

метку (Zu, а,,) ДJ!Л 11роизводьных а с vu {л} и ' с 1ч, Нё:1,ЗЫВё:1..

ет(.;Л стартовой. То1·дс1, l:ieтpyдl:io да..ть 1·µс1..фовую иl:iтер11ре

тс1,цию языка.. Мll-с1,.13томс1,тс1,. 

Теорема 8.15. Язык Мll-с1,1п·омс1,тс1, - это множеL;'l'ВО вс;ех 

.13ХОД1:iЫХ це110'--!ек , лвдя:ющихс;я: .13 11редс; 1•с1,.13дя:ющем Мll-а...13ТОма..т 
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му дьти.1 'IJi:Lфe входt1ыми. метксLми. нутей, неµвм ду 1 'i:L котоµых 

(.;'l'i:LIJTOBi:LЯ., 110(.;JШДШlЯ 3i:LXOДИ'l' В 3i:LKJlIO'iИ.T~1ЬtlOe (.;01.,;ТОЯ.tlИ.е, i:L 
u 

Mi:LГi:L3ИHHi:Lл меткi:L IJi:LBHi:L пу~.;тои цепоч:ке. 

Вопросы и 3адачи 

8 .1. о ДH03tli:L'itli:L JIИ. l 'IJi:LMMi:LTИ.Ki:L (.; ~.;и.с;темой llIJi:LBИ.Jl 

S • uS и I ЬSЬ I ии I ЬЬ I и I Ь I Л ·r 

КсLкой л3ык Otli:L ноµождсLет'( llµeoбµi:L3oвcL'1ъ ее к экви.всLдеt1тt10Й 

OДtl03tli:L'itlOЙ l'IJi:LMMi:LTИ.Ke В 11µи.ведеt1t1ОЙ фоµме. 

8.2. КсLкой Л3ЫК llOIJOЖДi:L~T l'IJi:LMMi:LTИKi:L (.; ~.;и.~.;т·емой llIJi:LBИ.Jl 

S • ЬSSI и·r 

8.3. Докi:L3i:Lть, '-!ТО кi:Lждый КС-я.3ык мож~т ноµождсLтьс:я. 

l'IJi:LMMa.тикoй G = ( V, N, S, Р), в котоµой ксLждое нµа.ви.Jю име
ет вид А ➔ сх иди А ➔ ·w, 1·де А Е: N, сх Е: N+, ·w Е: V*. 

8.4. Пос:тµои.ть КС-1·µа.ммсLти.ку, ноµождсLющую н3ык 

8.5. llос:тµои.ть KC-l'IJi:LMMcLти.кy i.; теµми.t1сLJ1ьt1ым i:LJlфсLви.том 

V, ноµождсLющую в~.;е цено'iки, t.:одеµжсLЩие вхождения t1~кото
µых QIOB И.3 3i:LДi:LtltlOГO KOtle'iHOl'O MHOЖ~L:TBi:L t1е11у~.;тых QlOB В V. 

8.6. НсLЙти 11µиведеt1t1ую фоµму КС-1'µсLммсLтик: 

i:t) S • и I А, В • Ь, 

А ➔ АВ, C ➔ Sa l Л; 

6) S • А I В, С • S I а I Л, 
A • CI LJ, LJ ➔ SIЬ, 

B • LJ IE, E ➔ Slc:IЛ; 

в) S • А I В, А ➔ иВ I ЬS I Ь I Л, 
B • ABIBa, C ➔ ASIЬIЛ; 
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1') S • аН I ЬА 1 (;С, А ➔ (;Н 81 ЬА I С I Ь I Л, 

Н • bSAl(;Cbl S, С ➔ CdlaCa; 

д) S • АНС I аА I ЬН I Л, А ➔ Н I Л I аН I Ь, 
Н • CI ЬAJa, С ➔ HJЬSIЛ; 

е) S • АВ I а I Ь, 
A --t BJЛJaS, 

Н • S JbJaA. 

8. 7. Дока,3с1,ть, '--lTO дюбой КС-я.зык в однобуквенном с1,дфс1,
вите ре1 'у дя.рен. 

8.8. Можно ди множеL:тво вt.:ех КС-1'рс1,ммс1,'1'ик L: зс1,дс1,нными 

а.J1фс1,витс1,ми V и N опи~.;с1,ть поt.:редt.:твом некоторой КС-грс1,м

мс1,тики'( Кс1,кими будут а.J1фс1,виты этой 1'рс1,ммс1,тики'( 

8.9. llоt.:троить грс1,ммс1,тику, 11орождс1,ющую лзык 

ДJlЛ фикt.:ировс1,нной нс1,тура.J1ьнои конt.:тсtнты k. Нвдлетt.:л ди 

этот лзык контекt.:тно-t.:вободным'( 

8.10. Дока.Зсtть1 '--lTO кс1,ждый динейный я.зык1 не t.:одержс1,-
V V V 

щии нуt.:тои цено'--lки, норождсtетt.:я. 1·рс1,ммс1,тикои, вt.:е 11рс1,видс1, 

которой имеют вид А ➔ аН1 А ➔ Bu,1 А ➔ а. 

8.11. Дока,3с1,ть1 '--lTO дюбоЯ КС-1·рс1,ммс1,тикс1, может быть нре
обра.Зовсtнсt к эквива,.11еtlтной КС-1·рс1,ммс1,тике G = ( V, N 7 S, Р), 
кс1,ждое нрсtвиJю которой имеет вид А • НС иди А • а, 1 'де А, 
н7 С С N , U С V U {Л}. (КС-1·рсtмматику (; ТёLКИМИ Оl'рёLНИ'--lенил
ми нс1, 11рс1,вw1с1, выводс1, на.Зывс1,ют КС-1·рс1,ммс1,1·икой, зс1,дс1,нной в 

tlОрма,.11ьной форме Хом~.;ко1'0.) 

8.12. Дока,3с1,1ъ L:Jшдующую Ш:~мму о ра.Зрс1,t.:·1·с1,tlии ддл диtlеЙ

tlЫХ Л3ЫКОВ. 

Еt.:ди L - динейный я.зык1 то нсtйдетt.:я. тсtкоЯ конt.:тсtн·1·с1, р, 

'--lTO еt.:ди z Е L и lzl > р1 то z = ·u·u·w:cy, 1·де l·u·uxyJ < р1 ·и:с -1- Л и 
(Vn > О) 'U'Un'Wxny Е: L . 
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И(.;11одь3ул 11oдy'ieliliЫЙ ре3удьтсtт, доксt3сtть, 'iTO я.3ык 11рсt
ви.дьliых (.;KOбO'iliЫX (.;'l'руктур lie лвдлет(.;л ди.liеЙliым . 

8.13. Нсtйти. КС-1'рсtммсtтику1 норожда,Ющую л3ыки; 

8.14. Доксt3сtть, 'iTO МliОЖе(.; 1'1:ю 11(.;ех цено'iек, которые мо1'ут 

11оя:вJ1я:ть(.;я: в мctt'ct3И.lie Mll-ct11тoмctтct, ре1'удя:рliо. 

У к ct 3 ct li и. е; и_(.;11одь3011сtть 1'рсtфо11ое 11pЩ(.;'1·ct11JШliи.e Mll-ctв

тoмctтct ((.;м. Д.8.3). 

8.15. llо(.;троить Мll-сtвтомсtт, до11у(.;ксtющий я.3ык 

8.16. 110(.;'l'рои.ть Мll-сtвтомсtт и. КС-t'ра.ммсtти.ку ддл л3ыксt 

В сtJlфсtвите t и, Ь }, (.;0(.;ТОЯ.Щеl'О И3 В(.;еХ Та,КИХ цено'iек, 'iTO В liИX. 
'iИ.(.;JIO (.;И.МВОJЮВ U (.;0BllctДcteт (.; LlИ(.;JIOM (.;ИМВОJЮВ ь. 

8.17. lloкct3ctTЪ, ч:тu гpctMMctTИKct, ЗctДctlIHctЛ (.;И(.;Т'емuй пpctBИJI 

неоднознсt'iнсt . О11и.(.;сtть л3ык, который онсt норождо..ет. 

8.18. llо(.;'l'рои.ть КС-t'рсtммсtти.ку, 11орождсtющую 1$(.;е цено'i-
V 

ки. liYJШИ и. еди.liи.ц (.; оди.liсtковым 'iИ.(.;JIOM тех и. друt'И.Х. 

8.19. Нудет ди контек(.;ТНО-(.;вободным я:зык, лвдлющии(.;л 

донодl!еliи.ем л3ыксt 11редыду щей 3ctДct'iи.'! 

8.20. Пу(.; ·1ъ L - КС-л3ык. Доксt3сtть, 'iTO: 
ct) lN ГГ(L) = {'ш; (3х) ('шх Е: L)} е(.;ть КС-я:зык; 
б) FIN(L) = {'ш; (3х) (х'Ш Е: L)} е(.;'lЪ КС-я:зык; 

в) SU H (L) = {'Ш: (3:с)(3у) (:сшу Е: L)} е(.;ТЬ КС-л3ык. 

8.21. Доксt3сtть, чтu e(.;JIИ L - КС-л3ык, ct R - регу

дЛрliыЙ л3ык, тu L/ R = {'ш: 'ШХ Е: L ддя. lieкuтupu1'U х Е: R} е(.;ть 

КС-Я:3ЫК. 
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8.22. Докё:tЗать, 'iTO (.:JН~дующи.е Л3ЫКИ. не Я:ВJlЛЮТСЛ кон-

тек<.:тно-<.:вободными.; 

ct) { апьrпапьт; п, rn ~о}; 
5) {апЬrпс;п; rn > n,rn,n > О}; 
!$) { оп 1 оп 1 оп 1; п ~ О} ; 

1·) {х; х Е: {а, Ь, с;, d}.., и. 'iИ.Сдо вхождени.Й всех 'iеты:µех букв 

в х оди.наково}; 
д) {шп; 'Ш Е: {а,Ь}..,}, l'де п -фи.кс.;и.:µованное 'iИ.CJIO , не мень-

шее 2; 
е) {(апЬпс;п)'п; п , п~ ~ О}; 

ж) {апьпе~: п ~ О}*. 

8.23. Нвдлетс.;л ди. контекс.;тно-с.;вободным л3ык, сос.;толщи.й 
и.х всех цено'iек в сtдфсtви.те { а, Ь, с;}, тсtки.х, 'iTO 'iи.с.;Jю вхождени.й 
В НИ.Х в<.:ех т:µех (.:И.МВОJЮВ LlOLlcLl-)HO l-)ё:tЗдИ. 'iно'( 

8.24. Ис.;нодь3уя кон<.:трукци.ю и.3 докё:tЗатеJ1ьс.;тва теоµемы 

8.11, нос.;т1. .. юи.ть КС-1'рсtммсtти.ку ддл я:3ыксt всех тсtки.х нсtJ1и.н

дромов в сtJ1фсtви.те { О, 1}, которые одновременно содержсtт<.:я. в 
ре1'удя:рном я:3ыке; ct) 0*1*0*; 5) 0..,1+0+1*0..,; в) с.;ос.;толщем и.3 

V 

вс.;ех цено'iек с.; 'iетным 'iИ.СJюм н:у леи и. 'iетным 'iИ.СJюм един:иц. 

8.25. llус.;ть V и. w - L1рОИ.3ВОJ1ЬНЫе а.Jlфсtви.ты) а, h; v,;: • 
• W* - морфи.3м. Докё:tЗсtть, 'iTO: ct) ес.;ди. L - КС-я.3ык в 

а.Jlфсtви.те v7 то h(L) - КС-л3ЫК В а.Jlфсtви.те W i б) е<.:ди. К -
КС-л3ык в сtJ1фавите W 1 то h- 1 (K) - КС-я:3ык в алфсtви.те V. 

У к ct 3 ct и и е: ддл докё:tЗсtТЕ:',Jiь<.:твсt первого утверждении до

с.;тат'о'iно вос.;нодь3оватьс.;л т·еоремой 8.9; 'iтобы докё:tЗать вто

рое ут!$е:µжден:ие, н:ужно нос.;троить МП-автомат с.; буфером 

но ансtJю1·и.и. с.; конс.;т:µукци.ей коне'iНОl'О а.J:$ТОмата с буфе:µом 

(см. Д.7.3). 

8.26 (задача о КС-языках как решениях алгебра
ических систем уравнений). llус.;ть L(V) - нодукодьцо 

вс.;ех л3ыков в сtJiфсtвите V. Мультишrиксtтивным термом в 

L( V) от не:µеменных Х 1, ... , Хп на3ЫJ:$с:t.Ют !$Ыражени.е !$И.Да 

сх1Х~1 
•• • cxnX~ncxn+l, l'де CXi с V*' i = 1, п + 1, kj ~ о, j = 1, п, 



Hu11pur:ы и ЗctAct'fи 71!) 

и ·п ~ 1. llодиr1омом от 11еремtшr1ых Х 1 , .. . , Хп r1с\.3ыва.ют 11ро

изводьr1у ю (кor1e'-lr1y ю) сумму му дьтиш1ика.тивr1ых термов. 

Ад1'ебра.и'-lеской сис;темой уравr1еr1ий в нодукодьце .C(V) tiа.

зыва.ют с;истему урсt.вr1еr1ий отr1оситедьr10 r1еизвестr1ых Х 1, ... , 

Хп ВИДёL 

xi = Pi(Xi, ... 1Хп), i = 1, nl 

1·де Pi(Xi, ... ,X,i} - 11одиr1ом от 11еремеr1r1ых Xi, ... , Хп. 
Докс\.3сt.ть, '-!ТО cLJ11 'eбpct.и '-!ес;ксt.л с;истема. у ра.вr1еr1ий вс;е1 'Да. 

имеет r1сt.имеr1ьшее решеr1ие и '-!ТО лзык в сLJ1фсt.вите V лВJ1летсл 
коr1текстr10--<..:1:юбодr1ым ТОl'ДёL И ТОдЬКО ТОl'ДёL, КОl'.ЦёL Oti }113J1Нетсн 

ком11ur1еr1той r1сt.имеr1ьше1 'u решеr1и.я. r1екuторuй cLJH'eбpcLи '-!еL:кой 
V 

L:ис.;·1 ·емы у рсt.вr1еr1ии. 

У К ёL 3 ёL ti И е; YL:TёLtiOBИTe B3ёLИMti0 OДti03tiёL'itiOe L:ООТветс;твие 

между cLJH'eбpc:tи '-!ес;кими L:ис;темсLми урсLвr1еr1ий и КС-1'рс:tммсLти

кс:tми, отож.цес;твив r1етермиr1сLJ1ы l'ра.ммс:tтики с; r1еизвестr1ыми 

L:ис;темы урсt.вr1еr1ий. ДcLJ1ee, ис;нодьзул формуду r1с:tимеr1ьшей r1е-

11011вижr10Й 'l'О'-!КИ llOKcLЖИTe '-!ТО KOMllOtietiTcL Х~ь-) 8-1'0 11вибди-
,...., ' ' i l:' 

жен:ил решенил сLJrгебрсLи'-!еской с;иL:темы еL:ть лзык, с;остолщий 

из вt.:ех тс:tких цено'--lек в сLJiфсLвите V, '--l'l'O они вы1:юдлтL:л из 

Ш:~тepMИticLJlcL Xi 1 И BЫL:UTcL деревсL ВЫВUДсL Кё:LЖДUЙ И3 tiИX tle 11ре

ВЫШёLеТ 8. 
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- 11µuек1-и.rу ющи.Й: 250 

- (; l'f>UL 'И.Й: 244 

1 'µаммсtl'И.К<t KUl:il'~K(;l'l:iU-Jcl.-BИ.(;И.Mctli 

480 

- - uбuбщ~tttta.Ji 48 7 
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1 '(.)cLMMcLl'ИKcL Kl)tll' !;ЖGl'tIO-Cl:ЮбOДtlcL>I. 

487 

- - oдttoJtti:\.'itt<lli olIO 

де1юдиttеЙ:ttсL>1. 48 7 

JlИtteЙ:tto..>I. 48 7 

ttey Kl)(.) cL'iИBcLIOЩcL>I. 48[) 

обще1·0 видсL 485 

lIO(.)OЖL\ o..IOЩ<lli 472 

11(.)cLl:ЮдИ.tleЙ:ttcL>I. 48 7 

µе1 ·у JШ(.)tl<lli 488 

l'ИLШ U 48[) 

Лl)M(.:Кl)l'l) 472 

1 '(.)cLMMcLl'ИKИ JKJ:J.11.1:J.cLJШtll'tlbШ 478 

1 '(.)cLtlИ. ШJ..(.)cLJlJleдbtlЫe 382 

- r.;o r.;eп.1iиe 382 

l 'µcL11ь будевсL кубсL 381 

- мttожеи·вс1, вeµx.ttx.x. 7!;) 

- - - l 'l)'illcL>I. 8U 

- - llИЖll>l.>I. 7!;) 

- - - l 'l) 'ill<lli 8U 

11or.;J1eд овёt1•едьttоr.; 1·11 вeµx.ttx.x. 

l 'O'illcL>I. 82 

- - llИЖtl>l.>I. l'l)'i.tlcL>I. 83 

1 'µсLф itциюш '-1.е r.;ки.Й: 281) 

- беr.;ко111·уµ11ый: 281) 

1 'µсLфик 0 1·обµсLжеttих. 1, 41 
- r.;oo 1·ве 1·r.; 1·вих. 44 

1 'µсLф ко11е 'i1101·0 itв1·oмit1'it r.; 

ВЫХ.01.\ОМ 552 

КС.::-1 '(.)сLММа,l'ИКИ И3 

11еоµие111·и.µовс1,1111ый: 275 

cL(;(.;l)ЦИИ(.)0.1:J.cLllllЫЙ: 28 7 

вJвеше1шый: 3U7 

(.)cLJмe'i.ettttыЙ: 3U7 

(.;J:J.>l..:ltlЫЙ: 285 

- O(.)Иelll'И(.)l)BitlШЫЙ: 275 

вJвешеttttыЙ: 3U7, 327 

µа,,:1ме'i.е1111ый: 3U 7, 327 

1 'µсLф орие111·ировёt1111ый: r.;идь110 

(.;B>I.JtlЫЙ: 28[) 

- - r.;да,бо r..:вх..:111ый: 288 

- r.;001·ве 1·r.; 1·вих. 4 [) 

1 'µа,фы иJоморфttые 342 

1 'µушш 125 

- о..бедево.. 125 

- о.,.1:J.l'ОМО.(.)фи.:1мов 34[) 

- o.,L\ L\ ИTИBll<lli L\ еиr.; l'J:J.И. 1·едь11ых. 

'iИ(.;~1 154 

---- IIO МОL\удю 1155 

Kl)JlbЦc\. 135 

цедых. 'iи.r..:ед 127 

- вы'iе 1·ов 1ю МОL\удю k о.,L\ди.1·и.в11сL>1. 

128 

- K l)M MY l'i:Ll'ИJ:J.llcL>I. 12[) 

- K Olle'i.tt<lli 134 

- му Jlb l'И.ШlИKo., l'И.Bll<lli ВЫ 'ie l 'l)J:J. LIO 

МОL\УдЮ р 142 

L\ еЙ:r.; 1·ви1·едь11ых. 'iиr.;ед 127 

IIOJШ 141) 

_(..)cLЦИl)llcLJlbllЫX. 'iИ(.;ед 127 

1·едо., l 41J 

- 11е_(..)сJ..:>JЮЖИ.М<\.>1. 154 

- LIOД (.; l' o.,tll)J:J.l)K l:a 
- - п-й r.; 1·e11ettи. 1, 127 

- r.;и.мме 1·µи.'iеr.;ксL>1. м11ожеи·ва 127 

- - r.;те11е11и. п 127 

- ЦИКJlИ. 'ieCK <lli 1;)3 

1 '_(..)у ШЮИL\ 121 

1 '1->У 1шы и.,:1омо_(..)ф11ые 15 l 

Дедеttие 131 

.LJ,еди.1·еди 11уJш 13!;) 

.LJ,еди.1·едь lll)_(..)M cLJlbHЫЙ 152 

.LJ,e _(..)eB l) ВЬШl)Дё:1., 587 

цеао'iки. в КС.::-1'_(..)о.,ММёt1•и.ке 5!;)4 

'i.o.,Cl'И. 'illOe f>!;)l) 



11,ереtн> tleop11.etl1·11.po1:нttltloe 297 

- 0µ11.etll'Щ--ЮBcJ..tltlOe 297 

- - 611.tia{>tioe 3UU 

- - - 1ю1шое 3UU 

- oc1·oвtloe 3U4 

- - tla11мetlьшe1 '0 веса 3Uts 

- 1юмe'ietltlOe .591 

- - Л-свобОJ.\tlОе б!Н 

- решеtlи.Й 3U2 

- y1юpnJ.\O'ietltlOe .592 

11,и.аL 'l)J:iallb 4о 

ll,11.a1 ·rамма кotle'itlOL ·о ав1·ома1·а с 

ВЫХ.ОJ.\ОМ ,5,52 

- Х.ассе 81 

11,и.aмatll' 222 

11,и.;J bIOJ:iКl'l){) 44ts 

11,И.;J bIOJ:iKЦl1Ji l , 25, 3ts,5 

- .жeмetl1'a{>J:ic!..Ji 4Uo 

11,и.с 1'r116y 1·11вtlос 1ъ бecкotle'itlaJJ. о 1 

11,ди.tlа ВЬШОJ.\а 470, 034 

- 11,НФ 41U 

- кортежа 39 

LlY l 'l1 27ts 

GJIOBa 4о3 

це1111 Uts 

ll,Mll-aв1·oмa1· otsts 

11,НФ 4U5 

- K{)al''icJ..ЙШaJJ. 41U 

M l1J:il1.MallbtlcUi 4U9 

- GOKf.)aЩel:il:icUi 412 

- TYL111.Kl)ЩJ,Н 42U 

lJ,OMl1tll1{)l)Щl.,J:il1e 7о 

ll,01юJшe1:i11.e 2Uts 

будево 21U 

1 '{>с\.фс\. tleO{>И.elil'l1[-)l)Bcl,J:ilil)I ' l) 340 

- - O{)l1e li l'И.{)l)Bc\.tltll)L ' l) 340 

- м1:iожес1·ва l , :Л! 

11,yi·a 277 

- J.\peвecttan 321 

- ;jcJ..x.l)J.\JiЩo.,Ji 277 

- l11:iЦl1J.\ el:il'l:icUi 277 

- l1GX.OJ.\JiЩcUi 277 

- обµапш.н 322 

- LlOlle{>e 'itlc!..Ji 322 

- Ll(->JiMcUi 321 

11устст ,5U4 

Gl'af.)l'l)Bcl..Н 714 

EJ.\11.l:il1Цc\. Kl)JlbЦc\. 13,5 

- Ml)J:i0 l1J.\ c!.. 121 

- Lll)Jl Y Kl)JlbЦc!.. 17,5 

- 1юду{)еше1·к11. 215 

- rеше1·к11 221 

- фу liКЦИ.11. lil1Жl:iJiJi 435 

~J.\l11il1.ЦЫ МliИ.МЫе 159 

ЗаJ.\ a'ia at1a1111;Ja кotte'ittOL ·о 
c!..Bl'l)Mc!..l'c!.. ,519 

7'27 

- 1 'Jюбадьl:iОL ·о al:iaJШ;Ja 1 -рафов 311 

- l) K(:>c\.l''ic\.ЙШl1X. (->c\.GG l'l)JitlИ.JiX. 327 

11ere'i11.Gдetl11.11. аутей 327 

ау 1·nx. общаJJ. 32ts 

- c 111-11·e ;Ja кotle'itю1·0 ав1·ома1·а 518 

- GO(->l'l1(->l)BKl1 3U2 

- с l 'I>Y к1·у {>ttOL ·о cи.tt 1·e;Jc1, кotte'ittOL ·о 

ав1·ома1·а с вых.ОJ.\ОМ 550 

- l '(->c!..lbll1 l'l1.BJ:il)L 'l) ;JcJ..MЫKc!..liИ.Ji 

or11.et11·11.poвalil:iOL 'О 1 ·рафа 320 

- Ш1·ейt1ера 3Uo 

Jaкotl coкpc1.щetl11.Jt девый 129 

- - ll{)с!..ВЫЙ 129 

Jc1..кol:iы J.\e Моµ1 ·с1.на 2U9 

- - - бecкol:ie'il:iыe ol 



728 ПРЕДМЕI'НЪIЙ УКА:ЗАI'ЕЛЪ 

Jамыка1111е м11oжe<..:1'JjcJ.. бу де/jых. 

фу 1:iКЦ11Й 4l)l) 

о 1·110<..:111•едь110 011ерац1111 232 

рефдек<..:111:то-1·ра1:1,щ 1·11Jjt1oe б9 

.:)демеl:i 1·а 19[) 

Jа1111<..:ь ад д11т11/jt1ан. 12б 

- мудьт111ш11ка1•111jt1М 12() 

Jtia'iel:i11e 11ео11ре1.\ е,1еш.>е 7l)3 

- форму ды 399 

И.jоморф11.jм 244 

l 'рё:1,фОВ 342 

1 ·ру1ш 158 

КОJШЦ lбб 

Mti0 1 '0L:O(J 1'1:iЫЙ 27[) 

И.мш111каl:i1·а 4l)8 

- ll(JOL:l'M 412 

11;J6Ыl'O'il:ic\,}i 419 

н.дровм 418 

И.мш111кац11н. 1, 25, 385 

И.1:iвер<..:11н. KOl:ie'itiOЙ llOJ.\ L: l'ё:\,l:iOBKl1 5() 7 

морф11.jмс1, 5()5 

1:1абора 434 

ЦellO'iKИ. 488 

И.1-шертор 448 

И.tiдек<..: 1101.\L 'РУШlЫ в 1·руш1е де/jый 

154 

И.tiьекци.н. 1, Ц 

И.ррефJШКL:И.ЫЮL:!'Ь ()2 

И.<..: l'O'il:il1K <..:ети. 349 

И.1•е[Jё:\,Цl1Н. 110.jl11'И.Bl:ic\,}i 4()9 

.:)J1eмe1:i1·a 19[) 

Н.;JЫК.ё:1, 4W 

Kav1'a Ка1жо 414 

KвaL\(JcJ..1' 6111:Ш{ЯЮl'О О l'lЮШени.н. 54 

- L\eKё:\,(Jl'OB 39 

Кmt.:.ж110vн.док 5() 

Ква111·ор Jj<..:еобщ110<..: 1·11 1, 21J 

- <..:у ще<..: 1·Jjо/jан11н. 1, 21J 

K/ja1·ep1111011 <..:011рн.же1111ый 17[) 

КJ-1 ·vамма1·11ка 485 

- обобщеннаJJ. 487 

KJ-11paJj11дo 48() 

КJ-Н..jЫК 489 

- обобщенный 489 

Кда<..:<..: 1101.\ 1 ·руш1ы 110 .:)деме11 1·у 

<..:межаый 11е/jый: 152 

- - - - - ll(Jё:\,JjЫЙ 152 

- llOL:l'ё:\, 43() 

- :JK/j\1/jc\,JШl:i !'НОL:ТИ. 7l) 

- Н..jЫКё:\, 488 

КНФ 4l)f) 

Кодьца и..jомоvфные 157 

KOJlbЦO 135 

- будево 173 

- JjЫ'it:, l'OJj 110 MOL\)'ШU k 137 

- комму l'cJ..1'11/jHOe 135 

- д1111еЙ1:iых. 011ераторо/j 13 7 

- .:)H J.\OMO[Jфи.;JMOJj а,бедевой L 'PY 1шы 

253 

Koмa.tiJ.\a. 5l)5 

- 11ри.мен11маJJ. к ко1:1ф111 'У [Jа.ци.и. б33 

Комби.11аци.н. J11111ей11ан. 1 V, 15!1 

Ком110:J11ц11н. би.нарных. о 1·ношени.Й 

11а м11оже<..:1·/jе 54 

- <..:00 1'J:ie 1·<..: 1·Jjи.й 51 

Ком11онен1·а ( <..:вн.:Jнои·11) 285 

- (.;JlёJ.,бОЙ (.;Jj}i;JtiOL: l'И. ( (.;JЩбМ) 288 

Ком11онен1·ы однои.менные 39 

Кош 'РУ .:)нци.н. 23 7 

- Ml:iOL'OL:O(Jl'tiM 273 

Kotieц 1.\У 1 ·и. 'l,77 

- О 1'[.>е:JКё:\, Jlt:,JjЫЙ 2f)l) 

- - ll(Jё:\,JjЫЙ 2()() 

- ну !'И. 278 



Кошщ µебµа '/,77 

- цеаи. '1,715 

- Це!Ю'iКИ. 4о 7 

Коttкате1шци.н коµтежей l'/,3 

- t.:JlOB 400 

- Н.3ЫКОВ 40/5 

Коttи·м11·а '/,3 

будева 375 

- И.ti J.\ И.BИ.J.\tiaH '/,3 

Коttи·и.1·у .)til'a еJ.\И.tiИ.ЦЫ 4Uo 

- l:iYJШ 4U7 

Kott1·eкt.:т КЗ-аµави.Jщ девый 41.>о 

- - 11.(.)а,ВЫЙ 4t\o 

- девый 075 

KOl:il'Y.(.) '/,79 

Kotty t.: веµ,ши.Й 1:Ю 

- l:iИ.ЖliИ.Й t\U 

Конфи.~ ·у µац11н автомата 490 

- вьшоп,11маи. 034 

- .3aKдIO'il11'eJlblio.,>i. 034 

- к.otte'i.1-101 ·о ав1·ома1·а 499 

- машины 1 'ьюµи.ш ·а 5 71 

- Мll-автомага 033 

- tla'iaJlblio.,>I. 034 

- 1:iе1юt.:µеп,и·венно вьшоп,и.маи. 033 

- ту 11И.К.0Во.,>i. 034 

Коньюl:iк.1·0µ 44t\ 

Конью1:iк.ц11н 1, 1!5, 3155 

- ддементаµнаи. 4Uo 

Кооµп,и.наты 1·о'iк.и. 111, Зtf 

Коµень оµи.ен1·и.µованно1 ·о п,еµева 

'/,97 

Коµ 1·еж 1, YfJ 

- ауи·ой l'/,3 

Ко.jффи.ци.еtt1ы б111:iоми.аJ1ы1ые 1, 

l(JU 

Кµи.1·еµ11й llot.:1·a 439 

Кµона п,еµева 515t\ 

Кµьыю вх.ОЖJ.\еtt11н JШвое 400 

- - 11.(.)аВОе 400 

KCJ-1 ·µамма1·и.к.а 41.> 7 

- оп,но;ща'itlаи. oUU 

КСJ-н.3ык 4~9 

- n, e 1'e.(.)MИ.lil1.(.)0BaliliЫЙ fjt,\!) 

Куб будев '/,lU 

- J.\eKa.(.)l'OB 39 

- eJ.\ и.ttи. 'ittыЙ .(.)о.,;jмеµttои·и. п 3 77 

-- п-меµный 377 

Ky t.: 1· 3UU 

Леttта вx.OJ.\ l:iaн а1н·ома1·а 4!)5 

Jl et.: ttеоµи.еtt1·11µованный '/,!)!) 

- оµи.ен 1·и.µ01щtlный '/,!)!) 

- Оt.:1·овный 3U4 

1 'JlY б111:iНЫЙ 3lt\ 

аои.ск.а в ~·дуби.ну 3lt\ 

Jlи.и· '/,!)/5 

Jl111·eµaJ1 4U5 

Мш •а,3и.tt Мll-ав1·ома1·а о'/,5 
Маµкеµ на'iаJЩ JШнты 5 7U 

Масси.в '/,!)'/, 

- ди.п,еµов '/,!)'/, 

Ма1·µ11ца бу дева '/,!)U 

J.\ОИ'И.Ж11МОИ'И. '/,!)4 

- и.нц11п,енци.Й '/,t-\9 

- меток п,у 1 · 3'/,t\ 

- си.мме1·µи. 'iеt.:к.ан 111 

- смежttОИ'И. веµш11н '/,!)U 

Маши.на Тьюµи.ш ·а 5 7U 

в аJ1фави.те 5 7о 

п,е l'еµми.ни.µоваttl:iан 57'/, 

нап, аJ1фави.1·ом 570 

Ме1·к.а вх.оп,нан 713 

- J.\Yl'И. 3U7 

BX.OL\l:i o.,Н 553 

вых.оп,наи. 553 
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Ме1·ка ау т11 329 

- - Mi:\.L 'i:\,.JJ,11:il:ii:\.n. 712 

- ребра 3l)7 

M e1·u l.\ DJШЙка 425 

1 \1.y t;t;a lll, 1 IJ9 

l.\BY х. вкдю'iеtшЙ 34 

н.еuщ>еl.\еден.н.ых. кuс1фф11ц11ен. 1·uв 

432 

uареl.\еJшн.ю1. t;емс1.н.1·11к11 

i:\.K(;l1UMi:\.l'l1 'ie(;Kl1Й 599 

LlU(.;дel_\UBi:\.l'eдьl:iUl 'U J,1(;КJLЮ'iel:il11i 

н.е11.Jвеt;1·н.ых. 199 

x.apaк1·ep1,1t; 1·11 'iet;к1,1x. фу н.кц11Й ll)3 

;JK)jJ,1Jji;t,1l el:i l'Н.ЫХ. Ll[>eUO[>i:\,,>UBi:\,Н.J,1Й 

:п 

Мех.а,Н.11.JМ у ll(>i:\.BJШl:il11i BbШU l.\UM 573 

Ml1lil1MJ,1.Ji:\,ЦJ,11i к.uн.e'iН.Ul 'U i:\,Jj l'UMi:\.l'i:\, 

531 

Мн.uж.еи·ва равн.uмuщн.ые l, 89 

- равн.ые 29 

Мн.uж.еt;1·вu бу девых. фу н.кц11Й: 

;;sамкн.у 1·ue 4l) l 

--- 11uдн.uе 4l)l 

BllUдl:ie у llUPli l.\ U'ieн.н.ue 81 

.Ji:\.MKН.Y l 'Ue U l'Н.U(;l1l'eJlbl:iU 

UL1epaц1111 l 4 7 

- - - u11ераци.й: 23l) 

КUН. l'И.Н.У i:\.JlbН.Ue 95 

ди.н.ейн.u у 11U[>lil.\U'ieн.н.ue 77 

мuщн.uи·и. кuн.т11н.у ума 95 

н.е б (мее 'iем L:'ie 1·н.ue 93 

11уи·uе l , 31 

t;JIOB в адфави.1·е 11epe'i11L:J1и.мue ( 11u 

l'ьюр11ш ·у ) Ы7 

ра;;sреши:мuе (11u Тьюµи:ш·у) 

577 

L:Ut; 1·uнн.и.й: ма.ши.н.ы l'ьюри.ш ·а 

кuн.е'iн.Uе 5 7l) 

Мн.uж.еи·вu t;'ieтн.ue l , IJ(J 

- у н.и.веµL:i:\.J1ьн.uе l, 3() 

- у LlU!)lil.\U'ieн.н.ue 75 

- - и.t11.\у к1·и.вн.uе 83 

- п-с1демен.1·н.uе 3l) 

- S ~-.Jамк.н.у 1·ue 23l) 

M UL\eJlb 227 

- aн.i:\.Jш;;s11µy ющап. 494 

- llU(>UЖ.l_\ i:\.IOЩa./i 494 

- !)i:\.(;llU.Jl:ii:\.IOЩIOi 494 

M UJ.\)'Jlb l:ii:\.l.\ KUJlbЦUM Jlевый: 145 

--- 11µавый 145 

MUtlUl1J.\ 121 

- KUJlbЦi:\. МУJlЫ'и.llJШКi:\.l'И.ВН.ЫЙ: 135 

- 11Uду KUJlbЦi:\. i:\.J.\ J.\И.Тl1ВН.ЫЙ 175 

-- мудЬl'и.LlJШК.i:\.l'И.ВН.ЫЙ: 175 

- L:BUOUJ.\Н.ЫЙ: 124 

- t;и.мме 1·µ11 '!еt;ки.и 122 

Мuн.uмuµфи..Jм 244 

Мuµфи.;;sм 554 

- 111:iВе!)(;Н.ЫЙ: 555 

- uбра1·н.ый 555 

- li.JЫKёt, 555 

- - и.н.верt;н.ый 555 

- Л-L:ВUОUJ.\Н.ЫЙ: 555 

Мuщн.uи·ь к.uн.1·и.н.у ума 95 

- мн.uж.еи·ва l, 9l) 

Mll-aв1·uмa1· 525 

- l.\ е 1·еµми.н.щ..юван.н.ый: 538, 588 

- µаL:ш11рен.н.ый: 588 

- с1кв11ваден.1·н.ый: КС-1 ·раммати.к.е 

54U 

Мll-ав1·uма1ы с1к1швi:\.J1ен.1·н.ые 535 

Му дь1·и.~ ·раф uµи.ен.1·и.µuван.н.ый: 711 

Haoup будеJ:J. 2lU 

- еl.\ и.н.11 'iн.ый: 2ll) 

- ;;sн.а'iен.11й: Llеремен.н.ых. 3 75 

- н.уJШВUЙ: 2 ll) 



НсJ..боры ВJсJ..и.м1:ю 11ро1·и.во110Jюж1:iые 

434 

H<t11pcJ..вдel:iи.e 1 ·pcJ..1:iи. 38 l 

H<t'icJ..JIO 1\ У 1 'И. '277 

- 11ути. '278 

- ЦellO'iKИ. 4()о 

Ней:1·рсJ..J1ыiыЙ: .:N1еме1:п M()J:i()И.JJ,a, l'l,l 

Не 1·ерми.нсJ..J1 473 

НормсJ.. квсJ..терни.онсJ.. l 7U 

Н()(;И.l'едь '2,'2,о 

- сJ..J11·ебры ll 7 

Нудь ll4 

- K()JlbЦ<t 135 

- девый ll4 

- о l'l:iO(;и.1·eдьl:io 011ерсJ..ци.и. l l 4 

- LЮду K()JlbЦcJ.. 17 5 

- LЮдуреше l'КИ. '2, lo 

- 111:)ёJ..ВЫЙ: 114 
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